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基本 图 形 分 析 法 是 笔者 企 长 期 从 事 平 面 几何 数 
学 工作 的 基础 上 ,经 过 多 年 的 研究 , 总结、 创造 的 一 
种 平面 几何 问题 的 分 析 方 法 . 

十 多 年 来 ,由 于 基本 图 形 分 析 法 能 较 系 统 地 ,有 
效 地 解决 平面 几何 问题 的 分 析 方 法 的 规律 性 ,尤其 
是 能 较 完 善 地 解决 至 面 几何 中 添 辅助 线 的 规律 性 ， 
所 以 在 平面 几何 数学 中 取得 了 显著 的 效果 ,对 大 面 
积 提 高 平面 几何 数学 质量 ,对 提高 上 大 几何 数 师 的 
业务 素质 ,数学 能 力 起 了 显著 的 作用 . 全 国 二 十 多 个 
省 ,市 .自治 区 的 300 多 所 中 学 先后 采用 基本 图 形 分 


析 法 进行 几何 数学 ,取得 了 很 好 的 效果 。 同 时 有 近 


5000 名 数 师 到 上 海参 加 了 执 数 基 本 图 形 分 析 法 的 
数学 培训 工作 . 在 基本 图 形 分 析 法 的 逐步 发 展 , 应 用 
和 推广 的 过 程 中 ,各 地 数学 研究 机 构 和 广大 数学 教 
师 都 希望 能 有 一 本 系统 地 介绍 基本 图 形 分 析 法 的 专 
著 , 既 可 作为 数学 的 参考 ,也 可 作为 数学 教师 进修 或 
培训 的 数 材 . 为 此 ,笔者 将 近 三 十 年 来 对 基本 图 形 分 
析 法 的 研究 成 果 , 汇 集 于 一 由, 写成 了 本 书 . 

本 节 是 一 本 论 迹 分 析 方 法 的 专著 , 它 的 目的 在 
于 剖析 、 介 绍 和 论述 对 几何 问题 的 思维 过 程 、 分 析 过 
程 . 它 所 要 解决 的 问题 是 : 拿 到 一 个 问题 后 是 怎样 想 
的 ? 是 怎样 一 步 一 步 想 出 来 的 ? 为 什么 会 这 样 想 ? 所 
以 它 的 内 容 和 结构 有 以 下 几 个 主要 的 特点 ; 

和 ] 


1. 只 介绍 分 析 过 程 ,不 写 严格 的 证明 过 程 . 分 析 
过 程 是 解决 几何 问题 的 关键 ,也 是 思维 活动 中 最 有 
价 信 的 精华 . 而 证 明 过 程 则 是 正确 的 分 析 再 加 上 规 
范 化 的 表达 的 结果 ,对 于 数学 数 师 来 说 ,规范 化 的 表 
达 应 该 是 没有 问题 的 ,所 以 本 书 将 所 有 的 证 明 过 程 
都 略 去 不 写 . 

2. 为 了 显 需 添 加 辅助 线 的 过 程 ,原则 上 每 新 增 
一 条 辅助 线 就 画 一 幅 新 的 图 ,以 体现 几何 问题 的 辅 
助 线 是 随 分 析 过 程 的 进行 ,分 析 到 什么 地 方 就 添 到 
什么 地 方 的 道理 . 

3. 每 一 部 分 内 容 都 按 前 详 后 简 的 原则 撰写 . 由 
于 分 析 过 程 的 介绍 ,尤其 是 每 一 部 分 的 剖析 ,都 有 相 
当 的 篇 幅 , 而 分 析 中 出 现 的 规律 性 的 叙述 在 语言 上 
又 基本 上 是 相同 的 ,如 对 每 一 道 题目 都 作 详尽 的 剖 
析 和 介绍 ,本 书 就 会 相当 繁 斤 , 因 此 每 一 种 分 析 方 法 
在 作 了 一 定数 量 的 介绍 ,实质 上 也 就 是 在 揭 币 了 规 
律 性 以 后 ,同样 的 内 容 就 写 得 简略 了 . 

4. 为 了 适应 更 多 方面 的 读者 的 需要 ,本 书 人 在 每 
一 部 分 的 开始 ,都 适当 地 选取 一 些 基础 的 ,难度 并 个 
高 的 例题 , 作 分 析 方 法 的 介绍 ,以 使 内 容 上 体现 由 涛 
入 深 的 原则 ， 

本 书 图 形 系 由 张 际 南 、 雷 英 、 南 宫 慈 云 和 朱 荷 荷 
等 五 人 绘制 ,在 此 一 并 致谢 ! 

由 于 笔者 水 平 所 限 ,对 于 本 书 的 不 当 之 处 ,时 三 
大 读者 给 予 批 还 指正 . 

编 者 
1996 年 5 月 于 上 将 
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第 一 章 基本 图 形 分 析 法 概论 


第 一 节 ”基本 图 形 分 析 法 . 
图 形 ,是 几何 学 科 的 研究 对 象 ,平面 图 形 ,是 平面 几何 的 研究 


对 象 . 


一 道 几 何 问题 ,无 论 是 证 明 题 ,计算 题 还 是 作 图 题 ,都 会 以 一 


个 图 形 以 及 这 个 图 形 所 具有 的 各 种 性 
质 为 其 研究 对 象 . 而 出 现在 几何 问题 中 
的 每 一 个 几何 图 形 ,无 论 是 怎样 的 简单 
或 怎样 的 复杂 ,经 过 分 析 , 都 一 定 可 以 
发 现 这 样 一 个 事实 , 即 它 是 由 一 个 或 若 
干 个 最 简单 .最 基本 的 图 形 组 合 而 成 
的 . | 

例如 ,如 图 1.1,AABC 内 接 于 
@OO, 边 BC 上 的 高 4D 的 延长 线 交 @O 
于 已 ,以 4D 为 直径 的 OO' 交 AB、AC 


于 EE.F,EF 交 AD 于 G. 求 证 :4D 二 


4G 。 AH. 

分 析 : 这 个 问题 中 出 现 了 条 件 AD 
是 @O' 的 直径 , 匹 (或 严 ) 是 半圆 上 的 点 ， 
所 以 可 应 用 半圆 上 的 圆周 角 是 直角 的 
基本 性 质 进 行 证 明 . 而 现在 图 形 中 有 





图 1.2 
@O' 的 直径 AD, 有 半 贺 上 的 点 ,但 没有 圆周 角 . 所 以 应 将 圆周 
Da 1 二 





角 添 上 ,于 是 连结 DE( 如 图 1，2), 即 可 得 人 人 DEA 二 90°. 这 里 出 现 
的 半圆 上 的 圆周 角 实 际 上 就 是 组 成 这 个 几何 图 形 的 第 一 个 基本 图 
形 . 

在 得 到 DE | AE 后 ,由 条 件 4D 上 
BC, 可 得 人 ABD 是 直角 三 角形 ,这 样 就 出 
现 了 DE 是 Rt 人 ABD 的 斜 边 上 的 高 , 那 
么 ,应 用 直角 三 角形 斜 边 上 的 高 的 基本 性 
质 ,就 可 得 结论 中 出 现 的 AD? 应 等 于 AE 
。AB, 和 且 了 ADE= 人 ABD. 这 个 直角 三 角 
形 斜 边 上 的 高 ,就 是 组 成 这 个 几何 图 形 的 
第 二 个 基本 图 形 ( 如 图 1。3). 

由 性 质 4D: 二 A4E。AB, 再 对 比 要 求 。 ”图 1*3 
证 的 结论 4D’ 二 AG，AH ,可 知 问题 转化 成 要 证 明 AE， 4B 一 
AG * AH. 

这 是 线段 之 间 的 比例 关系 ,经 过 描 图 
可 发 现 ,出 现 了 两 组 相 来 线段 重 登 在 一 直 
线 上 , 且 有 一 个 公共 的 端点 ,从 而 可 添加 一 
组 道 平行 线 型 的 相似 三 角形 进行 证 明 , 添 
加 的 方法 是 将 端点 (B) 和 端点 (及)、 内 分 点 
和 内 分 点 分 别 连 接 起 来 ,于 是 连接 BH. 可 
得 A4G 玉 和 A4B 瓦 应 是 一 对 逆 平 行 线 弄 
的 相似 三 角形 ,这 就 是 组 成 这 个 几何 图 形 图 1*4 
的 第 三 个 基本 图 形 ( 如 图 1. 4). 而 要 证 明 这 两 个 三 角形 相似 就 可 
以 转化 为 要 证 AE. 4B= 4G. AH 的 等 价 性 质 人 AGE 一 人 ABH 
(或 和 AEG= 人 LH). 

由 于 必 AGE 可 以 看 作 是 人 AFG 的 一 个 外 角 (E、G、F 成 一 直 








线 ), 所 以 人 AGE== 人 人 FAG 十 人 AFG. 而 人 FAG 可 以 看 作 是 @O . 


的 一 个 圆周 角 , 在 @O 上 已 经 出 现 四 点 4.B、 瓦 .C, 所 以 应 用 圆周 
。2 。 





角 的 性 质 可 得 了 FAG 二 人 CBH. 这 里 出 现 
的 圆周 角 就 是 组 成 这 个 几何 图 形 的 第 四 个 
基本 图 形 ( 如 图 1，5). 根据 同样 的 道理 ,在 
Q@O' 中 应 用 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 可 得 
了 AFG 一 人 ADE. 而 已 经 证 明了 人 人 ADE= 
/ABD, 所 以 LAFG= LABD, 又 人 CBH 
十 “4BD = 人 LABH, 所 以 人 ABH = 
达 AGE 就 可 以 证 明 , 分 析 也 就 完成 . 

从 上 述 例题 的 分 析 , 可 以 发 现 这 个 几 图 1 5 
何 问题 的 图 形 实际 上 是 由 半圆 上 的 圆周 角 、 直 角 三 角形 斜 边 上 的 
高 、. 逆 平行 线 型 相似 三 角形 和 圆周 角 这 四 个 基本 图 形 组 合 而 成 的 . 
| 所 谓 对 这 个 问题 的 分 析 , 实 质 上 就 是 将 问题 进行 分 解 并 进而 发 现 
且 找 到 组 成 它 的 所 有 的 基本 图 形 , 再 应 用 这 些 基 本 图 形 的 性 质 使 
问题 得 到 解决 . 如 果 我 们 再 对 更 多 的 几何 问题 作 这 样 的 分 解 和 研 
究 , 就 可 以 进一步 发 现 ,几何 问题 的 这 种 特点 是 带 有 普 廊 性 的 ,而 
这 种 分 析 方 法 又 是 带 有 规律 性 的 . 于 是 就 可 通过 总 结 、 归 纳 得 到 : 

在 几何 学 科 中 ,根据 问题 的 条 件 和 结论 ,分 析 并 找到 组 成 这 个 
几何 问题 的 一 个 或 车 干 个 基本 图 形 , 再 应 用 这 些 基 本 图 形 的 性 质 ， 
使 问题 得 到 解决 ,这 样 一 种 分 析 方 法 就 叫做 基本 图 形 分 析 法 . 

在 上 述 讨论 什么 是 基本 图 形 分 析 法 的 过 程 中 ,出 现 了 基本 图 
形 的 概念 ,所 以 我 们 也 需要 讨论 一 下 什么 是 基本 图 形 。 基本 图 形 ， 
顾名思义 ,似乎 就 应 该 是 组 成 几何 图 形 的 最 基本 的 元 素 ,这 样 就 会 
很 自然 地 想到 点 ,线段 和 弧 这 些 图 形 . 然而 我 们 现在 所 要 研究 和 解 
决 的 问题 不 仅仅 是 图 形 的 分 解 或 “拆零 ”, 更 重要 的 目标 是 要 解决 
几何 题 的 分 析 方 法 问题 . 从 这 个 意义 上 讲 , 将 点 .线段 和 弧 作 为 基 
本 图 形 就 没有 意义 了 . 其 至 连 三 角形 也 不 能 作为 基本 图 形 , 因 为 它 
不 仅 可 以 在 绝 大 多 数 几 何 问题 的 图 形 中 不 止 一 个 地 出 现 , 而 且 也 
无 法 表述 清楚 它 在 分 析 过 程 中 应 在 什么 条 件 下 应 用 的 问题 . 因此 ， 
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对 基本 图 形 的 定义 就 要 兼 取 两 个 方面 的 要 求 ,也 就 是 它 既 是 组 成 
几何 图 形 的 “基本 元 ”, 又 必须 是 有 特定 的 性 质 和 应 用 条 件 的 图 形 ， 
而 不 能 将 甚至 是 一 道 题目 的 图 形 或 比 它们 更 简单 的 无 法 说 清楚 应 
用 条 件 和 分 析 方 法 的 图 形 也 作为 基本 图 形 . 据 此 ,我 们 有 : 

在 几何 分 析 中 ,组 成 一 个 几何 问题 的 图 形 的 最 简单 .最 基本 的 
但 又 是 具有 特定 的 性 质 ,能 明确 地 阐明 其 应 用 条 件 和 应 用 方法 的 
图 形 , 称 为 基本 图 形 . 

一 般 几 何 问 题 的 图 形 , 都 可 以 分 解 成 一 个 或 若干 个 基本 图 形 . 
因此 在 对 一 个 几何 问题 进行 分 析 并 得 到 相应 的 基本 图 形 后 ,如 果 
再 对 一 个 新 的 几何 问题 也 进行 同样 的 分 析 , 则 又 可 得 到 一 个 或 若 
干 个 基本 图 形 ,然后 我 们 可 将 这 两 组 基本 图 形 加 以 比较 ,这 时 就 会 
出 现 两 种 可 能 性 :一 种 是 两 组 基本 图 形 中 没有 相同 的 .重复 的 , 另 
一 种 是 两 组 基本 图 形 中 有 一 个 或 若干 个 是 相同 的 、 重 复 的 . 这 时 我 
们 就 可 以 将 新 出 现 的 基本 图 形 留 下 ,而 将 重复 的 基本 图 形 筛 去 ,在 
这 样 一 个 过 程 中 我 们 就 会 发 现 , 随 着 我 们 解剖 的 几何 图 形 的 增多 ， 
在 刚 开始 的 时 候 ,新 的 基本 图 形 的 增加 或 出 现 还 是 比较 快 的 ,但 逐 
渐 逐 渐 其 增加 或 出 现 的 新 的 基本 图 形 就 越 来 越 少 了 . 而 当 我 们 所 

- 齐 析 的 几何 侣 题 达 到 一 定 的 数量 ,而 这 些 几 何 问题 的 选取 本 身 又 
是 很 随机 的 话 ,那么 新 的 基本 图 形 就 几乎 不 再 增加 . 这 样 ,我 们 就 
可 以 应 用 这 种 筛选 的 方法 得 到 我 们 所 期 望 .所 需要 的 ,又 是 我 们 已 
经 可 以 找到 的 所 有 的 应 用 于 几何 分 析 的 基本 图 形 ,或 者 也 可 以 讲 
是 得 到 一 个 基本 图 形 的 集合 . 

接 下 来 的 问题 当然 应 该 是 逐一 地 介绍 基本 图 形 ,但 是 介绍 这 
些 基本 图 形 的 目的 显然 是 要 在 分 析 中 应 用 ,这 样 就 会 出 现 一 个 在 
什么 情况 下 或 在 什么 条 件 下 应 该 用 哪 一 个 基本 图 形 的 问题 ? 再 进 
一 步 的 话 还 有 一 个 怎么 样 应 用 的 问题 .实质 上 也 就 是 要 讨论 每 一 
个 基本 图 形 的 应 用 条 件 和 应 用 方法 的 问题 ,这 两 个 问题 实质 上 也 
是 基本 图 形 分 析 法 应 用 的 关键 问题 . 
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在 一 个 几何 问题 中 ,为 什么 会 想到 要 应 用 这 个 基本 图 形 而 不 
想到 要 应 用 另外 的 一 个 基本 图 形 ,显然 是 决定 于 这 个 基本 图 形 的 
特征 ,决定 于 这 个 基本 图 形 不 同 于 其 它 基本 图 形 的 属于 它 本 身 独 
具 的 本 质 属 性 ,决定 于 这 个 基本 图 形 和 其 它 基本 图 形 的 本 质 上 的 
差异 . 所 以 ,要 解决 基本 图 形 的 应 用 条 件 问题 ,首先 就 要 研究 和 讨 
论 每 一 个 基本 图 形 的 特性 ,然后 ,我 们 就 可 以 根据 这 些 特 性 ,来 归 
纳 、 发 现 并 最 终 得 到 每 一 个 基本 图 形 的 应 用 条 件 . 在 我 们 的 研究 
中 ,我 们 还 发 现在 所 讨论 的 基本 图 形 的 特性 和 随 之 得 到 的 应 用 条 
件 中 ,除了 必要 的 是 以 数量 关系 表现 的 性 质 以 外 ,相当 一 部 分 是 位 
置 关系 的 表述 ,这 也 是 基本 图 形 分 析 法 和 传统 的 几何 分 析 方法 的 
一 个 重要 的 区 别 . 在 根据 应 用 条 件 确 定 或 找到 基本 图 形 以 后 ,应 用 
方法 一 般 来 讲 都 比较 容易 确定 ,在 以 后 的 讨论 中 ,我 们 可 以 进一步 
发 现 ,应 用 方法 实际 上 是 基本 图 形 完整 化 的 具体 表述 ,所 以 基本 图 
形 一 经 确定 ,应 用 方法 也 就 相应 地 确定 了 . 因此 ,在 基本 图 形 的 介 
绍 中 ,从 某 种 意义 上 讲 , 应 用 条 件 和 应 用 方法 甚至 要 比 基 本 图 形 本 
身 还 重要 得 多 . 

现在 我 们 就 可 以 逐一 地 来 介绍 基本 图 形 ,而 根据 我 们 多 年 来 
的 研究 ,这 些 基本 图 形 可 以 分 为 以 下 这 几 个 部 
分 ;平行 线 、 等 腰 三 角形 .与 如 有 关 的 角 , 全 等 三 
角形 、 相 似 三 角形 ,特殊 角 三 角形 ,与 面积 方法 





有 关 的 三 角形 . 
一 ,平行 线 . 
图 形 的 基本 性 质 : (如 图 1 ， 6) 
ZL1=/2 <—>AB/CD 
Z1= /3 >AB/CD 图 1*6 


Ll1+/4=180° <AB/CD 
图 形 的 基本 特征 :两 条 平行 线 或 者 两 条 要 判定 是 平行 的 直线 
被 第 三 条 直线 所 截 . 
。5 。 





当 几 何 问 题 中 ,出 现 了 两 条 平行 线 或 两 条 要 判定 为 平行 的 直 
线 被 第 三 条 直线 所 截 ,或 者 是 出 现 了 平行 线 的 判定 问题 .平行 线性 
质 的 应 用 问题 时 ,就 可 以 应 用 或 添加 平行 线 的 基本 图 形 进行 分 析 . 

应 用 的 方法 是 抓 住 两 条 平行 线 被 第 三 条 直线 所 截 的 特点 , 具 
体 的 方法 是 :添加 同 与 两 条 平行 线 相交 的 第 三 条 直线 :添加 同和 第 
三 条 直线 相交 的 一 组 平行 线 . 

二 ,等 腰 三 角形 . 

1. 等 腰 三 角形 . 

图 形 的 基本 性 质 :( 如 图 1。7) 人 

和信 ABC 中 ,4B=AC€<-> 人 B= 人 LC 

图 形 的 基本 特征 :等 腰 三 角形 的 两 条 腰 是 两 条 
具有 公共 端点 ,但 又 不 在 一 直线 上 的 两 条 相等 线段 . 

当 几 何 问 题 中 ,出 现 了 两 条 具有 公共 端点 而 又 上 
不 在 一 直线 上 的 相等 线段 时 ,就 可 以 应 用 或 添加 等 
腰 三 角形 的 基本 图 形 进行 分 析 . 

应 用 的 方法 是 将 这 两 条 具有 公共 端点 的 相等 线段 组 成 等 腰 三 
角形 ,这 时 如 果 只 有 两 条 腰 而 没有 底 边 的 话 ,就 应 将 底 边 添上 . 

2. 出 现 顶 角 的 外 角 的 等 腰 三 角形 . 

图 形 的 基本 性 质 :( 如 图 1* 8) 

入 ABC 中 ,4D 是 B4 的 延长 线 . 

AB=AC€<> /LDAC=2LB(=2/C). Dp 

图 形 的 基本 特征 ;出 现 了 等 腰 三 角形 顶 角 的 外 A 
角 以 及 这 个 外 角 与 它 的 不 相 邻 内 角 之 间 的 倍 半 关 


图 1。7 


当 几 何 问题 中 ,出现 了 两 条 具有 公共 端点 而 又 
不 在 一 直线 上 的 相等 线段 以 及 由 它们 组 成 的 等 腰 三 “ 
角形 的 顶 角 的 外 角 , 或 者 出 现 了 两 个 角 之 间 的 倍 半 
关系 且 其 中 的 倍 角 可 以 看 作 是 一 个 三 角形 的 外 角 
es。 6。 


图 1 .8 





(或 一 个 角 的 邻 补 角 ) 时 ,就 可 以 应 用 或 添加 出 现 顶 角 的 外 角 的 等 
腰 三 角形 进行 分 析 . | . 
应 用 的 方法 是 将 等 腰 三 角形 找 出 或 添 完整 后 ,再 应 用 与 两 条 
腰 相 等 具有 等 价 性 质 的 角 的 倍 半 关系 进行 分 析 . 

3. 角 平 分 线 和 平行 线 的 组 合 而 得 到 的 等 腰 三 角形 . 

让 由 角 的 一 边 的 平行 线 与 角 平 分 线 相交 得 到 的 等 腰 三 角形 . 

图 形 的 基本 性 质 : (如 图 1 9) 

OC 是 4OB 的 角 平 分 线 , DE/ OA4 上 且 
分 别 交 OB、OC 于 DE. 

则 入 DOE 是 等 腰 三 角形 . 

即 ; ~A1= 了 2,DEAO4~>DO=DE. 

在 上 述 三 个 性 质 中 ,只 要 出 现 其 中 任意 0 
两 个 , 则 第 三 个 性 质 必定 成 立 . 

图 形 的 基本 特征 :出 现 了 角 平 分 线 和 和 角 
的 边 的 平行 线 的 组 合 关系 . 

当 几 何 问 题 中 出 现 了 角 平 分 线 和 角 的 一 边 的 平行 线 的 组 合 关 
系 ,或 者 出 现 了 角 平 分 线 、 角 的 一 边 的 平行 线 .等 腰 三 角形 这 三 个 
性 质 中 的 任意 两 个 时 ,就 可 以 应 用 或 添加 由 角 的 一 边 的 平行 线 与 
角 平 分 线 相交 得 到 的 等 腰 三 角形 的 基本 
图 形 进 行 分 析 . 

应 用 的 方法 是 将 角 的 一 边 的 平行 线 
与 角 的 另 一 边 以 及 角 平 分 线 相交 组 成 等 
腰 三 角形 . 

ii) 由 角 平 分 线 的 平行 线 与 角 的 边 相 
交 得 到 的 等 腰 三 角形 . 

图 形 的 基本 性 质 ; (如 图 1* 10) 图 1 19 

OC 是 40B 的 角 平分 线 ,DENOC 且 分 别 交 BO 的 延长 线 、 
OA 于 DE. 
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则 人 ODE 是 等 腰 三 角形 . 
即 : A1= 2,DE/ OC=>O0D=OFK. 
在 上 述 三 个 性 质 中 ,只 要 出 现 其 中 任意 两 个 , 则 第 三 个 性 质 必 
定 成 立 . 

图 形 的 基本 特征 :出 现 了 和 角 平 分 线 和 角 平 分 线 的 平行 线 的 组 
合 关 系 . 

当 几 何 问题 中 出 现 了 和 角 平 分 线 和 它 的 平行 线 的 组 合 关 系 , 或 
者 出 现 了 角 平 分 线 . 角 平分 线 的 平行 线 、 等 腰 三 角形 这 三 个 性 质 中 
的 任意 两 个 时 ,就 可 以 应 用 或 添加 由 角 平 分 线 的 平行 线 与 角 的 边 
相交 得 到 的 等 腰 三 角形 的 基本 图 形 进 行 分 析 . 

应 用 的 方法 是 将 角 平 分 线 的 平行 线 与 角 的 一 边 以 及 另 一 边 的 
反 向 延长 线 或 平行 线 相交 组 成 等 腰 三 角形 . 

4. 具有 重要 线段 的 等 腰 三 角形 . . 

图 形 的 基本 性 质 ;( 如 图 1。11) A 

AB=AC,AD | BC<—> /1=/2,BD=CD. 

在 上 述 四 个 性 质 中 ,只 要 任意 取 其 中 的 两 个 作 
为 条 件 , 那 么 另 两 个 性 质 必定 成 立 . 且 图 中 人 4BP 
和 入 ACD 是 一 对 轴 对 称 型 的 全 等 三 角形 . B D 

在 等 腰 三 角形 中 , 底 边 上 的 高 就 是 底 边 上 的 中 
线 和 顶 角 的 角 平 分 线 ,这 条 线段 就 称 为 等 腰 三 角形 ”图 1 1 
中 的 重要 线段 . 

图 形 的 基本 特征 :出现 了 等 腰 三 角形 中 的 重要 线段 或 者 是 出 
现 了 三 角形 一 边 上 的 中 线 、 高 、 角 平分 线 这 三 条 线段 中 有 两 条 重合 
在 一 起 . 

当 几 何 问题 中 出 现 了 下 列 情况 之 一 时 :(1) 等 腰 三 角形 中 的 重 

要 线段 ;(2) 三 角形 (在 已 知 图 形 中 ,这 个 三 角形 可 以 出 现 得 尚 不 完 

整 ) 的 一 边 上 的 高 .中 线 和 角 平 分 线 这 三 条 线 中 的 两 条 重合 ;(3) 角 

平分 线 和 向 角 平 分 线 所 作 的 垂 线 . 就 可 以 应 用 或 添加 具有 重要 线 
. 8 . 





段 的 等 腰 三 角形 的 基本 图 形 进 行 分 析 . 

应 用 的 方法 是 :( 如 图 1。12 一 1。15) 

(1) 在 出 现 等 腰 三 角形 和 它 的 底 边 上 的 高 时 ,可 直接 应 用 基本 
图 形 的 性 质 进 行 分 析 . 

(2) 在 出 现 等 腰 三 角形 和 它 的 底 边 的 中 点 时 ,应 将 这 条 底 边 上 
的 中 线 添上 . 


| 
1 
| 
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B C B C 

图 1。12 图 1.13 图 1 .14 图 1.15 

(3) 在 出 现 等 腰 三 角形 和 它 的 顶 角 平 分 线 时 ,应 将 这 条 角 平 分 
线 与 底 边 相交 ,如 尚未 相交 的 则 应 延长 到 相交 ， 

(4) 在 出 现 三 角形 一 边 上 的 高 和 中 线 重合 ,或 者 也 就 是 出 现 一 
条 线段 的 垂直 平分 线 时 , 则 应 将 等 腰 三 角形 的 两 腰 添 上 ,或 者 也 就 
是 将 线段 中 垂 线 上 的 一 点 与 线段 的 两 个 端点 连接 起 来 ,构成 等 腰 
三 角形 . 

(5) 在 出 现 三 角形 一 边 上 的 中 线 和 它 所 对 的 角 的 角 平 分 线 重 
合 时 ,可 直接 应 用 基本 图 形 的 性 质 . 

(6) 在 出现 三 角形 一 边 上 的 高 和 它 所 对 的 角 的 角 平 分 线 重合 ， 
也 就 是 出 现 角 平分 线 和 向 角 平 分 线 所 作 的 垂 线 时 ,可 将 角 平 分 线 
的 垂 线 延 长 到 与 角 的 两 边 相 交 , 构 成 等 腰 三 角形 . 

当 几 何 问题 中 出 现 了 垂直 于 弦 的 直径 时 ,也 可 以 应 用 具有 重 
要 线段 的 等 腰 三 角形 的 性 质 进行 分 析 ,应 用 方法 和 上 述 介绍 的 应 
用 方法 相同 . 

5. 出 现 针 边 上 的 中 线 的 直角 三 角形 . 





图 形 的 基本 性 质 :( 如 图 1。16) 


在 A4BC 中 ,了 4CB=90°, 则 
1 B 


AD=BDe>CD=AD=54B 
AD=BD<—> /A= /LDCAh, 2 
LBDC=2/A 


出 现 斜 边 上 的 中 线 的 直角 三 角形 实质 。 
上 是 两 个 顶 角 互补 的 等 腰 三 角形 的 组 合 图 图 1 16 
形 . 

图 形 的 基本 特征 :出 现 了 直角 三 角形 斜 边 的 中 点 ,线段 之 间 的 
倍 半 关系 和 角 之 间 的 倍 半 关系 . 

当 几 何 问题 中 出 现 了 :(1) 直 角 三 角形 斜 边 的 中 点 ;(2) 两 条 线 
段 之 间 的 倍 半 关 系 ,而 其 中 的 倍 线段 是 一 个 直角 三 角形 的 斜 边 ; 
(3) 两 个 角 之 间 的 倍 半 关系 ,而 其 中 的 半角 是 一 个 直角 三 角形 的 内 
角 这 三 种 情况 之 一 时 ,就 可 以 应 用 或 添加 出 现 斜 边 上 的 中 线 的 直 
角 三 角形 进行 分 析 . 应 用 的 方法 是 将 直角 三 角形 斜 边 上 的 中 线 添 
上 . 

三 ,与 加 有关 的 角 . 

1. 贺 周 角 . 

图 形 的 基本 性 质 ;( 如 图 1* 17) 

四 边 形 4BCD 中 ,CE 是 BC 的 延长 线 

A、B.C、D 四 点 共 圆 和 > 人 人 BAD 十 
LBCD=180° 

”4、B.C.D 四 点 共 圆 > LDCE 一 

LBAD 

A、B、.C.D 四 点 共 圆 二 > 人 BAC = 图 1。17 
BDC 

图 形 的 基本 特征 :出 现 了 同一 个 圆 上 有 四 点 ,也 就 是 四 点 共 
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圆 . 

当 几 何 问 题 中 出 现 了 同一 个 圆 上 的 四 点 也 就 是 四 点 共 园 时 ， 
就 可 以 应 用 或 添加 圆周 角 的 基本 图 形 进 行 分 析 . 

应 用 的 方法 是 将 圆周 角 的 基本 图 形 , 也 就 是 圆 内 接 四 边 形 和 
它 的 两 条 对 角 线 添上 . 但 在 具体 应 用 时 , 若 应 用 的 是 同 弧 所 对 的 贺 
周 角 相 等 的 性 质 , 则 可 省 略 一 组 对 边 ; 若 应 用 的 是 圆 内 接 四 边 形 对 
角 互 补 的 性 质 , 则 可 省 略 两 条 对 角 线 ; 若 出 现 了 圆 内 接 四 边 形 的 一 
个 外 角 , 则 可 应 用 圆 内 接 四 边 形 外 角 等 于 它 的 内 对 角 的 性 质 . 

当 几 何 问题 中 出 现 了 两 圆 相交 的 问题 ,就 可 以 通过 添加 公共 
纺 , 将 问题 转化 到 每 一 个 圆 中 ,再 应 用 圆周 角 (或 与 圆 有 关 的 角 ) 的 
基本 图 形 来 进行 分 析 . 


2. 半圆 上 的 圆周 裔 ， 
图 形 的 基本 性 质 :( 如 图 1，18) C 
人 ABC 内 接 于 OO, 则 /AN 
AB 是 @O 的 直径 专人 4CB 二 90° 4 B 
图 形 的 基本 特征 :出 现 了 圆 的 内 接 直角 
三 角形 . 图 1.， 18 
当 几 何 问题 中 出 现 了 圆 的 直径 和 半圆 上 
的 点 ,或 者 出 现 了 90* 的 圆周 角 时 ,就 可 以 应 用 或 添加 半圆 上 的 圆 
周 角 的 基本 图 形 进 行 分 析 . 


应 用 的 方法 是 : 若 出 现 圆 的 直径 和 半圆 
上 的 点 而 没有 圆周 角 时 ,应 将 圆周 角 添 上 ,也 
就 是 应 将 半圆 上 的 点 和 直径 的 两 个 端点 分 别 
连接 起 来 ; 若 出 现 90*" 的 圆周 角 而 没有 直径 
时 ,应 将 直径 添上 . 

3. 弦 切 角 . 

图 形 的 基本 性 质 :( 如 图 1。19) 








4 与 @O 相 切 于 4 
4B 是 ©O 的 直径 
C 是 半圆 上 的 一 点 (jpAB= /ACB=90° 

图 形 的 基本 特征 ;出 现 了 圆 的 切线 和 过 切 点 的 弦 、 直 径 ( 或 半 
径 )， 

当 几 何 问 题 中 出 现 了 圆 的 切线 或 圆 的 半径 的 垂 线 时 ,就 可 以 
应 用 或 添加 弦 切 角 的 基本 图 形 进 行 分 析 ， 

应 用 的 方法 是 : 若 出 现 圆 的 切线 时 ,应 添加 过 切 点 的 弦 或 直径 
(半径 ); 若 出 现 半径 的 垂 线 时 ,应 过 半径 的 外 端 添 加 圆 的 切线 . 

当 几 何 问题 中 出 现 了 两 贺 相 切 ( 包 括 内 切 和 外 切 ) 的 问题 时 ， 
就 可 以 通过 添加 过 切 点 的 两 圆 的 公 切 线 , 将 问题 转化 到 每 一 个 贺 
中 ,再 应 用 弦 切 角 ( 或 与 加 有关 的 角 ) 的 基本 图 形 来 进行 分 析 . 

四 ,全 等 三 角形 . 

1. 轴 对 称 型 全 等 三 角形 . 

图 形 的 基本 性 质 ;( 如 图 1. 20) 

人 ABC 人 和 八 ABD < 人 > 人 4CD、 人 BCD 4 
是 等 腰 三 角形 . 

图 形 的 基本 特征 :人 A4EC 和 人 A 人 4BD 关 
于 4B 成 轴 对 称 . 图 形 由 两 个 具有 公共 底 边 ， 
的 等 腰 三 角形 组 合 而 成 ,图 形 中 各 组 对 应 相 
等 的 线段 和 角 都 位 于 这 些 等 腰 三 角形 的 轴 对 
称 部 分 . 图 1.20 

当 几 何 问题 中 出 现 了 : (1) 两 条 相等 的 线段 或 两 个 相等 的 角 是 
位 于 一 个 等 腰 三 角形 (或 等 腰 梯 形 ) 的 轴 对 称 部 分 ; (2) 两 条 相等 的 
线段 或 者 两 个 相等 的 角 是 关于 某 一 直线 (或 线段 ) 成 轴 对 称 这 两 种 
情况 之 一 时 ,就 可 以 应 用 或 添加 轴 对 称 型 全 等 三 角形 进行 分 析 . 

应 用 的 方法 是 ;(1) 相 等 的 线段 或 角 是 位 于 等 腰 三 角形 的 轴 对 
称 部 分 时 ,可 直接 根据 轴 对 称 性 的 对 应 部 位 找到 或 添加 全 等 三 角 
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形 ; (2) 相 等 的 线段 或 角 是 关于 某 一 直线 或 线段 成 轴 对 称 时 ,者 图 
形 中 没有 对 称 轴 , 可 添加 对 称 轴 , 若 图 形 中 已 经 有 对 称 轴 , 可 将 三 
角形 沿 对 称 轴 翻 转 也 就 是 作出 轴 对 称 的 图 形 . 

2. 中 心 对 称 型 全 等 三 角形 . 

图 形 的 基本 性 质 : (如 图 1 ， 21) 


人 ABO 旨 ACDO > AB2CD, 四 边 R 5 
形 ABCD 是 平行 四 边 形 . / 
图 形 的 基本 特征 :和 ABO 和 ACDO ”之 一 ov 
关于 点 O 成 中 心 对 称 . 图 形 中 必定 出 现 相 。“ 8 
应 的 平行 四 边 形 ,图 形 中 各 组 对 应 相等 的 图 1。21 


线段 和 角 都 位 于 一 个 平行 四 边 形 的 中 心 对 称 部 分 . 

当 几何 问题 中 出 现 了 :(1) 两 条 相等 的 线段 或 两 个 相等 的 角 是 
位 于 一 个 平行 四 边 形 的 中 心 对 称 部 分 ;(2) 一 组 (或 两 条 ?相等 的 线 
段 在 一 组 对 顶 角 的 两 边 而 且 成 一 直线 ;(3) 两 条 线段 相交 且 互 相 平 
分 这 三 种 情况 之 一 时 ,就 可 以 应 用 或 添加 中 心 对 称 型 全 等 三 角形 
进行 分 析 . 

应 用 的 方法 是 ; (1) 相 等 的 线段 或 角 是 位 于 平行 四 边 形 的 中 心 
对 称 部 分 时 ,可 直接 应 用 平行 四 边 形 的 性 质 或 根据 平行 四 边 形 的 
中 心 对 称 性 的 对 应 部 分 找到 或 添加 全 等 三 角形 ; (2) 两 条 相等 线段 
位 于 一 组 对 项 角 的 两 边 而 成 一 直线 时 ， 
可 过 相等 线段 对 应 的 两 个 端点 作 平 行 
线 , 且 与 过 中 点 的 直线 相交 构成 全 等 三 
角形 ; (3) 两 条 线段 相交 生 互 相 平 分 时 ， 
则 应 将 四 个 端点 两 两 连结 起 来 构成 全 等 
三 角形 ,而 这 两 条 连 线 必定 平行 而 且 相 
等 . 

3. 旋 转型 爹 等 三 角形 . 

图 形 的 基本 性 质 : (如 图 1 *， 22) 








将 A4BC 绕 它 的 一 个 顶点 4 旋转 一 个 Ze 成 A4B'C' , 则 
和 A4BC 和 人 AB'C' 就 是 一 对 旋转 型 全 等 三 角形 ,点 4 就 是 旋转 
中 心 , Za( 二 人 BA4B' = 人 CAC' ) 就 是 旋转 角 . 4B、4B8' 和 4C、 
4C' 是 同一 点 4 发 出 的 两 组 交 成 等 角 的 相等 线段 . 当 旋 转角 等 于 
60° 或 90" 时 ,这 两 组 相等 线段 可 以 分 别 组 成 一 个 等 边 三 角形 或 等 
腰 直 角 三 角形 ( 半 个 正方 形 ). 若 BB' 的 延长 线 交 CC' 于 D, 则 A、 
B.C.D 四 点 共 圆 ,4.B' 、D、C' 四 点 共 圆 . 

图 形 的 基本 特征 :一 对 旋转 型 的 全 等 三 角形 的 基本 图 形 中 , 必 
定 同 时 出 现 一 对 具有 公共 顶点 且 顶 角 相 等 的 (或 相似 的 ) 等 腰 三 角 
形 和 两 个 圆 内 接 四 边 形 ( 或 圆周 角 的 基本 图 形 ). 

当 几 何 问题 中 出 现 了 : (1) 两 个 具有 公共 顶点 的 等 边 三 角形 或 
正方 形 ;(2) 由 一 点 发 出 的 两 组 夹 等 角 的 相等 线段 这 两 种 情况 之 一 
时 ,就 可 以 应 用 或 添加 旋转 型 全 等 三 角形 进行 分 析 . 

应 用 的 方法 是 :将 由 公共 ( 顶 ) 点 发 出 的 两 组 相等 线段 两 两 组 
成 全 等 三 角形 , 若 第 三 组 对 应 边 没 有 ,就 应 将 这 一 组 对 应 边 添 上 ， 
且 这 两 条 对 应 边 的 交角 也 必定 等 于 旋转 角 . 

4. 绕 正 方形 的 中 心 旅 转 90" 的 全 等 的 直角 三 角形 . 

图 形 的 基本 性 质 :( 如 图 1。23) 

BC | BD,BC=BD 

> 人 ABCQAEDB 
CA | AE,DE LAE 
图 形 的 基本 特征 ;BC 和 BD 是 一 个 正 


方形 的 一 组 邻 边 , 它 们 可 以 组 成 一 个 等 腰 直 D 
角 三 角形 (或 半 个 正方 形 ), 人 ABC 和 玫 
人 EDB 是 绕 这 个 正方 形 的 中 心 旋转 90" 得 

A B 下 


到 的 全 等 的 直角 三 角形 . 
当 几 何 问题 中 出 现 了 过 正方 形 的 一 个 图 1 .23 


.顶点 向 过 它 的 相 邻 顶点 的 一 条 直线 所 作 的 


垂 线 时 ,就 可 应 用 或 添加 绕 正 方形 的 中 心 旋转 90" 的 全 等 的 直角 
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三 角形 进行 分 析 . 

应 用 的 方法 是 :将 三 角形 绕 正 方形 的 中 心 旋转 90°, 或 者 是 过 
正方 形 的 这 个 顶点 的 对 角 顶 点 向 同一 条 直线 作 垂 线 . 

这 一 个 全 等 三 角形 的 基本 图 形 也 可 以 应 用 到 绕 正 三 角形 的 中 
. 心 旋转 60* 的 情况 ， 分 析 和 应 用 的 方法 基本 上 是 类 似 的 . 
5. 平移 型 全 等 三 角形 ， 
图 形 的 基本 性 质 ; (如 图 1 * 24) 


将 和信 ABC 平行 移动 到 八 A'B'C, 则 A 4 
A4BC 和 入 A'B'C 就 是 一 对 平移 型 全 等 
三 角形 . 这 时 四 边 形 ABB'A'、 ACC'A'、 Lv 
CBB'C' 都 是 平行 四 边 形 . NN 
图 形 的 基本 特征 ;一 对 平行 线 型 全 < ， 


等 三 角形 中 ,必定 同时 出 现 三 个 两 两 都 
有 一 公共 边 的 平行 四 边 形 . 

当 几 何 问题 中 出 现 两 个 具有 公共 边 的 平行 四 边 形 时 ， 就 可 以 

应 用 或 添加 平移 型 全 等 三 角形 进行 分 析 . 

应 用 的 方法 是 将 两 个 平行 四 边 形 相应 的 (或 对 应 的 ) 顶 点 分 别 
连接 起 来 , 即 可 得 一 对 平移 型 全 等 三 角形 和 第 三 个 平行 四 边 形 . 

五 ,相似 三 角形 . 

1. 平行 线 型 相似 三 角形 ， 

i 由 三 角形 内 的 边 的 平行 线段 得 到 的 相似 A 
三 角形 . D 

图 形 的 基本 性 质 :( 如 图 1。 25) 

A4B8C 中 ,DEABC=>A 人 4DFEcoA4BC， 


图 1。24 


AB BC 4C 图 1。25 
图 形 的 基本 特征 :出 现 了 三 角形 内 一 条 边 的 平行 线段 ;经 过 对 
比例 线段 的 描 图 ,可 以 发 现 图 形 中 出 现 了 两 组 相 比 线段 重合 在 一 
。]5。 





直线 上 . 

当 几 何 问题 中 出 现 了 :(1) 三 角形 或 四 边 形 、 梯 形 中 一 条 边 的 
平行 线段 ; (2) 相 比 两 线段 重 礁 在 一 直线 上 ,上 且 有 公共 的 端点 这 两 
种 情况 之 一 时 ,就 可 以 应 用 或 添加 由 三 角形 内 一 条 边 的 平行 线段 
得 到 的 平行 线 型 相似 三 角形 进行 分 析 . 、 

应 用 的 方法 是 : (1) 直 接应 用 平行 线 型 相似 三 角形 的 性 质 . 将 
四 边 形 内 一 条 边 的 平行 线段 转化 成 三 角形 内 一 条 边 的 平行 线段 ， 
转化 的 方法 就 是 将 四 边 形 的 问题 转化 成 为 三 角形 问题 讨论 的 基本 
方法 . (2) 当 出 现 一 组 相 比 线段 重 闪 在 一 直线 上 , 且 有 一 公共 端点 
时 ,应 用 的 方法 是 过 端点 和 内 分 点 作 平 行 线 . 具体 添加 时 ,应 先 从 
图 形 中 过 端点 或 内 分 点 的 线段 中 选取 一 条 线段 作为 平行 方向 线 
段 ,那么 当 平行 方向 线段 取 在 过 端点 时 ,平行 线 就 过 内 分 点 作 , 当 
平行 方向 线段 取 在 过 内 分 点 时 ,平行 线 就 过 端点 作 ; 当 出 现 两 组 相 
比 线段 重 蚕 在 一 直线 上 , 且 有 一 公共 端点 时 ,应 用 的 方法 也 是 过 端 
点 和 内 分 点 作 平行 线 , 具 体 添 加 的 方法 则 是 将 端点 和 端点 ,内 分 点 
和 内 分 点 分 别 连接 起 来 ,而 这 两 条 连 线 必定 是 平行 线 . 

i) 由 三 角形 外 的 边 的 平行 线段 得 到 的 
相似 三 角形 . . p 6 

图 形 的 基本 性 质 :( 如 图 1。26) 

pCW 4B=>AABOwACDO, 售 = 
BO AB: 

DO™ CD 4 B 

图 形 的 基本 特征 :出 现 了 三 角形 外 的 一 图 1. 26 
条 边 的 平行 线段 ; 相 比 两 线段 重生 在 一 直线 上 , 且 以 内 分 点 为 公共 
的 端点 . 

当 几 何 问题 中 出 现 了 :(1) 三 角形 外 一 条 边 的 平行 线段 或 两 条 
平行 线段 ;(2) 相 比 两 线段 重 亚 在 一 直线 上 , 且 以 内 分 点 为 公共 端 
点 这 两 种 情况 之 一 时 ,就 可 以 应 用 或 添加 由 三 角形 外 一 条 边 的 平 

。16。 





行 线段 得 到 的 平行 线 型 相似 三 角形 进行 分 析 . 

应 用 的 方法 是 :(1) 直 接应 用 平行 线 型 相似 三 角形 的 性 质 . 将 
两 条 平行 线段 的 四 个 端点 两 两 交叉 连接 ,组 成 平行 线 型 相似 三 角 
形 . (2) 当 出 现 一 组 相 比 线段 重 释 , 且 以 内 分 点 为 公共 端点 时 ,应 用 
的 方法 是 过 两 个 端点 作 平行 线 . 具体 添加 时 ,应 从 图 形 中 过 端点 的 
线段 中 选取 一 条 线段 作为 平行 方向 线段 ,那么 平行 线 就 过 另 一 个 
端点 作 , 且 应 作 到 和 过 内 分 点 的 另 一 条 直线 相交 , 若 所 取 平 行 方向 
线段 过 端点 , 且 过 平行 方向 线段 两 端的 直线 在 内 分 点 相交 时 ,平行 
线 也 是 过 另 一 个 端点 作 . 当 出 现 两 组 相 比 线段 重合 在 一 直线 上 , 且 
这 两 直线 在 内 分 点 相交 时 ,应 用 的 方法 也 是 过 端点 作 平行 线 ,而 具 
体 的 添加 方法 则 是 将 这 四 个 端点 两 两 对 应 地 连接 起 来 ,而 这 两 条 
对 应 的 连 线 必定 是 平行 线 . 

_ 辕 ) 三 角形 中 位 线 , 

图 形 的 基本 性 质 :( 如 图 1 * 27) 

AD=BD 

AE=CE 

图 形 的 基本 特征 :出 现 了 两 个 中 点 和 线段 D E 
之 闻 的 倍 半 关 系 . 

当 几 何 问题 中 出 现 了 : (1) 线 段 之 间 的 倍 8 c 
半 关 系 , 且 这 种 倍 半 关 系 是 和 线段 的 中 点 发 生 pg] ,27 
联系 ; (2) 两 个 或 两 个 以 上 的 中 点 问题 这 两 种 
情况 之 一 时 ,就 可 以 应 用 或 添加 三 角形 中 位 线 进行 分 析 . 

应 用 的 方法 是 :(1) 若 将 倍 线段 取 作 三 角形 的 边 , 则 添加 三 角 
形 相 应 的 中 位 线 ; 若 将 半 线 段 取 作 三 角形 的 中 位 线 , 则 应 添加 三 角 
形 的 边 , 也 就 是 应 将 相应 的 三 角形 添 出 . (2) 若 出 现 多 个 中 点 问题 
时 , 当 两 个 已 知 中 点 所 在 的 线段 有 公共 端点 ,从 而 可 以 组 成 三 角形 
时 ,这 两 个 已 知 中 点 的 连 线 就 是 三 角形 的 中 位 线 . 如 果 这 时 出 现 的 
是 有 三 角形 ,而 没有 中 位 线 , 则 应 将 三 角形 的 中 位 线 添上 ,如 果 这 
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时 出 现 的 是 有 中 位 线 , 而 三 角形 不 完整 , 则 应 将 三 角形 添 完 整 , 或 
者 将 三 角形 的 边 添上 ; 当 已 知 中 点 所 在 的 线段 没有 公共 端点 或 者 
是 重 秋 线段 ,因而 不 能 组 成 三 角形 时 ,已 知 中 点 的 连 线 就 不 是 三 角 
形 的 中 位 线 ,这 时 就 应 增加 中 点 , 且 应 增加 和 已 知 中 点 所 在 的 线段 
有 公共 端点 的 线段 的 中 点 . 然后 再 根据 前 述 方法 添加 三 角形 的 中 
位 线 . 
i Vv) 平行 线 型 相似 三 角形 的 组 合 图 形 . 
图 形 的 基本 性 质 : 
(如 图 1 ，28) 
DE// BC,BD.CE. 
GF 或 它们 的 延长 线 相 5p E / 


图 形 的 基本 特征 : < 02) 
出 现 了 相 比 或 相等 两 线 图 1。28 
段 重 码 在 -一 组 平行 线段 上 ,上 且 过 对 应 端点 和 内 分 点 的 直线 是 相交 
于 一 点 的 . 

当 几 何 问题 中 出 现 了 : (1) 相 比 或 相等 两 线段 重重 在 一 组 平行 
线段 上 ;(2) 由 一 点 发 出 的 三 直线 和 一 组 平行 线 相交 这 两 种 情况 之 
一 时 ,就 可 以 应 用 或 添加 平行 线 型 相似 三 角形 的 组 合 图 形 进行 分 
析 . 

应 用 的 方法 是 ; (1) 将 过 端点 和 内 分 点 的 共 点 三 直线 与 一 组 平 
行 线 相 交 , 若 尚未 相交 的 应 延长 到 相交 . (2) 作 同 与 过 端点 和 内 分 
点 的 共 点 三 直线 相交 的 一 组 平行 线 . 

Vv) 三 角形 的 内 外 角 平 分 线 . 

图 形 的 基本 性 质 :( 如 图 1 * 29) 

和 ABC 中 ,AD.AE 分 别 是 A 和 二 4 的 外 角 的 角 平分 线 
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-2D_ AB BE 4B, BD _ BE 
?CH AC'CE™ AC™Y CD™ CE’ 


且 4D 1 4 五 
图 形 的 基本 特征 :出 现 了 三 角形 的 F 
内 、 外 角 平 分 线 ,而 且 还 出 现 了 成 比例 的 a < 
四 条 线段 重奏 在 一 直线 上 , 且 构 成 图 形 
中 一 条 线段 的 内 分 的 比 和 外 分 的 比 相 
等 . B D C E 
当 几何 问题 中 出 现 了 : (1) 三 角形 的 图 1 29 


内 、 外 角 平 分 线 ; (2) 成 比例 的 四 条 线段 重 秋 在 一 直线 上 , 且 构 成 直 
线 上 一 条 线段 的 内 分 的 比 和 外 分 的 比 相等 这 两 种 情况 之 一 时 ,就 
可 以 应 用 三 角形 内 外 角 平 分 线 进行 分 析 . 

应 用 的 方法 是 ;(1) 直 接应 用 三 角形 的 内 外 角 平 分 线 的 性 质 . 
(2) 过 内 、 外 分 点 的 两 条 互相 季 直 的 线 眉 分 别 是 角形 内 、 外 角 的 
平分 线 . 

2. 北 平行 线 型 相似 三 角形 ， 

iD 由 三 角形 内 的 边 的 逆 平 行 线段 得 到 的 相似 三 角形 . 

图 形 的 基本 性 质 ;( 如 图 1。30) 

4FED=4BC>> 人 4FDooA4BC 4 


,AD_AE_ED ~ 
> 人 = 和 客 = 总 '4D' 48=4E， E 
4C， 


D.B.C.E 四 点 共 圆 . 3 人 

图 形 的 基本 特征 :出 现 了 三 角形 内 一 图 1 30 
条 边 的 逆 平 行 线段 ,出 现 了 两 组 相 乘 线段 重 释 在 一 直线 上 , 且 有 一 
个 公共 的 端点 ,同时 还 出 现 了 一 个 圆 内 接 四 边 形 . 

当 几 何 问题 中 出 现 了 :(1) 三 角形 内 一 条 边 的 道 平行 线段 ;(2) 
相 乘 两 线段 重 盖 在 一 直线 上 ;(3) 由 圆 外 一 点 作 圆 的 两 条 制 线 这 三 
种 情况 之 一 时 ,就 可 以 应 用 由 三 角形 内 的 边 的 逆 平 行 线段 得 到 的 
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相似 三 角形 进行 分 析 . 

应 用 的 方法 是 ; (1) 根 据 三 角形 内 一 条 边 的 逆 平 行 线段 直接 找 
出 相似 三 角形 ,并 应 用 相似 三 角形 的 性 质 来 进行 分 析 和 证 明 . (2) 
车 出 现 一 组 相 乘 线 段 重 符 在 一 直线 上 , 且 有 一 个 公共 的 端点 , 则 过 
另 一 个 端点 和 内 分 点 作 道 平行 线 ,这 时 首先 也 是 取 图 形 中 过 端点 
或 内 分 点 的 一 条 线段 为 逆 平 行 方向 线段 ,当道 平行 方向 线段 取 在 
过 端点 时 , 道 平行 线 过 内 分 点 作 ; 当 道 平 行 方向 线段 取 在 过 内 分 点 
时 , 逆 平 行 线段 过 端点 作 . (3) 若 出 现 两 组 相 乘 线段 重 玲 , 且 有 一 个 
公共 的 端点 , 则 应 分 别 连结 端点 和 端点 ,内 分 点 和 内 分 点 ,这 两 条 
连 线 就 是 逆 平 行 线 . (4) 直 接应 用 割 线 定理 . 

it) 由 三 角形 的 边 的 道 平行 线 与 三 角形 的 一 边 及 另 一 边 的 延 
长 线 相交 得 到 的 相似 三 角形 . 

图 形 的 基本 性 质 ; (如 图 1 。31) 

/AED= 4BC->A4EDwA4BC 

> 名 = 食 = 所 ,4D* 48=AC， 4E， 

D、B、E\C 四 点 共 贺 . 

图 形 的 基本 特征 :三 角形 一 边 的 逆 平 行 
线 与 三 角形 的 第 二 条 边 ,以 及 第 三 边 的 延长 
线 相交 ,出 现 了 两 组 相 乘 线段 重合 在 一 直线 
上 ,上 且 有 一 公共 的 端点 ,而 逆 平 行 线 是 将 端 
点 和 内 分 点 交叉 连接 后 出 现 的 ,同时 图 形 中 
还 出 现 一 个 圆 内 接 四 边 形 . 

当 几 何 问题 中 出 现 了 : (1) 三 角形 内 一 
条 边 的 道 平行 线段 , 且 这 条 道 平 行 线 与 三 角形 一 边 的 延长 线 相交 
(2) 相 乘 两 线段 重 三 在 一 直线 上 ; (3) 由 圆 外 一 点 作 圆 的 两 线 割 线 
这 三 种 情况 之 一 时 ,就 可 以 应 用 由 与 三 角形 的 边 的 延长 线 相交 的 
逆 平 行 线 得 到 的 相似 三 角形 进行 分 析 . 





B 


图 1。31 


ae DO 。 





应 用 的 方法 是 :(1) 根 据 与 三 角形 边 的 延长 线 相交 的 逆 平 行 线 
直接 找 出 相似 三 角形 进行 分 析 和 证 明 . (2) 若 出 现 一 组 相 乘 线段 重 
登 在 一 直线 上 , 且 有 一 公共 的 端点 , 则 过 端点 和 内 分 点 作 道 平行 
线 ; 若 出 现 两 组 相 乘 线段 重 释 在 一 直线 上 ,上 且 有 一 公共 的 端点 , 则 
应 将 两 组 重合 线段 上 的 另 一 个 端点 和 内 分 点 交叉 进行 连接 ,这 时 
这 两 条 连 线 就 是 逆 平 行 线 . (3) 直 接应 用 割 线 定 理 . 

证 ?由 三 角形 外 的 边 的 北平 行 线段 得 到 的 相似 三 角形 . 

图 形 的 基本 性 质 :( 如 图 1. 32) 

LAED= 4BC 一 A4EDomA4BC=~> 


AC™ AB™ BC’AD° AB=AE. AC,D.\E. p 
B.C 四 点 共 圆 . 4 

图 形 的 基本 特征 :三 角形 一 边 的 道 平行 
线 与 三 角形 另 两 条 边 的 延长 线 相交 ,出 现 了 #4 
两 组 相 乘 线段 重 倒 在 一 直线 上 ,上 且 这 两 条 直 
线 在 内 分 点 相交 ,同时 图 形 中 还 可 以 出 现 一 
个 圆 内 接 四 边 形 ,这 两 条 相交 直线 在 这 个 圆 内 的 部 分 是 相交 的 两 
条 弦 ， 

当 几 何 问题 中 出 现 了 :(1) 三 角形 外 的 一 条 边 的 逆 平 行 线段 ; 
(2) 相 乘 两 线段 重生 在 一 直线 上 , 且 这 两 直线 在 内 分 点 相交 ;(3) 贺 
内 相交 两 弦 这 三 种 情况 之 一 时 ,就 可 以 应 用 或 添加 由 三 角形 外 的 
边 的 道 平 行 线 得 到 的 相似 三 角形 进行 分 析 . 

应 用 的 方法 是 :(1) 根 据 三 角形 外 的 一 条 边 的 逆 平 行 线 与 另 两 
边 的 延长 线 相交 得 到 的 相似 三 角形 直接 进行 分 析 和 证 明 . (2) 若 出 
现 一 组 相 乘 线段 重 到 在 一 直线 上 , 且 取 过 端点 的 线段 为 道 平 行 方 
向 线段 , 那 就 应 过 另 一 个 端点 作 道 平行 线 . 若 出 现 两 组 相 乘 线段 重 
簿 在 一 直线 上 , 且 这 两 直线 在 内 分 点 相交 时 , 则 应 将 四 个 端点 两 两 
连接 起 来 ,而 这 两 条 连 线 就 是 逆 平 行 线 . (3) 直 接应 用 相交 弦 定 理 . 

. 21 . 


图 1。32 





iVv) 由 过 三 角形 顶点 的 边 的 逆 平 行 线 得 到 的 相似 三 角形 . 
图 形 的 基本 性 质 :( 如 图 1， 33) 
LACD= -4BC 一 人 A4CDoA4BC> 


从 = 仿 = 老 ,4c: -4D， 4B,4C 与 MA 

入 BCD 的 外 接 圆 相 切 于 C. 1l 1° 
图 形 的 基本 特征 :出 现 了 过 三 角形 的 顶 ”、 / 

点 的 一 条 边 的 道 平行 线 , 还 出 现 了 两 组 相 乘 ~ 一 

线段 重 炙 在 一 条 直线 上 ,而 其 中 的 一 组 是 一 图 1.33 


条 线段 的 平方 . 同时 图 形 中 还 可 以 出 现 一 个 圆 的 一 条 切线 和 一 条 
割 线 . 

当 几 何 问题 中 出 现 了 :(1) 过 三 角形 顶点 的 边 的 道 平行 线 !(2) 
两 组 相 乘 线段 重 亚 在 一 条 直线 上 , 且 其 中 的 一 组 是 线段 的 平方 ; 
(3) 由 一 点 发 出 的 圆 的 一 条 制 线 和 一 条 切线 这 三 种 情况 之 一 时 ,就 
可 以 应 用 或 添加 过 三 角形 顶点 的 边 的 北平 行 线 得 到 的 相似 三 角形 
进行 分 析 . 

应 用 的 方法 是 ， (1) 根 据 过 三 角形 顶点 的 边 的 道 平行 线 , 直接 
应 用 相似 三 角形 的 性 质 进 行 分 析 和 证 明 . (2) 将 平方 项 线段 的 重合 
端点 与 另 一 组 重 秋 线段 的 端点 和 内 分 点 分 别 连 结 起 来 ,这 两 条 连 
线 就 是 道 平行 线 . 若 仅 出 现 相 乘 两 线段 重合 ,而 没有 平方 项 线段 
时 ,可 先 添 出 过 重合 端点 的 平方 项 线段 ,再 进行 连 线 . (3) 直 接应 用 
切割 线 定理 . 

v) 由 直角 三 角形 斜 边 上 的 高 得 到 的 逆 平 行 线 型 相似 三 角形 ， 

图 形 的 基本 性 质 :( 如 图 1 * 34) 

ZACB=LBDC=90°>LBCD= LAA,LACD=LB 

ABCDpoAB4C, 吕 -和 = 短 ,BC=BD .BA 

Cp DA_AC 


(> 一 -一 一 一 一 一 一 2 一 . 
> 人 AAACDOAABC, BC™= CA AB’AC AD. AB. 
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并 且 , BC 与 A4CD 的 外 接 圆 相 切 于 
C,AC 与 ABCD 的 外 接 圆 相 切 于 C. . 

图 形 的 基本 特征 :出 现 了 直角 三 角形 斜 
边 上 的 高 ,还 出 现 了 两 条 相 乘 线段 重 琶 在 直 
角 三 角形 的 斜 边 上 , 且 以 三 角形 的 一 个 顶点 “ 
为 公共 端点 和 一 条 直角 边 的 平方 . 同时 图 形 
中 还 可 以 出 现 半圆 上 的 圆周 角 和 过 半圆 上 ”图 1* 34 
的 点 向 直径 作 垂 线 ,或 者 出 现 半 圆 上 的 圆周 角 和 过 直径 的 端点 所 
作 圆 的 切线 . 

当 几 何 问 题 中 出 现 了 : (1) 直 角 三 角形 斜 边 上 的 高 ; (2) 直 角 三 
角形 一 条 直角 边 的 平方 ,或 相 乘 两 线段 重 秋 在 直角 三 角形 的 斜 边 
上 ,和 且 以 三 角形 的 一 个 顶点 为 公共 的 端点 这 两 种 情况 之 一 时 ,就 可 
以 应 用 或 添加 由 直角 三 角形 斜 边 上 的 高 所 得 到 的 逆 平 行 线 型 相似 
三 角形 进行 分 析 . 

应 用 的 方法 是 : (1) 直 接应 用 直角 三 角形 斜 边 上 的 高 的 性 质 进 
行 证 明 . (2) 将 平方 项 线段 的 重合 端点 与 另 一 组 重合 线段 的 端点 和 
内 分 点 分 别 连接 起 来 ,这 两 条 连 线 就 是 逆 平 行 线 . 

3. 旋转 型 相似 三 角形 . 

iD 旋转 角 为 一 般 角 的 旋转 型 相似 三 角形 . 

图 形 的 基本 性 质 :( 如 图 1。35) 


LBAC= LDAE 
> 人 ABCWHAADE, 
/AC=/LE 


人 = = ,AB， AE=AC. AD 
了 BAD= 人 CAE( 旋 转角 ) 

若 BD 的 延长 线 交 CE 于 F, 则 人 ABD 
DA 人 AACE. 上 且 4、B.C\F 四 点 共 圆 . A、D.、F、 
EE 四 点 共 圆 . 





图 1，35 
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图 形 的 基本 特征 :将 人 A4BC 绕 顶 点 4 旋转 一 个 角度 后 边 长 
再 放大 或 缩小 一 定 的 倍数 后 得 到 的 相似 三 角形 ,图 形 中 必定 同时 
出 现 两 对 旋转 型 相似 三 角形 和 两 个 圆 内 接 四 边 形 . 同时 还 出 现 了 
由 一 点 发 出 的 四 条 , 且 两 两 交 成 等 角 的 成 比例 线段 . 

当 几 何 问题 中 出 现 了 :(1) 绕 三 角形 一 个 顶点 旋转 的 相似 三 角 
形 ;(2) 由 一 点 发 出 的 四 条 且 两 两 夹 成 等 角 的 成 比例 线段 这 两 种 情 
况 之 一 时 ,就 可 以 应 用 旋转 型 相似 三 角形 进行 分 析 . 

应 用 的 方法 是 : (1) 直 接应 用 旋转 型 相似 三 角形 的 性 质 进行 分 
析 和 证 明 . (2) 将 由 一 点 发 出 的 四 条 成 比例 线段 两 两 组 成 相似 三 角 
形 ,即将 四 个 端点 中 对 应 的 两 点 分 别 连 接 起 来 ,这 时 可 出 现 两 对 旋 
转型 相似 三 角形 ,同时 还 可 以 应 用 两 个 圆 内 接 四 边 形 的 性 质 来 进 
行 分 析 和 证 明 . . 

ii) 旋 转角 等 于 三 角形 的 一 个 内 角 的 旋转 型 相似 三 角形 . 

图 形 的 基本 性 质 :( 如 图 1。36) 

BAC=/ADAE 

ACE 之 人 4BCc2A 人 4DE， 


4 公 - 做 = 赁 ,48 * 4E 一 4C AD 

图 形 的 基本 特征 :图 形 具有 旋转 角 为 一 
般 角 的 旋转 型 相似 三 角形 的 性 质 . 将 一 个 三 
角形 绕 一 个 项 点 旋转 , 并 使 旋转 角 就 等 于 这 
个 内 角 , 然 后 边 长 再 放大 或 缩小 一 个 倍数 后 
得 到 的 相似 三 角形 ,这 时 还 出 现 由 一 点 发 出 
的 四 条 成 比例 线 跋 中 ,有 一 组 相 乘 线段 重 释 在 角 平分 线 上 . 

当 几 何 问题 中 出 现 了 :(1) 绕 三 角形 一 个 顶点 旋转 且 旋 转角 等 
于 这 个 内 和 角 的 相似 三 角形 ;(2) 由 一 点 发 出 的 四 条 成 比例 线段 , 且 
其 中 一 组 相 乘 线段 重 释 在 一 条 角 平 分 线 上 这 两 种 情况 之 一 时 ,就 
可 以 应 用 或 添加 旋转 角 等 于 三 角形 一 个 内 角 的 旋转 型 相似 三 角形 
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图 1。36 





进行 分 析 . 

应 用 的 方法 是 :(1) 直 接应 用 旋转 型 相似 三 角形 的 性 质 进行 分 
析 和 证 明 . (2) 将 由 一 点 发 出 的 四 条 成 比例 线段 两 两 组 成 相似 三 角 
形 . - 

证 ) 由 直角 三 角形 斜 边 上 的 高 得 到 的 旋转 型 相似 三 角形 . 

图 形 的 基本 性 质 :( 如 图 1。37) 

LADC= /ACB=90°>AADCWACDB 

CD AD_AC A 


BD CD CB 
>CD:=AD ， BD 

图 形 的 基本 特征 :将 RiA4DC 绕 直 角 顶 点 了 D 旋  p 
转 90", 并 把 边 长 放大 或 缩小 一 个 适当 的 倍数 成 为 R 
人 CDB 得 到 的 相似 三 角形 ,旋转 角 等 于 90", 且 等 于 。 ¢ 
三 角形 的 一 个 内 角 . 这 时 还 出 现 由 一 点 发 出 的 四 条 成 图 1"37 
比例 线段 ,其 中 的 一 组 相 乘 线段 重 亚 在 直角 三 角形 的 斜 边 上 , 另 一 
组 是 直角 三 角形 斜 边 上 的 高 的 平方 . 

当 几 何 问题 中 出 现 了 :(1) 直 角 三 角形 斜 边 上 的 高 ;(2) 一 组 相 
乘 线 段 重 谷 在 直角 三 角形 的 斜 边 上 ,或 直角 三 角形 斜 边 上 的 高 的 
平方 这 两 种 情况 之 一 时 ,就 可 以 应 用 或 添加 由 直角 三 角形 斜 边 上 
的 高 得 到 的 旋转 型 相似 三 角形 进行 分 析 . 

应 用 的 方法 是 :(1) 直 接应 用 直角 三 角形 斜 边 上 的 高 的 性 质 进 
行 分 析 和 证 明 . (2) 将 由 一 点 发 出 的 四 | 
条 成 比例 线段 两 两 组 成 相似 三 角形 ,这 
时 图 形 就 成 为 直角 三 角形 斜 边 上 的 高 
的 基本 图 形 . 

4. 位 似 型 相似 三 角形 . 

让 外 位 似 型 相似 三 角形 . 

图 形 的 基本 性 质 :( 如 图 1 * 38) 
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OA OPB 
OA" = OB" = 和 竹 >A4BCwoA4 B'C! 


AB BC AC oO4 
了 AB BC AC OA 

图 形 的 基本 特征 : 相 比 两 线段 分 别 在 平行 线段 上 ,三 组 对 应 顶 
点 连 线 的 延长 线 相交 于 一 点 ,图 形 中 还 同时 出 现 三 对 平行 线 型 相 
似 三 角形 . 

当 几 何 问题 中 出 现 了 :(1)? 相 比 两 线段 平行 ， 目 对 应 顶 顶点 的 连 
线 的 延长 线 相交 于 一 点 ;(2) 两 组 具有 公共 顶点 的 平行 线 型 相似 三 
角形 的 组 合 关系 这 两 种 情况 之 一 时 ,就 可 以 应 用 和 添加 外 位 似 型 
相似 三 角形 进行 分 析 . 

应 用 的 方法 是 : (1) 将 对 应 顶点 分 别 连接 ， 则 三 条 连 线 的 延长 
线 必定 相交 于 一 点 . (2) 直 接应 用 平行 线 型 相似 三 角形 和 位 似 型 相 
似 三 角形 的 性 质 进行 分 析 和 证 明 . 

ii 内 位 似 型 相似 三 角形 ， 

图 形 的 基本 性 质 :;( 如 图 1， 39) 


-多 = 和 >A4BCoA4 BC: 

4B BC CA 04 
HB BC CA OA 

图 形 的 基本 特征 : 相 比 两 线段 分 别 
在 平行 线段 上 ,三 组 对 应 顶点 的 连 线 相 
交 于 一 点 ,图 形 中 还 同时 出 现 三 对 平行 
线 型 相似 三 角形 . 

当 几 何 问题 中 出 现 了 :;(1) 相 比 两 线 
段 平行 , 且 对 应 顶点 的 连 线 相交 于 一 点 ; 
(2) 两 组 具有 公共 顶点 的 平行 线 型 相似 三 角形 的 组 合 关系 这 两 种 
情况 之 一 时 ， 就 可 以 应 用 或 添加 内 位 似 型 相似 三 角形 进行 分 析 和 
证 明 . 








图 1。39 
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应 用 的 方法 是 :(1) 将 对 应 顶点 分 别 连 接 , 则 三 条 连 线 必 定 交 
于 一 点 . (2) 直 接应 用 平行 线 型 相似 三 角形 和 位 似 型 相似 三 角形 的 
性 质 进行 分 析 和 证 明 . 

六 、 特 殊 角 三 角形 . 

1. 30° 角 的 直角 三 角形 . 

图 形 的 基本 性 质 :( 如 图 1。40) 


(LZ4CB=90° AB=2BC | 8C= 48 
>AC=V3BC :1 

La-so /B=60° [BC—3Ac 

图 形 的 基本 特征 


图 形 中 出 现 了 30*、60* 的 特殊 角 以 及 线 
段 之 间 的 2 倍 .V 3 倍 这 样 的 特殊 关系 . 

当 几 何 问题 中 出 现 了 : (1)30°,60°， 
120°,150°* 这 些 特殊 角 ; (2) 线 段 之 间 的 倍 半 
关系 , 且 这 种 倍 半 关 系 是 和 上 述 特殊 角 发 生 
联系 ;(3) 线 段 之 间 的 V3 倍 关 系 这 些 情况 
之 一 时 ,就 可 以 应 用 或 添加 30° 角 的 直角 三 角形 进行 分 析 . 

应 用 的 方法 是 :(1) 过 特殊 角 一 边 上 的 点 向 另 一 边 作 垂 线 . (2) 
直接 应 用 30° 角 直角 三 角形 的 性 质 进行 分 析 和 证 明 . 

2，45° 角 的 直角 三 角形 . (等 腰 直 角 三 角形 )， 

图 形 的 基本 性 质 ;《 如 图 1* 41) | 

/ZACB=90° |4B= V2AC 8B 
| >* AC=BC : 
[B245 





图 1: 40 


[A=45° 


2 
图 形 的 基本 特征 :图 形 中 出 现 了 45° 的 特 4 
殊 角 以 及 线段 之 间 的 V2 倍 这 样 的 数量 关系 . 图 1 41 
»。27。 
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当 几何 问题 中 出 现 了 : (1)45°,135° 这 些 特殊 角 ; (2)45° 角 和 
30" 角 的 组 合 关系 (如 15°,75° 等 ); (3) 线 段 之 间 的 V2 倍 关 系 这 些 
情况 之 一 时 ,就 可 以 应 用 或 添加 45" 角 的 直角 三 角形 进行 分 析 . 

应 用 的 方法 是 :(1) 过 45" 角 一 边 上 的 点 向 另 一 边 作 垂 线 . (2) 
直接 应 用 45° 角 的 直角 三 角形 的 性 质 进行 分 析 和 证 明 . 

七 .与 面积 方法 有 关 的 三 角形 . 

1. 同 底 等 高 的 三 角形 . 

图 形 的 基本 性 质 :( 如 图 1。42) 

直线 MN/ BC， 

A、4' 是 直线 MN 上 的 点 之 SAaac 一 
S AA' BC 

图 形 的 基本 特征 ;出现 了 两 个 具有 “ ° 
公共 底 边 的 等 积 三 角形 . 图 1. 名 

当 几 何 问题 中 出 现 了 具有 公共 底 边 的 三 角形 的 等 积 变形 问题 
时 ,就 可 以 应 用 或 添加 同 底 等 高 的 三 角形 进行 分 析 . 

应 用 的 方法 是 :过 公共 底 边 所 对 的 顶点 作 这 条 公共 底 边 的 平 

2. 等 底 同 高 三 角形 . 

图 形 的 基本 性 质 :( 如 图 1。43) 

BD 一 DE->SAnep 一 SAape 一 二 SAaee。 

BD=DE=CE—>SAagpp— SAApE—SAagc 








B D E C 


图 形 的 基本 特征 :出现 了 三 角形 一 边 上 图 1 4 
的 交 等 分 点 ,以 及 它们 和 这 一 边 所 对 顶点 的 连 线 所 构成 的 面积 等 
分 线 . 

几何 问题 中 出 现 了 三 角形 一 边 上 的 等 分 点 且 是 与 三 角形 
的 面积 性 质 发 生 联系 时 ,就 可 以 应 用 或 添加 等 底 同 高 的 三 角形 进 
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行 分 析 . 

应 用 的 方法 是 将 一 边 上 的 ”等 分 点 与 这 边 所 对 的 顶点 连接 起 
来 ,再 应 用 面积 方法 进行 分 析 和 证 明 . 

3. 同 底 三 角形 . 

如 图 1.44, 人 4BC 中 ,D 是 BC 上 任 A 
一 点 ,已 是 4D 上 任 一 点 (P 可 取 在 D 点 ) 


»SA4sr_ BD A 
SAnacp CD 
图 形 的 基本 特征 :人 A4BP 和 A4CP 是 


两 个 具有 公共 底 边 4P 的 三 角形 , 且 相 比 两 8 PD C 
线段 BD 和 CD 在 同一 直线 上 且 有 公共 点 图 1。44 
在 一 直线 上 . 
当 几 何 问题 中 出 现 了 相 比 两 线段 重合 时 ,就 可 以 应 用 或 添加 
同 底 三 角形 ,并 应 用 三 角形 面积 的 性 质 和 方法 来 进行 分 析 和 证 明 . 
应 用 的 方法 是 将 过 线段 内 分 点 的 线段 上 的 两 点 分 别 和 线段 的 
两 个 端点 相连 接 , 构 成 同 底 三 角形 . 


第 二 节 怎样 应 用 基本 图 形 
分 析 法 添 辅助 线 


添 辅助 线 是 教 好 、 学 好 平面 几何 的 关键 问题 ,然而 ,长 期 以 来 ， 
它 又 是 平面 几何 教学 的 难题 . 

由 于 添 辅助 线 这 个 难题 多 年 来 得 不 到 很 好 的 解决 ,平面 几何 
的 教育 质量 长 期 以 来 在 大 范围 内 都 是 居 低 不 上 ,学 生 又 产生 了 很 
强 的 受难 以 至 放弃 学 习 的 心态 ,造成 了 数学 教育 界 出 现 了 一 种 企 
求 通过 降低 要 求 . 删 减 内 容 以 摆脱 这 种 困境 的 倾向 ,尽管 有 时 这 种 
举措 会 冠 以 “ 冠 轩 堂皇 ”的 理由 . 这 种 现象 不 仅 在 我 国 存在 ,在 国外 
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也 同样 是 非常 普遍 地 存在 . 其 实 ,这 种 回避 问题 的 实质 和 要 害 的 做 
法 并 不 是 解决 问题 的 有 效 的 办 法 ,也 不 是 摆脱 平面 几何 教学 的 这 
种 困境 的 正确 的 出 路 . 

从 教 好 、 学 好 平面 几何 ,大 面 祝 提高 平面 几何 教学 质量 的 目标 
出 发 , 添 辅助 线 是 一 个 不 能 回避 而 必须 解决 的 问题 ,因此 ,任何 一 
种 行 之 有 效 的 几何 分 析 方法 也 都 必须 正面 .直接 地 解决 添 辅助 线 
的 问题 . 

应 用 基本 图 形 分 析 法 ,怎样 解 沙 添 辅助 线 的 问题 呢 ? 由 于 应 用 
基本 图 形 分 析 法 的 本 质 , 首 先是 分 析 并 找到 基本 图 形 ,然后 是 应 用 
基本 图 形 的 性 质 解决 问题 ,这 样 就 会 出 现 两 种 情况 :一 是 所 有 分 
析 、 找 到 的 基本 图 形 都 是 完整 的 ,这 样 应 用 这 些 基本 图 形 的 性 质 就 
不 会 有 什么 困难 ,问题 自然 也 就 得 到 了 解决 ,显然 这 时 也 就 不 存在 
添 辅助 线 的 问题 . 二 是 在 分 析 和 找到 的 基本 图 形 中 ,有 一 个 、 两 个 
或 者 若干 个 基本 图 形 是 不 完整 的 ,这 样 在 应 用 基本 图 形 性 质 的 时 
候 显 然 就 会 发 生 困难 ,从 而 就 使 我 们 在 应 用 这 些 基本 图 形 的 性 质 
以 前 ,必须 要 先 将 不 完整 的 基本 图 形 补 完整 ,这 就 出 现 了 添 辅助 线 
的 需要 ,而 添 辅助 线 的 实质 也 就 成 为 将 不 完整 的 基本 图 形 补 完整 
的 问题 . 由 此 ,我 们 就 可 以 得 到 应 用 基本 图 形 分 析 法 添 辅助 线 的 基 
本 方法 : 

在 平面 几何 问题 的 分 析 过 程 中 ,根据 问题 的 条 件 和 结论 ,分析 
和 找到 的 基本 图 形 如 果 不 完整 ,就 可 以 通过 添加 辅助 线 将 不 完整 
的 基本 图 形 补 完整 ,这 就 是 添 辅助 线 的 基本 方法 . 至 于 对 每 一 个 基 
本 图 形 补 完整 的 具体 方法 ,在 上 一 节 内 容 中 已 作 了 详尽 的 论述 ,在 
这 里 就 不 再 重复 讨论 了 . 

根据 以 上 对 添 辅助 线 的 基本 方法 的 讨论 ,我 们 可 以 发 现 ,应 用 
基本 图 形 分 析 法 来 讨论 添 辅助 线 的 问题 时 ,我 们 的 着 眼 点 已 经 不 
再 聚焦 在 作为 图 形 的 局 部 的 线 上 ,而 是 在 一 个 完整 的 图 形 上 , 因 
此 ,我 们 就 认为 添 辅助 线 已 经 不 再 仅仅 是 一 个 添 线 的 问题 ,其 实质 
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应 是 一 个 补 图 的 问题 ,是 一 个 基本 图 形 完整 化 的 问题 . 也 就 是 说 添 
辅助 线 实质 上 是 基本 图 形 完整 化 的 必然 结果 . 在 教学 过 程 中 ,我 们 
也 就 能 够 发 现 ,只 要 找到 基本 图 形 , 就 不 怕 添 不 出 辅助 线 . 而 且 也 
必然 会 出 现 辅助 线 的 正确 添加 超前 于 正确 的 推理 .证 明 的 获得 的 
现象 . 

在 讨论 了 应 用 基本 图 形 分 析 法 添 辅助 线 的 基本 方法 以 后 , 当 
然 还 要 研究 和 讨论 这 样 一 个 问题 ,就 是 这 种 基本 方法 是 否 解决 了 
几何 问题 添 辅助 线 的 所 有 问题 ,对 此 我 们 的 回答 是 还 没有 . 这 是 因 
为 几何 问题 的 分 析 过 程 中 ,还 会 出 现 或 遇 到 一 些 并 不 是 与 具体 的 、 
特定 的 基本 图 形 直 接 相 联系 的 性 质 ,由 此 也 就 需要 应 用 一 些 具体 
的 ,作为 基本 方法 的 补充 的 并 且 是 具有 辅助 性 的 添 线 方法 . 这 些 添 
线 方法 主要 有 以 下 三 种 : 

一 ,应 用 几何 概念 的 定义 添 辅助 线 的 方法 . 

在 几何 问题 中 ,经 常会 出 现 一 些 与 某 一 个 或 某 几 个 具体 的 玫 
何 概念 有 直接 联系 的 性 质 , 或 者 是 直接 给 出 了 这 些 几 何 概念 ,而 这 
些 几 何 概念 又 常常 被 用 来 作为 我 们 的 分 析 或 证 明 的 出 发 点 ,而 在 
已 知 条 件 所 给 出 的 图 形 中 ,又 缺乏 构成 这 些 几 何 概念 所 必需 的 某 
些 线 , 这 时 就 可 以 直接 根据 几何 概念 的 定义 将 这 些 必 需 的 线 添 上 ， 
其 目的 就 是 要 使 有 关 的 几何 概念 及 其 性 质 能 得 到 应 用 . 这 种 添 线 
的 方法 就 是 应 用 几何 概念 的 定义 添 辅助 线 的 方法 . 

例如 ,在 几何 问题 中 出 现 了 要 证 明 一 条 线段 等 于 两 条 线段 的 
和 的 问题 , 那 就 可 以 根据 两 条 线段 的 和 的 定义 ,将 这 两 条 线段 接 起 
来 ,然后 证 明 所 得 的 线段 与 和 线段 相等 ,也 可 以 根据 两 条 线段 的 差 
的 定义 ,在 和 线段 上 截取 两 条 线段 中 的 一 条 ,然后 证 明 剩 下 来 的 线 
段 与 另 一 条 线段 相等 ;要 证 明 一 个 角 等 于 另 一 个 角 的 两 倍 ,就 可 以 
根据 两 个 角 的 倍 半 关 系 的 定义 ,将 这 个 倍 角 两 等 分 ,也 就 是 作 它 的 
角 平 分 线 , 然 后 证 明 它 的 一 半 和 另 一 个 角 相 等 ;要 证 明 两 条 线段 垂 
直 , 就 可 以 根据 线段 垂直 的 定义 ,将 它们 延长 到 相交 ,然后 证 明 它 
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们 的 交角 是 直角 ;如 果 出 现 了 三 角形 的 内 心 ,就 可 以 根据 三 角形 内 
心 的 定义 ,将 这 个 点 与 三 角形 的 两 个 顶点 连接 起 来 ,这 两 条 连 线 必 
定 是 三 角形 的 两 条 内 角 平 分 线 等 . 

二 ,将 多 边 形 问题 转化 为 三 角形 问题 的 添 线 方 法 . 

在 几何 问题 中 ,三 角形 是 边 数 最 少 ,最 简单 也 是 最 基本 的 多 边 
形 . 几何 问题 所 讨论 和 研究 的 对 象 ,所 研究 的 许多 性 质 也 都 是 围绕 
着 三 角形 来 讨论 和 展开 的 ,也 是 以 三 角形 的 性 质 为 基础 的 . 因此 ， 
对 于 几何 问题 中 的 许多 有 关 多 边 形 的 问题 ,在 分 析 时 的 基本 思路 
就 是 将 多 边 形 问 题 转化 成 三 角形 的 问题 来 研究 和 讨论 . 将 多 边 形 
问题 转化 为 三 角形 问题 讨论 的 方法 主要 是 ; 

1. 添 对 角 线 . 

将 多 边 形 问题 转化 为 三 角形 问题 的 最 常用 、 最 基本 的 方法 是 
添 对 角 线 . 四 边 形 (包括 特殊 的 四 边 形 , 如 梯形 、 平 行 四 边 形 等 ?的 
一 条 对 角 线 可 以 将 这 个 四 边 形 分 成 两 个 三 角形 ,从 而 可 在 两 个 三 
角形 中 分 别 应 用 三 角形 的 有 关 性 质 来 进行 
分 析 和 讨论 (如 图 1. 45). 对 于 边 数 更 多 A _D 
的 多 边 形 , 则 可 以 有 类 似 的 性 质 和 方法 . 

2. 将 梯形 问题 转化 成 三 角形 问题 的 方法 . 

-在 几何 问题 中 ,梯形 是 一 种 特殊 的 四 
边 形 ,因此 ,在 几何 问题 中 出 现 梯形 问题 8 
时 ,除了 可 以 用 一 般 四 边 形 问题 的 添 对 角 ”， 图 1 把 
线 的 方法 来 将 问题 转化 成 三 角形 问题 讨论 以 外 ,还 可 以 应 用 其 它 
一 些 特殊 的 方法 来 进行 转化 . 这 些 方法 分 别 是 : 

iD 平移 对 角 线 . (过 顶点 作对 角 线 的 平行 线 ) 

当 几 何 问题 中 出 现 有 关 梯 形 的 两 对 角 线 的 长 或 梯形 上 、 下 底 
的 和 的 性 质 时 ,就 可 以 平移 对 角 线 (如 图 1* 46). 

ii) 平 移 腰 . (过 顶点 作 腰 的 平行 线 ) 

当 几 何 问题 中 出 现 有 关 梯 形 的 两 腰 长 或 梯形 上 、 下 底 的 差 的 
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图 1.46 图 1。47 
.性质 时 ,就 可 以 平移 腰 ( 如 图 1。47). 

证 ) 添 高 . 

当 几 何 问题 中 出 现 了 有 关 梯 形 的 高 (上 、 下 底 之 间 的 距离 ) 或 
面积 的 性 质 , 或 者 需要 将 问题 转化 成 为 直角 三 角形 问题 来 进行 分 
析 、 证 明 或 计算 时 ,就 可 以 添加 梯形 的 一 条 或 两 条 高 (如 图 1。 
48). 


入 
A / 、 门 _ 
8 C B C 
图 1。48 图 1。49 
iy) 延 长 两 腰 到 相交 . 


当 几 何 问题 中 需要 将 梯形 的 上 .下 底 转 化 成 为 三 角形 内 一 条 
边 的 平行 线段 时 ,就 可 以 将 梯形 的 两 腰 延 长 到 相交 (如 图 1。49)， 

三 ,将 线段 或 角 进 行 平移 和 旋转 的 方法 . . 

当 几 何 问题 中 出 现 了 具有 某 种 数量 关系 (包括 相等 关系 ,和 差 
关系 , 倍 半 关 系 , 大 小 关系 ,成 比例 关系 等 ) 的 线段 或 角 位 于 不 容易 
建立 这 种 数量 关系 的 位 置 上 时 ,就 可 以 将 线段 或 角 改 变 位 置 . 在 几 
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何 问题 中 ,改变 线段 或 角 的 位 置 的 基本 方法 是 :平移 和 旋转 ( 除 这 
两 种 方法 外 ,还 有 轴 对 称 .中 心 对 称 等 ,由 于 这 些 方法 已 在 基本 图 
形 分 析 法 中 进行 了 讨论 和 阐述 ,所 以 这 里 就 不 再 讨论 ). 在 具体 应 
用 时 , 当 需 要 改变 位 置 的 线段 或 角 是 与 圆 或 等 腰 三 角形 有 联系 时 ， 
首先 考虑 旋转 . 当 需 要 改变 位 置 的 线段 或 角 与 圆 、 等 腰 三 角形 没有 
直接 联系 时 ,首先 考虑 平移 . 

以 上 所 介绍 的 三 类 添 辅助 线 的 方法 ,我 们 都 看 作 是 辅助 性 的 
添 线 方法 ,这 主要 是 由 于 以 下 的 原因 : (1) 这 些 添 辅助 线 的 方法 都 
不 是 普遍 适用 的 方法 ,它们 都 只 适用 于 某 一 类 特定 的 问题 ,应 用 的 
面 比较 小 ,而 前 面 所 介绍 的 基本 方法 则 是 基本 上 属于 普遍 适用 的 
方法 . (2) 对 一 个 具体 问题 来 说 ,应 用 这 些 方法 中 的 任何 一 种 方法 
添 出 辅助 线 以 后 ,常常 还 仅仅 是 完成 了 整个 问题 分 析 中 的 某 一 个 
特定 的 步骤 ,以 后 (在 有 些 问题 中 也 可 以 包含 以 前 ) 的 分 析 , 直 至 整 
个 问题 的 解决 和 分 析 的 完成 ,还 是 要 应 用 基本 方法 来 完成 的 . 

在 完成 了 以 上 的 讨论 以 后 ,我 们 就 可 以 提出 以 下 几 个 关于 几 
何 问题 中 添加 辅助 线 的 基本 观点 : 

一 几何 问题 中 的 添 辅助 线 是 有 规律 性 的 ,是 有 规律 可 循 的 . 

对 添 辅助 线 的 规律 性 的 揭示 和 认识 ,是 应 用 基本 图 形 分 析 法 
的 几何 教学 与 传统 的 几何 教学 的 根本 的 分 水 岭 . 在 几何 教学 中 ,学 
生 常 常会 向 教师 提出 这 样 的 问题 ;“ 添 辅助 线 有 规律 吗 ?”“ 添 辅助 
线 的 规律 是 什么 ?”“ 老 师 , 这 条 辅助 线 你 是 怎么 样 想 出 来 的 ?”“ 老 
师 , 为 什么 你 会 想到 这 样 添 辅助 线 ,而 我 就 想不到 ?等 等 要 对 这 
些 问 题 作出 正确 的 回答 ,其 前 提 就 是 要 能 揭示 添 辅助 线 的 规律 性 , 

由 于 应 用 基本 图 形 分 析 法 来 添 辅助 线 , 可 以 从 根本 上 解决 汪 
辅助 线 的 规律 性 问题 ,所 以 在 这 样 一 个 前 提 下 ,我们 就 可 以 明确 地 
阐明 这 一 基本 观点 :平面 几何 中 的 添 辅助 线 问题 是 有 规律 性 的 ,是 
有 规律 可 循 的 . 
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二 ,几何 问题 中 的 每 一 条 辅助 线 都 是 分 析 的 结果 ,因此 ,对 每 
一 条 辅助 线 都 能 够 讲 清楚 它 是 怎样 想 出 来 的 . 
”几何 问题 中 的 所 有 的 辅助 线 是 从 哪里 来 的 ? 它们 都 应 该 是 由 
人 的 大 脑 想 出 来 的 ,应 该 是 人 们 经 过 分 析 和 思维 得 到 的 ,而 绝 不 是 
从 天 上 掉 下 来 的 或 者 是 突然 从 地 上 冒 出 来 的 . 因此 ,几何 问题 中 的 
每 一 条 辅助 线 都 应 该 是 分 析 的 结果 ,从 而 对 每 一 条 辅助 线 , 我 们 也 
就 能 够 明白 它 是 怎样 想 出 来 的 . 在 教学 中 ,教师 应 将 每 一 条 辅助 线 
想 出 来 的 过 程 ,剖析 出 来 并 展示 在 学 生 们 的 面前 . 在 一 个 几何 问题 
的 分 析 过 程 中 ,在 任何 一 个 步骤 中 ,教师 都 能 接受 学 生 的 提问 :… 老 
师 , 你 这 条 辅助 线 是 怎样 想 出 来 的 ?并 能 给 予 正面 .直接 和 正确 的 
回答 . | 

三 .几何 问题 中 的 每 一 条 辅助 线 都 是 分 析 的 结果 ,因此 ,它们 
应 该 随 着 分 析 过 程 的 进行 ,逐步 添加 出 来 . 

几何 问题 中 出 现 的 辅助 线 是 从 哪里 来 的 ? 尤其 是 当 一 个 问题 
中 出 现 了 多 条 辅助 线 时 ,这 些 辅 助 线 是 一 下 子 , 一 起 添 出 来 的 吗 ? 
结论 应 该 是 否定 的 , 几 条 辅助 线 在 几乎 所 有 的 问题 中 都 是 不 可 能 
同时 一 起 添 出 来 的 ,这 里 有 一 个 先后 的 过 程 , 故 只 能 是 一 条 一 条 、 
有 先 有 后 地 想 出 来 或 添 出 来 ,从 而 也 就 只 能 随 着 分 析 过 程 的 进行 
和 发 展 ,逐步 添加 逐步 完成 . 也 就 是 分 析 到 什么 地 方 就 添加 到 什么 
地 方 ,这 样 就 能 够 完整 地 向 学 生 显示 出 每 一 条 辅助 线 是 怎样 想 出 
来 的 ,整个 问题 的 解决 又 是 怎样 -- 步 一 步 想 出 来 的 . 在 这 样 一 个 前 
提 下 ,我 们 还 可 以 进一步 发 现 : 几 何 问题 中 的 辅助 线 是 既 不 能 少 
添 ,这 样 问题 就 会 解决 不 了 ;也 不 能 多 添 ,因为 这 时 多 添加 出 来 的 
部 分 就 会 是 说 不 清楚 道理 的 . 

四 几何 问题 添 辅助 线 的 规律 性 ,只 要 经 过 认真 的 学 习 , 是 可 
以 学 会 .可 以 掌握 ,从 而 也 就 是 可 以 学 好 的 . 

由 于 平面 几何 中 的 添 辅助 线 问 题 是 有 规律 性 的 ,而 且 这 种 规 
律 性 已 经 可 以 用 明确 的 语言 来 向 学 生 进行 介绍 和 教学 ,所 以 学 生 
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就 会 感到 能 够 学 ,学 得 会 ,这 就 从 根本 上 消除 了 学 生长 期 以 来 存在 
着 的 对 平面 几何 学 习 ,实质 上 就 是 对 添 辅助 线 问 题 学 习 的 县 恨 心 
理 ,学 生 能 够 学 好 平面 几何 ,能 够 掌握 学 好 平面 几何 的 方法 当然 也 
就 是 必然 的 结果 . 

在 进行 了 上 述 讨 论 以 后 ,教师 在 学 生 问 有 关 辅 助 线 的 问题 时 ， 
再 作 如 下 的 回答 就 是 不 可 取 的 : 
”几何 问题 的 辅助 线 无 规律 可 言 ,主要 靠 多 做 题目 ,积累 经 验 ， 
到 时 候 自 然 会 添 . 

几何 问题 中 的 辅助 线 有 常 法 而 无 定 法 . 

拿 到 一 个 几何 问题 要 添 辅助 线 时 ,可 以 先 添 一 条 试 一 斌 ,不 行 
就 再 添 一 条 试 试 ,多 试 几 次 总 会 成 功 的 . 

在 教学 中 ,教师 使 用 还 是 不 使 用 上 述 教学 内 容 和 教学 语言 , 实 
际 上 也 就 构成 了 基本 图 形 分 析 法 和 传统 的 几何 思考 方法 的 分 水 
岭 . 

.平面 几何 的 学 习 问 题 , 包 括 几 何 中 的 添 辅助 线 问题 ,如 同 世 界 

上 的 任何 一 门 科学 一 样 ,都 是 有 规律 的 ,而 且 这 种 规律 性 也 一 定 是 
可 以 认识 ,可 以 掌握 的 . 当 我 们 的 教师 和 学 生 都 能 掌握 这 些 规律 ， 
学 会 和 掌握 正确 的 分 析 方法 ,从 而 具备 和 形成 一 定 的 分 析 能 力 , 那 
么 我 们 所 遇 到 的 许多 新 的 几何 问题 都 是 可 以 迎刃而解 的 ,平面 几 
何 教学 质量 大 面积 提高 的 目标 也 是 一 定 可 以 实现 的 . 
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第 二 章 平行 线 


【分 析 方 法 导 引 】 

当 几 何 问 题 中 出 现 了 两 直线 平行 的 条 件 或 者 要 
证 明 两 直线 平行 时 ,就 意味 着 司 动 思维 的 源 或 出 发 
点 已 经 出 现 , 这 时 就 可 以 想到 要 应 用 平行 线 的 基本 
图 形 的 性 质 进行 证 明 . 接 下 来 就 可 以 找 出 两 条 平行 
线 被 第 三 条 直线 所 截 的 基本 图 形 ,而 在 基本 图 形 确 
定 以 后 ,如 果 没 有 第 三 条 直线 ,就 将 第 三 条 直线 添 
上 ;如 果 平 行 线 消 不 完整 , 则 可 将 与 第 三 条 直线 相交 
的 一 组 平行 线 添 完 整 . 在 基本 图 形 添 完整 后 ,分 析 也 
就 完成 . 

例 1 (如 图 2 .1), 已 知 :四 边 形 ABCD 中 ,4BADC,BCV 
AD, 


求证 :人 B= 人 DD. 

分 析 : 本 题 条 件 中 出 现 的 是 两 组 平行 
线 ,所 以 就 是 平行 线性 质 的 应 用 问题 ,也 就 六 7 
是 要 应 用 平行 线 的 基本 图 形 进行 分 析 . 那么 /7 
进一步 就 是 要 解决 两 条 平行 线 被 第 三 条 直 
线 所 截 ,车 我 们 首先 讨论 4B 和 DC 这 一 组 “ 5 


平行 线 ,那么 从 图 形 中 就 可 以 发 现 或 看 出 图 2.1 
BC (或 4D) 就 可 取 作 是 与 4B 和 DC 都 相交 的 第 三 条 直线 , 那 就 
可 得 一 B 十 ~C=180", 根 据 同样 的 道理 ,根据 BC、4D 这 一 组 平行 
线 又 被 第 三 条 直线 CD 所 截 ,又 可 得 人 C 十 一 D=180", 所 以 一 B 一 
LD 就 可 以 证 明 ( 如 图 2。2)， 
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在 上 述 分 析 过 程 中 ,我 们 可 以 发 现 这 里 


的 两 条 平行 线 被 第 三 条 直线 所 截 的 基本 图 # 7 
形 是 一 个 不 完整 的 局 部 图 形 , 所 以 当 我 们 应 4/ / 
用 平行 线 的 其 它 性 质 时 ,就 需要 将 这 个 局 部 
图 形 补 完整 ,或 者 是 根据 分 析 的 需要 ,在 局 “ ¢ 


部 上 加 以 补充 . 车 我 们 现在 考虑 应 用 “两 直 图 2*2 

线 平行 ,同位 角 相 等 ”的 性 质 , 那 末 由 于 图 形 中 人 人 B 的 同位 角 尚 未 
出 现 , 因 此 ,首先 要 将 人 B 的 同位 角 添加 出 来 ,于 是 就 想到 要 延长 
BC( 或 B4), 若 我 们 延长 BC 到 EE, 则 可 得 人 B= 人 DCE( 如 图 2， 
3). 再 由 BC、AD 这 一 组 平行 线 被 DC 所 截 , 可 得 人 D 和 人 DCE 是 
一 组 内 错 角 ,当然 也 相等 ,所 以 人 B= 人 D 得 证 . 


A | D A D 
7 
全 
B C E B C 


图 2，3 图 2。4 
由 于 .4B 和 DC 这 两 条 平行 线段 现在 是 四 边 形 4BCD 的 一 
组 对 边 , 而 四 边 形 的 对 边 也 可 看 作 是 被 对 角 线 所 截 ,所 以 我 们 也 可 
以 将 对 角 线 取 作 同 和 这 两 条 平行 线 相 交 的 第 三 条 直线 ,由 于 图 形 
中 的 第 三 条 直线 尚未 出 现 ,所 以 应 先 将 第 三 条 直线 添上 ;于 是 连结 
BD, 可 得 4BD= LCDB ,根据 同样 的 道理 还 可 得 人 CBD = 


ADB, 再 应 用 “等 量 加 等 量 和 相等 ”的 性 质 也 就 可 以 证 明 结论 


(如 图 2。4)， 
若 我 们 将 另 一 条 对 角 线 4C 取 作 同 与 平行 线 4B、DC 相交 的 
第 三 条 直线 , 则 连结 4C 后 也 可 得 二 B4C= 一 DC4 ,根据 同样 的 
道理 还 可 得 了 BC4= 一 D4C ,而 这 四 个 角 和 结论 里 出 现 的 两 个 角 
构成 的 是 两 个 三 角形 ( 即 人 A4BC 和 和信 CDA) 的 六 个 内 角 , 所 以 想到 
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可 应 用 三 角形 内 角 和 定理 来 完成 分 析 , 即 两 个 三 角形 的 两 个 角 对 
应 相等 则 第 三 个 角 必 等 ,所 以 结论 也 可 以 证 明 ( 如 图 2。5)， 


图 2 .5 图 2.6 

例 2 已 知 : 图 2.，6 中 ,4B//CD. . 

求证 :一 B 十 一 有 十 一 D 一 360". 

分 析 : 本 题 条 件 中 出 现 了 一 组 平行 线 (4B/CD), 所 以 就 可 以 
应 用 平行 线 的 基本 图 形 进 行 证 明 . 但 在 已 知 图 形 中 ,直接 与 平行 线 
AB、CD 相交 的 第 三 条 直线 是 没有 的 ,所 以 要 将 第 三 条 直线 添上 . 
添加 第 三 条 直线 的 方法 是 在 这 两 条 平行 线 上 各 取 一 点 作为 交点 ， 
那么 只 要 将 这 两 个 点 连接 起 来 ,就 可 以 


成 为 第 三 条 直线 . B A 
若 我 们 在 4B 上 取 点 B, 在 CD 上 取 1 

点 也, 那么 BD 就 是 截 平行 线 4B.CD 的 EC 1 

第 三 条 直线 ,于 是 连接 BD( 如 图 2。7)， A 2 

根据 平行 线 的 性 质 可 得 : <ABD 十 图 2.7 


了 CDB=180°, 而 在 人 EBD 中 又 可 以 应 
用 三 角形 内 角 和 定理 得 DBE 十 LE 二 人 BDE==180°, 然 后 将 这 
五 个 角 相 加 就 可 以 证 明 结 论 . 

若 我 们 仍 在 4B 上 取 点 B, 而 在 CD 上 取 交 点 时 不 取 在 DD 点 ， 
而 是 另外 取 一 点 ,那么 我 们 所 要 添加 的 第 三 条 直线 就 出 现 了 多 种 
可 能 情况 : 

如 将 交点 取 在 CD 上 ,也 就 是 在 CD 上 任 取 一 点 下 ,那么 BF 
就 是 截 4B、CD 的 第 三 条 直线 ,于 是 连结 BF ,可 得 人 4BF 一 

. 。39。 





ADFB, 而 LFBE + LE+ LD+ 
了 DFB 二 360°*. 所 以 结论 也 就 可 以 证 明 
(如 图 2。8). 

如 果 在 上 述 分 析 中 我 们 仅 将 BF 截 
AB.CD 看 作 是 平行 线 这 个 基本 图 形 的 
局 部 ,那么 也 可 以 将 这 个 局 部 图 形 逐 步 
完整 化 . 于 是 延长 BF , 且 设 与 ED 的 延 
长 线 相 交 于 G (如 图 2. 9), 那 么 
LABF+/CFB= /LABF+ /LADFG= 
180°, 而 在 ABEG 中 ,三 个 内 角 和 为 
180°, 在 DD 点 处 有 EDF 十 人 GDF = 
180°, 将 这 三 组 180" 加 起 来 ,然后 再 减 
去 人 GDF 的 内 角 和 ,显然 也 可 以 证 明 

假如 我 们 作出 的 BF 延长 后 与 ED 
的 延长 线 不 相交 , 那 也 就 是 过 B 作 BF 
NED 交 CD 于 已 从 而 就 可 得 人 4BF 十 
BFC==180°. 而 BF 和 ED 这 一 组 平行 
线 又 可 以 看 作 分 别 是 被 CD 和 BE 所 
截 ,那么 BFC 一 人 DD、 人 EBF+ 人 E= 
180°, 从 而 也 就 可 以 证 明 结论 (如 图 2。 
10). 
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N 
D F C 
图 2。8 
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图 2。10 


如 将 交点 取 在 CD 的 延长 线 上 ,这 时 从 图 形 上 分 析 可 以 发 现 


又 会 出 现 三 种 情况 : 


在 CD 的 延长 线 上 取 点 下 后 ,BF 这 条 连 线 与 ED 相交 于 C， 
则 由 三 4BF 十 人 F=180", 人 BEG 的 三 个 内 角 的 和 等 于 180" 各 
ZEDC= /ZF+/DGF= /LF+ALBGE 就 可 以 证 明 结 论 ( 如 图 2 
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在 CD 的 延长 线 上 取 点 后 ,BF 这 
条 连 线 与 BE 重合 ,或 者 也 就 是 延长 BE 局 ME 
交 CD 的 延长 线 于 下 (如 图 2.12), 那 么 1 
LB+ LF=180, 而 LCDE= FT 二 AG 
LDEF, LDEF + ADEB 二 180, 从 而 ”全 一 一 一 一 
也 可 以 证 明 结 论 . 

在 CD 的 延长 线 上 取 点 后 ,BF 这 
条 连 线 与 DE 的 延长 线 相交 于 G( 如 图 2。13) ,那么 由 平行 线 的 性 
质 可 得 : ABE 十 人 EBF 十 人 F 二 180", 又 因为 人 BED= 人 EBF 


图 2.11 


B A B 有 A 
PF - 
7 py 

Ee GAZ 

V 2 

La ZL 

F D C F D Cc 
图 2。12 图 2.13 


二 LF+ 人 AEDF. 所 以 人 ABE++ LABED— LE DF=180°, 而 
了 CDE==180°" 一 人 EDF 代入 上 式 后 也 就 可 以 证 明 结 论 . | 

车 我 们 将 第 三 条 直线 与 4B 的 交点 也 不 取 在 B 点 ,而 是 取 在 
AB 或 4B 的 延长 线 上 ,那么 将 这 两 种 可 能 性 与 上 述 已 经 讨论 过 
的 各 种 情况 组 合 起 来 ,就 又 会 出 现 好 多 种 可 能 性 ,对 此 我 们 就 不 一 
一 讨论 ,而 是 留 给 读者 自行 分 析 . 

在 上 述 讨论 中 ,对 于 BF 和 BE 重合 的 情况 ,实质 上 就 是 将 
BE 取 作 第 三 条 直线 ,这 时 的 图 形 也 可 以 


A 
看 作 是 出 现 了 第 三 条 直线 而 尚未 出 现 同 S 
与 它 相交 的 一 组 平行 线 ,于 是 将 与 BE EE@---~--- F 
相交 的 4B 的 平行 线 添上 ,也 就 是 过 E 
作 B4 的 平行 线 EF (如 图 2，14), 从 而 D 5 


由 一 B 十 BEF=180" 和 4BVCD 推 得 图 2。 14 
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FE//CD、 人 D+ 人 DEF= 二 180°, 也 可 以 完成 证 明 . 
例 3 已 知 : 图 2。15 中 ,直线 MN 与 @O 相 切 于 4, BC 是 


弦 ,4B 一 4C. 
求证 :MN/ BC. 
M A N M A N 
B C B ~ 人 一 C 


图 2。15 图 2。16 

分 析 ; 本题 要 证 明 的 结 必 是 MN // BC, 这 是 两 条 平行 线 的 判 
定 问题 ,从 而 就 可 应 用 平行 线 的 基本 图 形 进 行 证 明 . 也 就 是 需要 这 
两 条 平行 线 被 第 三 条 直线 所 截 ,由 于 图 形 中 这 第 三 条 直线 尚未 出 
现 , 所 以 应 将 第 三 条 直线 添上 ,于 是 在 MN 上 取 一 点 4( 即 切 点 
4) ,在 BC 上 取 一 点 C( 或 B), 那 么 将 4C 连 起 来 就 是 同 与 MN、 
BC 相交 的 第 三 条 直线 (如 图 2. 16), 从 而 只 要 证 明和 NAC 一 
ZC, 由 于 条 件 中 给 出 MN 与 @O 相 切 于 4,4C 是 过 切 点 4 的 
纺 , 所 以 二 N4C 是 一 个 弦 切 角 , 应 用 弦 切 角 的 性 质 可 得 亿 N4C 


的 度数 一 二 AC 的 度数 . 又 因为 在 @O 

中 ,LC 是 一 个 圆周 角 , 从 而 又 可 得 人 C ， 

的 度数 一 二 4 的 度数 ,而 已 知 4 一 

4C, 所 以 这 两 个 角 相等 就 可 以 证 明 ,分 汪清 

析 就 可 以 完成 5 
例 4 已 知 :图 2. .17 中 ,OO.OO- 


外 切 于 P,4B.CD 分 别 是 OO、.@O 的 
@ 42 和 


图 2。17 





直径 , 且 4B/CD. 求 证 :4、P.D 和 BP.C 共 线 . 

分 析 : 本 题 的 条 件 中 出 现 4B//CD, 是 一 个 平行 线性 质 的 应 
用 问题 ,从 而 就 可 应 用 平行 线 的 基本 图 形 进 行 证 明 . 由 于 图 形 中 仅 
出 现 了 两 条 平行 线 , 所 以 应 将 同 与 这 两 条 平行 线 相 交 的 第 三 条 直 
线 添上 . 由 于 在 4B 和 CD 上 现在 各 出 现 了 三 个 点 ,因此 在 4B、 
CD 上 各 选取 一 点 ,再 将 它们 连接 起 来 就 可 以 作为 第 三 条 直线 . 但 
是 A.D 或 B.C 这 两 组 连 线 涉及 过 两 圆 的 切 点 P 这 一 在 结论 中 出 
现 的 又 是 尚未 证 明 的 性 质 ,不 能 用 ,所 以 
就 考虑 连结 O00’ 作为 第 三 条 直线 这 种 可 
能 . 于 是 首先 连结 00' ,由 于 OO、@O' 
外 切 于 已 ,所 以 00' 必定 过 点 已 (如 图 2 

。18) ,再 由 AB/CD, 即 可 得 人 4A00' = 

LDO’'O 

又 因为 要 证 明 的 结论 是 4、 P、 六 其 
线 ,所 以 根据 三 点 共 线 的 定义 ,将 这 三 个 图 2.18 
点 分 两 次 连结 ,也 就 是 连结 4P、DP( 如 
图 2. 18) 后 ,应 证 明 4PO= 人 DPO' .但 这 两 个 角 分 别 是 等 腰 
AOP4 和 等 腰 AO' PD 的 底 角 ,而 它们 的 顶 角 已 经 证 明 是 相等 
的 ,所 以 人 APO 和 人 DPO' 当然 相等 ,结论 就 可 以 证 明 . 根据 同样 
的 道理 就 可 以 证 明 B、PC 共 线 . 

例 5 已 知 :图 2.19 中 ,4BACD,EF 
分 别 交 4B、CD 于 G、. 晶 ,GM、HN 分 别 是 
人 EGB 和 人 EHD 的 角 平 分 线 . 

求证 :GM/HN. 

分 析 : 本 题 要 证 的 结论 GM//HN 是 两 
条 平行 线 的 判定 问题 ,从 而 就 可 应 用 平行 线 
的 基本 图 形 进行 证 明 . 由 于 图 形 中 出 现 了 要 图 2 "19 
证 明 的 两 条 平行 线 是 GM 和 HN, 所 以 就 应 取 同 与 这 两 条 直线 相 
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交 的 直线 为 第 三 条 直线 ,从 图 形 中 我 们 可 以 
发 现 直 接 符合 这 样 的 要 求 的 第 三 条 直线 只 
有 直线 EF. 当 我 们 取 了 EF 作为 同 与 GM、 
HAN 相交 的 第 三 条 直线 (如 图 2， 20) 以 后 ，. 
问题 就 转化 为 要 证 EGM 二 人 EHN. 由 条 
件 已 知 GM、HAN 分 别 是 EGB、 人 EHD 的 


角 平 分 线 , 所 以 LEGM = 二 人 EGB， 


LEHN= 廊 ZEHD. 从 而 问题 又 进一步 转 
化 为 要 证 人 EGB 二 人 EHD, 而 这 两 个 角 是 
AB.CD 被 EF 所 截 后 得 到 的 一 组 同位 角 , 由 
条 件 4B//CD, 所 以 这 两 个 角 相 等 就 可 以 证 
明 ( 如 图 2。 21). . 

由 于 图 形 中 同 与 GM、HN 相交 的 第 三 
条 直线 并 非 仅 有 EF, 因 此 也 可 以 考虑 选取 
其 它 的 直线 为 第 三 条 直线 . ， 

若 取 CD 为 第 三 条 直线 , 则 因为 CD 目 
前 还 仅 与 HN 相交 而 与 GM 尚未 相交 ,所 
以 应 将 它们 先 延 长 到 相交 ,于 是 延长 MG 交 
CD 于 天 ( 如 图 2。22), 问 题 就 成 为 应 证 
LZDHN 二 人 DKM. 又 因为 已 知 的 AB、CD 
这 一 组 平行 线 也 可 以 看 作 是 被 KM 所 截 , 
应 用 平行 线 的 性 质 又 可 得 LDKM 一 
BGM ,这样 问题 就 转化 成 为 应 证 人 DHN 
二 了 BGM, 由 于 这 两 个 角 分 别 是 人 EHD 和 图 2 22 
/EGB 的 一 半 , 而 人 EHD 和 人 EGB 是 平行 线 AB、CD 被 EF 所 
截 得 到 的 一 组 同位 角 , 当 然 相等 ,所 以 结论 就 可 以 证 明 . 
若 取 4B 为 第 三 条 直线 , 则 因为 4B 仅 与 GM 相交 ,而 与 HN 
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尚未 相交 ,所 以 应 将 它们 先 延长 到 相交 ,也 就 是 延长 HN 交 4B 
子玉 (如 图 2。23), 以 下 的 分 析 请 读者 自行 完成 . 





图 2。23 图 2。24 
例 6 如 图 1. 24, 已 知 :四 边 形 ABCD 内 接 于 @O,4C、BDD 
相交 于 正 , 过 巨 作 人 A4B 巨 的 外 接 圆 DO' 的 切线 MN. 求证 :MN/ 
DC. 


分 析 : 本 题 要 证 明 的 结论 是 MN // DC, 是 两 条 平行 线 的 判定 
问题 ,从 而 就 可 以 应 用 平行 线 的 基本 图 形 进行 证 明 ,于 是 就 应 选取 
同 与 MN .DC 相交 的 第 三 条 直线 . 从 图 形 中 ,我 们 可 以 发 现 第 三 
条 直线 可 以 取 4C ,也 可 以 取 BD. . 

车 取 4C 为 截 MN 、DC 的 第 三 条 直线 ， 
则 ME4 和 了 DCA 就 可 以 是 一 组 同位 角 ， 
这 样 , 要 证 明 MN/ DC, 就 可 以 转化 为 要 证 
明了 MEA== 人 DCA( 如 图 2，25). 

由 条 件 MN 与 @O' 相 切 于 E, 而 EA 
是 过 切 点 五 的 弦 , 所 以 可 应 用 弦 切 角 的 基 
本 图 形 的 性 质 进行 证 明 ,于 是 可 得 人 人 MEA 
是 ©O' 的 一 个 弦 切 角 , LMEA= 人 ABE， 
那么 问题 就 转化 为 要 证 ABE== 人 DCA. 从 图 形 中 我 们 可 以 进 一 
步 发 现 这 两 个 角 都 是 ©O 的 圆周 角 ,它们 所 对 的 都 是 同一 条 AD， 
所 以 由 A4、B.C.D 四 点 共 圆 和 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 就 可 以 完 
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图 2。25 





成 证 明 ( 如 图 2。26). 
若 取 BD 为 截 MN 、DC 的 第 三 条 直线 ,读者 可 自己 讨论 . 





图 2.26 图 2。27， 

例 7 如 图 2. 27, 已 知 :O0.@OO' 相交 于 4.B,P 是 @O' 上 
的 一 点 ,PA、PB 的 延长 线 分 别 交 @O 于 C.D. 过 P 作 @0O' 的 切 
线 MN. 求 证 :MN /CD. 

分 析 : 本 题 要 证 明 MN /CD, 是 两 条 平行 线 的 判定 问题 ,所 以 
可 应 用 平行 线 的 基本 图 形 进行 证 明 , 于 是 就 应 选取 同和 MN、CD 
相交 的 第 三 条 直线 . 从 图 形 中 我 们 可 以 看 出 第 三 条 直线 可 以 取 


PD, 也 可 以 取 PC( 分 析 略 ). 





图 2. 28 图 2 .29 
车 取 PD 为 第 三 条 直线 (如 图 2。28)，, 则 问题 就 可 以 转化 为 
要 证 人 NPD= 人 D. 又 因为 条 件 中 出 现 了 MN 是 ©O' 的 切线 ,而 
PB 是 过 切 点 已 的 弦 , 所 以 可 应 用 弦 切 角 这 个 基本 图 形 的 性 质 进 


ed46。 





行 证 明 . 由 于 图 形 中 已 出 现 切线 和 过 切 点 的 弦 ,尚未 出 现 这 个 弦 切 
急 所 夹 的 弧 所 对 的 圆周 角 , 所 以 应 将 这 个 圆周 角 添上 ,于 是 连结 
AB, 就 可 得 人 NPB 人 PAB, 问 题 就 转化 成 要 证 明 PAB 一 人 人 D 
(如 图 2。29), 而 在 OO 中 已 经 出 现 了 4.B.D、.C 四 点 共 圆 , 且 P、 
4、C 成 一 直线 ,所 以 应 用 圆周 角 的 基本 
图 形 的 性 质 就 可 以 证 明 一 P4B= 一 这 
个 性 质 ,从 而 完成 分 析 . 

例 8 如 图 2 .30, 已 知 :OO、.OO- 
相交 于 4、B8, 过 B 的 直线 分 别 交 OO、 
OoO' 于 C.D,GOO' 的 纺 4AE 交 @O 于 
下 .求证 :CFA ED. 

分 析 : 本 题 要 证 明 的 结论 CF /ED 2 30 
是 两 条 平行 线 的 判定 问题 ,所 以 可 应 用 
平行 线 的 基本 图 形 进行 证 明 . 于 是 就 应 选取 同 与 CE、ED 相交 的 
直线 为 第 三 条 直线 . 从 图 形 中 我 们 可 看 出 第 三 条 直线 的 选取 可 以 
有 两 种 可 能 性 , 即 取 CD 或 AE. 








图 2。，31 图 2，32 
若 取 CD 为 截 CF、ED 的 第 三 条 直线 , 则 问题 就 可 转化 为 要 
证 “C= D( 如 图 2. 31). 由 于 LC 是 ©0 的 一 个 圆周 角 , 而 且 
@O 上 出 现 了 四 个 点 4.C、B、F， 所 以 就 可 应 用 圆周 角 的 基本 图 形 
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的 性 质 进行 证 明 .由 于 人 C 这 个 圆周 角 所 对 的 弧 ( 即 BF) 所 对 的 另 
一 个 圆周 角 尚 未 在 图 形 中 出 现 ,所 以 应 先 将 这 个 圆周 角 添上 ,于 是 
连结 4B( 公 共 纺 )( 如 图 2。 32) ,可 得 人 C 一 人 4; 那么 问题 就 转化 
为 要 证 人 4 二 人 D, 由 于 这 两 个 角 是 @O’ 中 则 弧 所 对 的 圆周 角 ,所 
以 根据 条 件 4、B8、E.D 四 点 共 圆 和 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 就 可 
以 证 明 结论 . 





图 2。 33 图 2。34 
若 取 AE 为 截 CF、ED 的 第 三 条 直线 , 则 问题 就 可 转化 为 要 
证 LCFE== 人 E( 如 图 2，33). 而 LE 是 ©@O' 中 的 一 个 贺 周 角 , 且 
@OO' 上 出 现 了 四 个 点 4、B、E、D, 所 以 可 应 用 圆周 角 的 基本 图 形 
的 性 质 进行 证 明 . 由 于 二 尼 这 个 圆周 角 所 对 的 弧 ( 即 4 方 ) 所 对 的 另 
一 个 圆周 角 尚 未 在 图 形 中 出 现 ,所 以 应 先 将 这 个 圆周 角 添上 ,于 是 
连结 4B( 如 图 2。 34), 可 得 人 E= 人 ABD, 那 么 问题 就 转化 为 应 
证 CFE 人 ABD. 由 图 形 中 可 以 看 出 C、.B、D 和 4A、F、E 都 成 一 
直线 ,所 以 现在 要 证 明 相 等 的 这 两 个 角 分 别 是 二 4FC 和 ABC 
的 补 角 , 所 以 问题 又 可 以 转化 为 要 证 这 两 个 角 ( 即 二 4FC 和 
4BC) 相 等 . 由 于 这 两 个 角 是 @O 中 同 统 所 对 的 圆周 角 , 所 以 再 
一 次 应 用 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 就 可 以 证 明 结论 . 
例 9 如 图 2. 35, 已 知 :O0.OO' 相交 于 4.B,M、V 是 @O 
上 的 两 点 ,MA、MB 的 延长 线 分 别 交 @O' 于 C.D,NA、NB 的 延 
长 线 分 别 交 @O' 于 五 下 .求证 :EDVCF. 
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分 析 : 本 题 要 证 明 的 结论 ED 
/CF 是 两 条 平行 线 的 判定 问题 ， 
于 是 可 应 用 平行 线 的 基本 图 形 进 行 
证 明 . 从 图 形 中 我 们 可 以 看 出 与 
ED 和 CF 都 相交 的 直线 可 以 取 
MC( 或 NF),MD( 或 NE)( 如 图 2 
* 36). 

若 取 MC 为 截 ED、CF 的 第 三 图 2 "35 
条 直线 , 则 可 设 MC、ED 相交 于 G, 问 题 就 成 为 要 证 明和 MGD= 
ZC. 由 于 人 MGD 是 ©O' 的 一 个 圆 内 角 , 所 以 根据 圆 内 角 的 性 质 


有 二 MGD 的 度数 一 寺 (4BD 十 EC) 的 庆 数 ,而 <C 是 @O' 的 一 个 








图 2。36 图 2。37 
贺 周 角 , 所 以 也 要 应 用 圆周 角 的 度数 定理 ,得 LC 的 度数 二 去 


/AD 的 度数 二 二 CABD-+D8) 的 度数 ,那么 问题 就 转化 为 要 证 EC 


二 PF. 由 于 在 几何 问题 中 , 弧 之 间 的 等 量 关系 可 以 转化 为 与 加 有 

关 的 角 之 间 的 等 量 关系 来 讨论 ,而 在 图 形 中 又 分 别 出 现 了 这 两 条 

弧 所 对 的 两 个 圆周 角 , 即 EAC 和 FBD, 所 以 问题 就 成 为 要 证 

ZEAC 二 LFBD. 由 于 这 两 个 角 分 别 是 MAN 和 人 MBN 的 对 

顶 角 , 所 以 问题 又 可 进一步 转化 为 要 证 CMAN 一 MBN. 而 这 两 
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个 角 是 ©O 中 同一 条 统 CMN) 所 对 的 圆周 角 , 所 以 再 应 用 圆周 角 
的 基本 图 形 性 质 就 能 证 明 结 论 . (如 图 2 . 37) 

若 取 MD 为 截 ED、CF 的 第 三 
条 直线 , 则 因 MD 目前 尚未 与 这 两 
条 要 证 明 平行 的 两 条 线段 中 的 一 条 
CF 相交 ,所 以 应 根据 平行 线 的 基本 
图 形 将 它们 先 延 长 到 相交 ,也 就 是 
延长 MD 交 CF 的 延长 线 于 G( 如 图 
2。38), 问 题 就 成 为 要 证 人 G = 
LBDE. 由 于 人 G 是 ©O' 的 一 个 圆 
外 角 , 根 据 圆 外 角 的 性 质 有 人 G 的 图 2. 38 


度数 一 目 (BEC 一 DF) 的 度数 ,而 人 BDE 是 @O' 的 一 个 圆周 角 ， 





又 可 得 BDE 的 度数 一 二 B84E 的 度数 ,而 BEC 一 AE 十 EC. 所 


以 问题 也 就 转化 为 要 证 DF 二 EC( 以 下 分 析 略 ). 
在 取 同 与 ED.CF 相交 的 第 三 条 直线 时 ,也 可 以 用 在 两 线段 
上 各 取 一 点 再 连接 的 方法 , 那 就 可 以 连接 CD( 或 EF) (如 图 2。 





图 2。39 图 2。40 
39) ,问题 也 就 转化 为 要 证 明 EDC= 二 PCD EC 一 DF, 以 下 分 析 
略 . 
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由 于 这 个 问题 的 条 件 中 出 现 了 @O 和 @O' 相交 于 4、B, 是 两 
个 圆 的 组 合 问题 ,所 以 也 可 以 转化 或 分 解 到 一 个 圆 中 进行 分 析 . 在 
@O 中 ,现在 出 现 了 圆 上 的 四 点 A4.M、.N、B, 所 以 可 以 应 用 圆周 角 
的 基本 图 形 性 质 进 行 证 明 , 由 于 现在 图 形 中 的 圆 内 接 四 边 形 尚 不 
完整 ,所 以 应 先 将 这 个 圆 内 接 四 边 形 添 完整 ,于 是 连结 4B (公共 
' 纺 ) .MN (如 图 2。40), 可 得 了 M4B 二 ~MNB=180", 人 ABM= 
4NM. 而 在 @0' 中 ,由 于 4BFC 也 是 一 个 圆 内 接 四 边 形 ,上 且 C、 
4、M 成 一 直线 ,所 以 人 MA4B= 一 下 ,这 样 就 可 得 一 十 一 MNB 一 
180°,CF /MN. 而 在 @O! 中 ,另外 还 出 现 一 个 六 内 接 四 边 形 , 妓 
A、.B.D.E 四 点 共 圆 ,而 D.B、M 成 一 直线 ,所 以 又 可 得 人 MBA= 
ZE, 从 而 又 有 LE 二 ANM,ED// MN. 而 由 CF、ED 都 与 MN 
平行 ,当然 就 可 推 得 结论 ， 

例 10 如 图 2 .41, 已 知 :OO0.OO' 内 切 于 4,@O 的 弦 4B、 
4C 分 别 交 QO’ 于 D、E. 求 证 :DE/ BC. 





图 2。41 图 2，42 
分 析 ; 本 题 的 条 件 中 出 现 了 @O、@O' 内 切 于 4, 这 是 两 圆 相 
切 的 问题 ,也 是 两 个 圆 的 组 合 图 形 问 题 , 于 是 就 可 以 将 问题 转化 成 
为 一 个 圆 中 的 问题 来 进行 讨论 . 将 两 圆 相 切 的 问题 转化 到 一 个 贺 
中 的 问题 来 进行 讨论 的 方法 是 添加 过 切 点 的 公 切 线 ,这 样 对 每 一 
个 圆 来 讲 都 出 现 了 一 条 切线 ,从 而 可 应 用 弦 切 角 的 基本 图 形 来 进 
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行 分 析 . 于 是 过 切 点 4 作 两 圆 的 公 切 线 MN 
(如 图 2* 42) ,那么 在 ©O 中 ,由 于 出 现 了 过 
点 4 的 切线 MN 和 过 切 点 4 的 纺 AB, 所 以 
应 用 弦 切 角 的 基本 图 形 的 性 质 可 得 全 M4B 
二 人 C. 而 在 ©O' 中 ,我 们 可 以 应 用 同样 的 方 
法 得 到 MAD = 人 AED. 由 于 人 MAB 和 
人 MAD 是 同一 个 角 , 所 以 就 有 人 C = 
上 4ED. 又 因为 ZC 和 AED 可 以 看 作 是 图 2 .43 
DE、BC 被 直线 4C 所 截 而 得 到 的 一 组 同位 角 , 那 么 由 这 两 个 角 相 
等 就 可 以 推 得 DEV BC( 如 图 2。43). 
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第 一 节 等 腰 三 角形 


【分 析 方 法 导 引 了 | 
当 几 何 问题 中 出 现 了 两 条 具有 公共 端点 且 不 在 
一 直线 上 的 相等 线段 时 ,无 论 它 们 是 在 条 件 中 出 现 
还 是 在 结论 中 出 现 , 就 应 萌发 应 用 等 厦 三 角形 的 基 
本 图 形 进行 还 明 的 意识 . 然后 就 应 将 这 两 条 具有 公 
共 端 点 的 相等 线段 组 成 等 履 三 角形 ,如 果 图 形 中 洛 
未 出 现 底 边 的 ,就 应 将 底 边 涨 上 . 接 下 来 就 应 应 用 等 
腰 三 角形 中 两 条 边 相 等 和 相对 上 应 的 两 个 角 相 等 之 间 
_ 的 等 价 关 系 , 将 要 证 明 的 结论 转化 为 要 证 它 的 等 价 
性 质 , 或 者 由 条 件 直接 推 得 它 的 等 价 性 质 成 立 . 若 图 
形 中 出 现 了 等 于 三 角形 项 角 的 外 角 时 , 则 应 将 两 内 
角 之 间 的 相等 关系 转化 为 等 价 的 外 角 与 不 相 邻 的 内 
角 之 间 的 倍 舍 关系 来 进行 证 明 . 
例 1 如 图 3. 1, 已 知 :入 4BC 中 ,AB=AC,E 是 AC 上 的 一 
点 ,D 是 B4 的 延长 线 上 的 一 点 且 AD 一 AE. 求证 :DELBC. 
分 析 : 本 题 要 证 明 的 结论 是 DE 1 BC, 这 是 证 明 两 条 线段 垂直 
的 问题 ,根据 垂 线 的 定义 它们 应 相交 成 90* 角 ,而 现在 它们 尚未 相 
交 , 所 以 应 将 它们 延长 到 相交 ,也 就 是 延长 DE 交 BC 于 (如 图 3 
。2) ,问题 就 成 为 要 证 人 DFB( 或 人 EFC) 一 90". 由 于 人 DFRB 可 以 
看 作 是 ADFB 的 一 个 内 角 , 所 以 要 证 明 这 个 角 是 直角 ,也 就 是 要 
、 . 53 . 





B C B‘ F Cc 
图 3.，1 图 3。2 

证 明 这 个 三 角形 中 另外 两 个 角 的 和 等 于 90", 也 即 要 证 一 忆 十 一 召 
一 90". 

由 条 件 中 出 现 4B=AC 是 两 条 具有 公共 端点 的 相等 线段 ,所 
以 它们 可 组 成 一 个 等 腰 三 角形 ,从 而 可 应 用 等 腰 三 角形 的 基本 图 
形 的 性 质 进 行 证 明 . 又 因为 B.4、D 成 一 直线 ,出 现 了 这 等 腰 三 角 
形 的 顶 角 的 外 角 , 所 以 可 得 人 DAE 二 2 人 人 B. 又 因为 条 件 中 还 出 现 
4D= AE, 也 是 两 条 具有 公共 端点 的 相等 线段 ,它们 也 可 以 组 成 等 
采信 4DE, 而 由 DD、A、B 成 一 直线 ,又 可 得 人 BAC ==2 人 D. 而 
DAE 二 BAC 二 180°, 所 以 人 LD 十 芝 B 二 90° 就 可 以 证 明 . 

例 2 如 图 3. 3, 已 知 :4B 是 ©O 的 弦 ,延长 4B 到 C, 使 BC 
一 BO, 直线 CO 交 @O 于 D.E. 求 证 :AE=3 BD. 





图 3"3 图 3 "4 
分 析 : 本 题 要 证 明 的 结论 是 两 条 统 之 间 的 倍数 关系 ,或 者 讲 是 
两 条 弧 之 间 的 一 种 数量 关系 . 在 几何 问题 的 分 析 中 ,对 于 弧 之 间 的 
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数量 关系 的 基本 的 处 理 方法 就 是 转化 成 为 与 圆 有 关 的 角 之 间 的 数 
量 关系 来 进行 讨论 . 

由 于 在 图 形 中 对 于 BD 来 说 , 它 所 对 的 圆心 角 和 BOD 已 经 出 
现 , 所 以 对 AE 来 说 也 需要 用 它 所 对 的 圆心 角 , 但 这 个 圆心 角 现 在 
图 形 中 尚未 出 现 , 所 以 根据 圆心 角 的 定义 ,可 连结 O04 (如 图 3 
4), 则 二 4OE 就 是 4E 所 对 的 圆心 角 , 那 末 问 题 即 可 转化 为 要 证 
/ AOE=3/ BOD. 

由 条 件 BC 一 BO, 这 是 两 条 具有 公共 端点 B 的 相等 线段 , 它 
们 可 以 组 成 一 个 等 腰 三 角形 ,所 以 就 可 应 用 等 腰 三 角形 的 基本 图 
形 的 性 质 进行 证 明 . 根据 条 件 C.B、4 成 一 直线 ,这 就 出 现 了 
48BO 是 等 腰 人 ABCoO 的 顶 角 的 外 角 , 从 而 就 有 人 A4BO=2 人 BOD 
二 2 人 LC. 又 因为 04 和 OB 是 同 圆 的 两 条 半径 ,当然 相等 ,所 以 它 
们 也 是 两 条 具有 公共 端点 的 相等 线段 ,也 就 可 以 组 成 等 腰 三 角形 ， 
应 用 等 腰 三 角形 这 个 基本 图 形 的 性 质 又 可 以 得 人 4 一 了 4BO. 

由 于 条 件 中 还 给 出 C.O.E 成 一 直线 ,这 样 结论 中 出 现 的 
AOE 就 可 以 看 作 是 人 OAC 的 一 个 外 角 , 从 而 有 和 人 AOE 二 人 A 
十 LC=2 了 BOD 十 人 人 BOD ,分 析 就 可 以 完成 . 

例 3 如 图 3. 5, 已 知 :人 4BC 内 接 于 
GO, 过 4.C.O 三 点 作 @O- 交 BC 于 DD. 求 


A 
证 :DA=DB. 4 
分 析 ; 本 题 要 证 明 的 结论 DA 二 DB, 是 从 


两 条 具有 公共 端点 DD 的 相等 线段 ,所 以 就 BB = 一 C 
可 以 组 成 一 个 等 腰 三 角形 的 基本 图 形 , 问 题 
也 就 成 为 一 个 等 腰 三 角形 的 判定 问题 . 由 于 图 3.5 

条 件 中 还 出 现 B、D、C 成 一 直线 ,出 现 了 

4Dpc 是 这 个 要 证 明 的 等 腰 三 角形 的 顶 角 的 外 角 , 所 以 要 证 明 
DA 二 DB, 就 可 以 转化 为 要 证 它 的 等 价 性 质 人 ADC==2 和 人 B. 


ee。 95D 。 





在 这 里 出 现 了 人 人 B 的 两 倍 角 关系 ,而 LB 在 @O 中 是 一 个 圆 
周 角 , 所 以 就 出 现 了 圆周 角 的 两 倍 问题 . 而 根据 圆周 角 的 性 质 可 知 
圆周 角 的 两 倍 应 等 于 它 所 对 的 弧 所 对 的 圆心 角 , 但 现在 人 B 所 对 





图 3。6 图 3.7 
的 4C 所 对 的 圆心 角 在 图 形 中 尚未 出 现 , 所 以 应 将 它 添上 ,这 样 就 
可 以 根据 圆心 角 的 定义 连结 40.CO( 如 图 3。6), 于 是 就 有 
40OC=2 一 B, 接 下 来 的 问题 当然 就 是 要 证 明 一 4OC 一 一 4DC. 
由 于 这 两 个 角 都 是 @O' 的 圆周 角 , 所 以 可 应 用 圆周 角 的 基本 图 形 
的 性 质 进行 证 明 ,也 就 是 由 4.O.D、C 四 点 共 圆 即 可 证 明志 40C 
二 了 ADC, 从 而 完成 分 析 ( 如 图 3 * 7). 


例 4 如 图 3. 8, 已 知 : 人 4BC 中 ,LB A 
二 2LC,AD 是 角 平分 线 . 求证 : AC 二 AB 十 
BD. 

分 析 ; 本 题 要 证 明 的 结论 4C 一 4B 二 BD 。 ? C 
是 一 条 线段 等 于 两 条 线段 的 和 的 问题 ,所 以 图 3"8 
可 根据 线段 和 的 定义 将 4B 和 BD 这 
两 条 线段 接 起 来 ,证 明 所 得 到 的 线段 
与 4C 相等 .将 4B 和 BD 这 两 条 线段 
接 起 来 有 两 种 可 能 ,一 种 是 将 4B 接 
到 BD 上 , 另 一 种 是 将 BD 接 到 4B 天 3 D c 
上 ,所 以 接 下 来 可 对 这 两 种 可 能 情况 图 3.9 
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分 别 进行 讨论 ， 

若 考 虑 将 4B 接 到 BD 上 , 则 延长 DB 到 匹 使 B 玉 =B4( 如 图 
3。9). 这 样 就 出 现 了 BE、B4 是 两 条 具有 公共 端点 的 相等 线段 ， 
所 以 它们 可 以 组 成 一 个 等 腰 三 角形 ,由 于 这 个 等 腰 三 角形 还 只 出 
现 两 条 腰 而 没有 底 边 ,所 以 应 将 底 边 添 
上 ,也 就 是 连结 AE( 如 图 3，10), 那 么 
人 就 等 于 人 BAE, 又 因为 .B.C 成 一 4 
直线 ,出 现 了 这 个 等 采 三 角形 的 顶 角 的 ,27 
外 角 , 所 以 应 用 等 腰 三 角形 的 基本 图 形 7 _ 让 
的 性 质 可 得 了 ABC 一 2 已 ,而 已 知 LB BB 了 5 
二 2 人 LC, 从 而 就 可 推 得 人 E= 人 LC, 于 是 图 3" 10 
入 AEC 也 是 一 个 等 腰 三 角形 ,AE= AC. 由 于 在 将 4B 接 到 BD 上 
后 ,有 ED==EB 十 BD 二 AB 十 BD, 所 以 问题 是 要 证 明 AC=ED. 
而 我 们 已 经 证 明了 AE 二 AC ,这样 问 题 又 成 为 要 证 ED 二 EA. 这 
又 是 两 条 具有 公共 端点 五 的 相等 线段 ,它们 又 可 以 组 成 一 个 等 腰 
三 角形 ,又 成 为 一 个 等 腰 三 角形 的 判定 问题 ,所 以 要 证 明 ED= 
EA, 就 可 以 转 而 证 明 它 的 等 价 性 质 人 EDA = 人 EAD. 由 于 
LEAD 可 以 看 作 是 EAB 和 人 BAD 的 和 ,又 由 ED、C 成 一 直 
线 ,又 可 得 EDA 可 以 看 作 是 人 A4PDC 的 一 个 外 角 , 所 以 人 EDA= 
LC 十 人 DAC, 而 由 条 件 人 BA4D 和 人 
DAC 是 相等 的 ,所 以 现在 只 需 证 明 
人 EAB 一 人 C, 但 由 于 这 两 个 角 都 与 作 E , 
相等 ,所 以 这 两 个 角 当 然 相等 ,从 而 完成 人、 
分 析 ( 如 图 3，11)， -5 c 

车 考虑 将 BD 接 到 4B 上 , 则 延长 
4 到 巨 使 BFE=BD( 如 图 3。12) ,这样 
就 出 现 了 BE、BD 是 两 条 具有 公共 端点 的 相等 线段 ,所 以 它们 也 
可 以 组 成 一 个 等 腰 三 角形 ,现在 这 个 等 腰 三 角形 也 是 只 有 两 条 腰 
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图 3。11 
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而 没有 底 边 ,所 以 应 将 底 边 添上 ,也 就 是 连接 ED( 如 图 3。，13) ,又 
因为 4.B .成 一 直线 ,出 现 了 这 个 等 腰 三 角形 的 顶 角 的 外 角 , 所 
以 应 用 等 腰 三 角形 的 基本 图 形 的 性 质 可 得 4BD= 二 2 人 E. 由 于 条 
件 中 给 出 了 一 B=2 一 C ,所 以 就 可 得 人 E= 人 C. 

现在 我 们 将 BD 接 到 4B 上 以 后 ,要 证 的 结论 就 可 转化 为 AC 
二 AB 十 BE 二 AE. 由 条 件 AD 是 角 平分 线 , 所 以 AE 和 AC 这 两 条 
要 证 明 相 等 的 线段 就 是 关于 4D 成 轴 对 称 的 ,从 而 就 可 应 用 一 次 
轴 对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 , 由 于 AE 和 4C 可 以 看 作 是 
A4ED 和 A4CD 的 一 组 对 应 边 , 而 在 这 两 个 三 角形 中 已 经 出 现 
了 ZEAD 一 LCAD、LE 一 LC 和 4D= AD 的 条 件 ,这 两 个 三 角 
形 必定 全 等 ,所 以 分 析 就 可 以 完成 . 

由 于 本 题 要 证 明 的 结论 中 出 现 的 是 两 条 线段 的 和 的 问题 ,所 
以 也 可 以 根据 线段 和 差 的 道 运 算 关 系 ,将 结论 转化 为 线段 差 的 形 
式 , 再 根据 线段 差 的 定义 来 进行 分 析 . 于 是 首先 将 结论 转化 成 4AB 
二 AC 一 BD. 从 而 就 可 以 在 4C 上 截取 4E, 使 AE 二 4B( 如 图 3， 
14) ,那么 问题 就 是 要 证 留 下 来 的 线段 CE 与 BD 相等 . 而 在 作 了 
AE 二 AB 以 后 ,由 于 4D 是 角 平分 线 , 这 样 就 出 现 了 AE 和 AB 这 
两 条 相等 线段 是 关于 角 平 分 线 4D 成 轴 对 称 的 ,所 以 就 可 添加 一 
对 轴 对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 ,但 在 这 两 个 全 等 三 角形 中 有 一 
个 尚未 出 现 ,于 是 就 应 先 将 这 个 三 角形 添 出 ,也 就 是 连接 DE (如 
图 3.15), 这 样 即 可 证 明 人 ADB 纪 人 ADE,BD=ED, 这 样 问题 
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图 3 .14 图 3。15 图 3。16 | 

就 转化 为 要 证 CE=ED. 由 于 这 是 两 条 具有 公共 端点 的 要 证 明 的 
相等 线段 ,它们 就 可 以 组 成 一 个 等 腰 三 角形 ,从 而 就 成 为 一 个 等 腰 
三 角形 的 判定 问题 ,又 因为 C.E、A 成 一 直线 ,出 现 了 要 判定 的 这 
个 等 腰 三 角形 的 项 角 的 外 角 , 所 以 要 证 明 CE=ED, 就 可 转化 成 应 
证 它 的 等 价 性 质 人 AED=2 人 C, 而 已 知 和 B==2 人 C, 所 以 问题 归 
结 到 需要 B= 人 AED 成 立 , 而 这 两 个 角 是 前 述 已 经 证 明 的 一 对 
全 等 三 角形 的 对 应 角 , 当然 相 等 ,所 以 分 析 可 以 完成 (如 图 3， 
16). 

例 5 如 图 3.17, 已 知 :等 边 A4BC 中 ,BD 4C 垂 足 是 也 ， 
延长 BC 到 ,使 CE=CD. 求证 :DB= DE. 


图 3:17 图 3。18 
分 析 ; 本 题 要 证 明 的 结论 DB 二 DE, 是 两 条 具有 公共 端点 的 
相等 线段 ,它们 可 以 组 成 一 个 等 腰 三 角形 的 基本 图 形 ( 如 图 3。 
18) ,从 而 就 成 为 一 个 等 腰 三 角形 的 判定 问题 . 于 是 问题 就 可 转化 
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为 证 明 DB 一 DE 的 等 价 性 质 作 DBE 二 人 E. 由 于 条 件 给 出 人 4BC 
是 等 边 三 角形 , 且 BD AC, 所 以 BD 也 是 人 ABC 的 角 平分 线 ,而 


4BC 是 等 边 三 角形 的 一 个 内 角 , 应 等 于 60", 所 以 LDBE 一方 


- 人 ABC 一 广 X60" 一 30", 这 样 问题 就 成 为 要 证 EE 也 等 于 30". 
又 因为 条 件 中 还 给 出 CE 二 CD, 这 
也 是 两 条 具有 公共 端点 C 的 相等 线段 ， 入 
它们 也 可 以 组 成 一 个 等 腰 三 角形 的 基 
本 图 形 , 又 因为 E.C、B 成 一 直线 ,出 现 
了 这 个 等 腰 三 角形 顶 角 的 外 角 , 所 以 可 
得 ACB==2LE, 而 ACB 是 等 边 三 3 C EE 
角形 的 一 个 内 角 , 也 等 于 60°, 所 以 和 EE ”图 3.19 
一 30* 就 可 以 证 明 , 分 析 也 就 可 以 完成 (如 图 3。19). 
例 6 如 图 3。20, 已 知 : 人 4BC 内 接 于 @O, 是 4B 的 延长 
线 上 的 一 点 ,上 且 4D 二 A4C,E 是 AC 上 的 一 点 , 且 4 无 一 4 ,过 姜 、 
EE 的 直线 交 @O 于 下.G. 求 证 :4 天 =4GC. 





图 3。20 图 3。21 
分 析 : 本 题 要 证 明 的 结论 4F= 4G 是 两 条 具有 公共 端点 4 的 
相等 线段 ,所 以 可 组 成 等 腰 三 角形 ,是 一 个 等 腰 三 角形 的 判定 问 
题 ,于 是 就 可 以 转化 成 为 要 证 4F= 4G 的 等 价 性 质 人 AFG 一 人 CG 
(如 图 3。21). 
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由 于 在 ©O 中 ,人 G 是 一 个 圆周 角 ， 所 以 可 以 应 用 圆周 角 的 基 


本 图 形 性 质 进行 证 明 , 由 于 图 形 中 出 现 了 
A、FC.G 四 点 共 圆 , LG 所 对 的 ABF 所 对 
四 太一 个 于 角 尚未 出 更, 所 以 应 先 将 这 个 


圆周 角 添 上 ,于 是 连接 FC( 如 图 3。22) ,可 : 
得 人 LG= 人 人 ACF， 问题 就 转化 为 要 证 人 4FG 


= 人 ACKk. 
由 于 条 件 中 给 出 DP.F.G 成 一 直线 ,所 
以 要 证 明 的 性 质 中 的 一 4FG 就 可 以 看 成 是 





图 3。22 


A4DF 的 一 个 钙 角 ,所 以 人 AFG= 人 D+ 二 人 DAF ,这 样 ~4CF 也 
就 应 看 成 是 两 个 角 之 和 ， 根据 图 形 我 们 可 以 发 现 人 4ACF 一 ZACB 


十 人 BCF. 比较 这 两 个 关系 ,我 们 又 可 以 发 


现 由 于 4、B、F.C 四 点 共 圆 ,所 以 再 应 用 一 


次 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 可 得 人 DAF = 
BCR ,那么 问题 进一步 转化 为 只 要 证 人 D 
=/ACB. 

由 条 件 A4D= AC,AE= 4B, 它 们 是 两 
组 具有 公共 端点 的 相等 线段 , 且 它 们 分 别 所 


夹 的 角 是 同一 个 角 , 所 以 这 两 组 相等 线段 可 





图 3。23 

以 看 作 是 位 于 一 个 等 腰 三 角形 的 轴 对 称 部 分 ,从 而 就 可 以 应 用 一 
次 轴 对 称 型 的 全 等 三 角形 进行 证 明 , 于 是 由 上 述 两 边 夹 角 对 应 相 
等 的 条 件 , 就 可 以 证 明 A4DESA4CB. 所 以 LD== 4CB 就 可 
以 证 明 ( 如 图 3。23). 
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第 二 节 ” 角 平 分 线 和 平行 线 的 组 合 图 形 


“ 【分 析 方 法 导 引 】 
当 几 何 问题 中 出 现 角 在 分 线 和 平行 线 的 组 合 关 
条 时 ,就 可 以 想到 要 应 用 等 磺 三 角形 的 基本 图 形 进 
行 证 明 . 然后 就 应 用 将 角 的 边 的 平行 线 与 角 平 分 线 
及 角 的 另 一 边 相 交 或 将 角 平 分 线 的 平行 线 与 角 的 一 
边 及 另 一 边 的 反 向 延长 线 相交 的 方法 找到 等 腊 三 角 
形 的 基本 图 形 .再 应 用 角 平 分 线 .不 行 线 .等 屡 三 角 
形 中 任何 两 个 性 质 成 立 就 可 以 推 得 第 三 个 性 质 成 立 
的 方法 来 完成 分 析 . 
例 7 如 图 3. 24, 已 知 : 人 4BC 中 ,人 人 B、 人 C 的 角 平 分 线 相 
交 于 了 ,过 了 作 BC 的 平行 线 分 别 交 AB、AC 于 D、E. 求 证 :DE 一 
BD+CE. 





BB Cc 
图 3。24 图 3。25 

分 析 :; 本 题 条 件 中 出 现 了 BI、CI 分 别 是 人 B、 人 C 的 角 平 分 

线 , 且 DE/ BC, 是 一 个 角 平 分 线 和 平行 线 的 组 合 问题 ,所 以 必定 
出 现 一 个 等 腰 三 角形 的 基本 图 形 ( 如 图 3* 25). 由 于 DE/ BC ,出 
现 的 是 角 的 一 条 边 的 平行 线 ,所 以 它 必定 要 和 角 的 另 一 边 以 及 角 
平分 线 相交 构成 等 腰 三 角形 ,于 是 就 可 找到 这 个 等 腰 三 角形 应 是 

。62 。 





ADB1. 那 就 可 以 由 DE/ BC, 且 被 BI 所 截 得 到 LIBC= 人 BID， 
而 由 条 件 人 DBI= LIBC, 所 以 就 可 推 得 人 DBI= 人 BID, DB= 
D1. 根据 同样 的 道理 还 可 得 EC=EI, 所 以 结论 就 可 以 证 明 . 

例 8 已 知 : 人 4BC 中 ,人 人 B 的 角 平 分 线 与 人 C 的 外 角 平 分 线 
相交 于 M, 过 M 作 BC 的 平行 线 分 别 交 4B、AC 于 EF. 求 证: 
EF=BE—CF. 一 


4 A . 
E F M EAF M 
p20 以 
B Cp B CD 


图 3，26 图 3. 27 

分 析 : 本 题 条 件 中 出 现 人 B 的 角 平 分 线 BM 和 人 LC 的 外 角 平 
分 线 CM ,同时 还 出 现 EM/ BC, 所 以 是 一 个 角 平 分 线 和 平行 线 的 
组 合 问题 ,从 而 就 可 以 应 用 等 腰 三 角形 的 基本 图 形 进 行 证 明 . 由 于 
EM/ BC 是 角 的 一 条 边 的 平行 线 , 所 以 它 应 与 角 的 另 一 边 以 及 角 
平分 线 相 交 组 成 等 腰 三 角形 ,于 是 根据 CM 是 人 C 的 外 角 平 分 线 
就 可 以 找到 这 个 等 腰 三 角形 应 是 AFCM( 如 图 3。27). 那 就 可 以 
根据 FMVACD, 且 被 CM 所 截 得 到 人 FMC== 人 DCM. 而 由 条 件 
了 DCM = .AFCM ,就 可 推 得 FMC 二 人 FCM,FC=FM. 根据 同 
样 的 道理 还 可 推 得 EB 二 EM. 而 EF 一 EM 一 FM, 所 以 结论 就 可 
以 证 明 . 

例 9 已 知 :人 入 4BC 中 ,4D 是 角 平 分 线 ,E 是 AB 上 的 一 点 ， 
AE= 二 AC,EF// BC 交 AC 于 F. 求 证 :CE 平分 人 DEF. 

分 析 : 本 题 要 证 明 的 结论 是 :CD 是 人 DEF 的 角 平 分 线 , 即 
了 人 DEC 二 人 FEC, 同 时 条 件 中 又 出 现 EF / BC, 从 而 就 构成 了 角 
平分 线 和 平行 线 的 组 合 关系 ,这 样 就 想到 要 应 用 等 腰 三 角形 的 基 
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图 3: 28 图 3。，29 
本 图 形 进行 证 明 . 由 于 EF /DC, 出 现 了 
DC 是 角 的 一 边 的 平行 线 ,所 以 它 应 与 角 的 
另 一 边 以 及 角 平 分 线 相 交 组 成 等 腰 三 角形 ， A 
于 是 就 可 以 找到 和 作 DEC 应 是 等 腰 三 角形 
(如 图 3. 29). 但 现在 人 DEC 一 人 FEC 是 


要 证 明 的 结论 ,所 以 由 EFNDC,ZFEC= 2 
LDCE, 可知 问题 成 为 要 证 明 人 DEC 一 “ D 5 
DCE ,也 就 是 要 先 证 明 人 ADEC 是 等 腰 三 图 3。30 


角形 ,或 者 也 就 是 要 证 明和 人 DEC 二 人 DCE 的 等 价 性 质 DE=DC. 

由 条 件 给 出 4 已 = 4C,4D 是 人 BAC 的 角 平 分 线 , 这 就 出 现 
了 AE.AC 这 两 条 相等 线段 是 关于 角 平分 线 AD 成 轴 对 称 的 ,所 
以 就 可 以 应 用 轴 对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 ( 如 图 3。30) ,由 于 
现在 要 证 明 相等 的 DE、DC 这 两 条 线段 也 可 以 看 作 是 人 ADE 和 
和 A4DC 的 对 应 边 ,所 以 问题 就 是 要 证 明 这 两 个 三 角形 全 等 ,而 由 
AE=AC, 人 LEAD 二 LCAD 和 AD==AD 就 能 完成 证 明 ,所 以 DE 
二 DC 也 就 可 以 证 得 . 

例 10 已 知 :人 4BC 中 ,4D 是 角 平 分 线 , 过 C 作 4B 的 平行 
线 交 4D 的 延长 线 于 瓦 ,过 巨 作 CB 的 平行 线 交 4B 的 延长 线 于 
F. 

求证 :AF=AB 二 AC. 

分 析 ; 本题 的 条 件 中 出 现 了 AD 是 BAC 的 角 平 分 线 和 CE 
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Z 4B, 这 就 构成 了 角 平 分 线 和 平行 线 的 


组 合 关系 ,从 而 就 可 以 应 用 等 腰 三 角形 

的 基本 图 形 进 行 证 明 . 由 于 CE/AF 是 

角 的 一 边 的 平行 线 ,所 以 它 应 与 角 的 另 8 从 
一 边 以 及 角 平分 线 相交 组 成 等 腰 三 角 pa 
形 ,于 是 就 可 以 找到 这 个 等 腰 三 角形 应 /1 

是 人 CAE( 如 图 3。，32). 于 是 由 人 CAE FF E 

= AFAE 和 CE // AB, /CEA = 图 3, 31 


了 人 FAE, 可 推 得 人 CAE= 人 CEA,CA== 
CE. 这 样 要 证 明 的 结论 就 转化 为 AF = 
AB 十 4C= 二 4B 十 CE. 又 因为 4 一 4 十 


A 
BF ,比较 这 两 个 关系 可 知 问题 进一步 转 
”化 为 要 证 BF 二 CE, 而 由 条 件 BC// FE， B 。 
BF /CE ,四边形 BFEC 是 一 个 平行 四 
边 形 ,这 一 组 对 边 当然 相等 ,所 以 分 析 可 


以 完成 . lal E 
例 11 已 知 : 口 4BCD 中 ,4B 图 3.32 

AD, 了 A、 人 LD 的 角 平 分 线 相交 于 玉 ， 

沁 B、LC 的 角 平 分 线 相交 于 F. 求证 :EF=AB 一 AD. 


7 pF 


图 3，33 图 3， 34 
分 析 : 本题 条 件 中 出 现 了 AE 是 人 4 的 角 平 分 线 , 且 四 边 形 
ABCD 是 平行 四 边 形 ,DC/AB, 所 以 就 是 一 个 角 平分 线 和 平行 线 
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的 组 合 问题 ,这 样 就 可 以 想到 要 应 用 等 腰 三 角形 的 基本 图 形 进 行 
证 明 . 由 于 DC/W 4B 出 现 的 是 一 条 边 AB 的 平行 线 , 所 以 这 条 平 
行 线 应 与 角 的 另 一 边 以 及 角 平 分 线 相 
交 构 成 等 腰 三 角形 ,而 现在 的 图 形 中 
DC 尚未 与 角 平 分 线 AE 相交 ,所 以 应 
首先 将 它们 延长 到 相交 ,于 是 延长 AE 
交 DC 于 G( 如 图 3，34), 这 样 由 
LBAG= /DAG 和 DCNAB.LDGA 
二 BAG,; 就 可 推 得 人 DAG = 图 3。35 
DG4,D4=- DG. 这 样 要 证 明 的 结论 就 转化 为 EF 二 4B 一 AD 一 
DC 一 DG 一 GC( 其 中 后 两 个 等 号 已 成 立 ). 

又 因为 在 证 明了 人 入 DAG 是 等 腰 三 角形 以 后 ,由 于 条 件 中 还 出 
现 DE 是 人 D 的 角 平 分 线 , 这 样 就 出 现 了 具有 重要 线段 的 等 腰 三 
角形 的 基本 图 形 ( 如 图 3 35), 应 用 这 个 基本 图 形 的 性 质 可 得 五 
是 4G 的 中 点 ,BEG= 症 4G. 以 上 的 分 析 是 对 于 A、 人 D 这 两 条 角 
平分 线 的 条 件 来 进行 的 ,那么 对 于 和 公 B、 和 人 C 这 两 条 角 平 分 线 来 讲 
也 可 以 用 同样 的 方法 来 进行 分 析 , 于 是 延长 CF 交 4B 于 态 , 可 得 
AH=AB—BC=AB—AD=GC,FH=FC=3CH. 

现 由 AH=GC 和 AH/GC, 可 得 四 边 形 AHCG 是 平行 四 边 
形 ,GA/NCH,GA 二 CH ,再 由 EF 分 别 是 GA、CH 的 中 点 ,EG 一 


去 4G 一 却 CE 一 CP, 可 得 四 边 形 EFCG 也 是 平行 四 边 形 ,所 以 
EF 二 GC 就 可 以 证 明 . 
在 上 述 分 析 过 程 中 ,如 果 在 得 到 DA 一 DG 和 AE 一 EG 一 广 
AG 后 ,考虑 图 形 中 出 现 的 AE 和 CF 是 位 于 口 ABCD 中 的 中 心 对 
称 部 分 的 两 条 对 应 线段 , 那 就 可 以 想到 要 应 用 中 心 对 称 型 全 等 三 
角形 来 进行 证 明 ,而 根据 平行 四 边 形 中 的 中 心 对 称 部 分 就 可 以 找 
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到 这 一 对 全 等 三 角形 是 A4DE 和 

和 俯 CBF( 如 图 3. 36), 在 这 两 个 三 角 . 
形 中 ,应 用 平行 四 边 形 的 性 质 和 已 经 SP 
给 出 的 四 条 角 平 分 线 的 条 件 , 可 以 得 /NA 
到 AD = CB, LDAE = /BCF, ( A . 
8 


攻 EDA= 人 FBC; 所 以 这 两 个 三 角形 ”4 
全 等 可 以 证 明 , 那 么 AE 就 等 于 CF， 图 3. 36 
就 可 得 EG=FC. 

由 于 现在 的 问题 是 要 证 EF 二 GC, 那 么 在 四 边 形 EFCG 中 ， 
就 出 现 了 两 组 对 边 相 等 ,所 以 这 个 四 边 形 必定 是 平行 四 边 形 ,但 要 
证 明 这 个 四 边 形 是 平行 四 边 形 时 ,EF ==GC 这 个 性 质 是 不 能 用 的 ， 
所 以 只 能 证 明 EG 和 .FC 不 但 相等 ,而 且 平 行 . 由 于 EG 和 FC 可 
以 看 作 是 被 DC 所 截 ,而 年 我 们 已 经 证 明 人 DGE = DAE = 
人 BC 一 人 DCFP ,所 以 EG /FC ,四 边 形 EFCG 是 平行 四 边 形 ,从 
而 也 就 可 以 完成 分 析 . 

例 12 已 知 : 吕 4BCD 中 ,AD=24B, 将 4B 向 两 方 分 别 延 
长 至 到 .Ff ,使 AE= 二 4B==BF. 求证 :CE LDF. 


E 4 B 下 E A B fF 


图 3。37 图 3，38 
分 析 ; 本题 条 件 中 出 现 了 BC=A4D=24B, 且 由 AE 一 AB 可 
得 BE 二 24B, 所 以 就 有 BC 一 BE, 这 样 就 出 现 了 两 条 具有 公共 端 
点 的 相等 线段 ,它们 就 可 以 组 成 一 个 等 腰 三 角形 . 又 因为 条 件 中 给 
出 四 边 形 4BCD 是 平行 四 边 形 ,CD/ BE ,是 等 腰 三 角形 一 条 腰 
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的 平行 线 , 这 样 就 出 现 了 等 腰 三 角形 与 腰 的 平行 线 的 组 合 关系 ,就 
必定 出 现 了 角 的 平分 线 . 于 是 由 BE=BC, 可 得 人 E= 人 BCE ,由 
DCNEB, 可 得 人 DCE= 一 已 ,从 而 就 可 得 到 BCE 一 一 DCE. 

根据 同样 的 道理 ,由 BF 一 4B,4F 一 24B 一 47D 和 :DC/ AF 
出 发 进行 分 析 ， ,也 可 以 得 到 人 ADF 一 人 CDF. 

由 条 件 AD/BC, 这 一 组 平行 线 可 以 看 作 是 被 DC 所 截 ， 那么 
4ADC 十 人 DCB=180°, 从 而 可 推 得 DCE 十 人 CDF 一 90°, 分 析 
就 可 以 完成 (如 图 3。38). | 

在 上 述 分 析 中 ,在 得 到 了 EC、FD 分 别 是 
DCB 和 .LCDA 的 角 平 分 线 以 后 ,由 于 4D  . 

VBC, 所 以 又 出 现 了 一 次 角 平 分 线 和 平行 线 的 DC 
组 合 关系 ,这 样 也 就 必定 可 以 再 得 到 一 个 等 腰 

三 角形 的 基本 图 形 ( 如 图 3。 39). 由 于 DA/ 

CB 可 以 看 作 是 人 DCB 的 一 条 边 的 平行 线 , 所 站 AB 
以 它 一 定 与 角 的 另 一 边 以 及 角 平 分 线 相交 构 图 3.39 
成 等 腰 三 角形 ,这 样 就 可 找到 这 个 等 腰 三 角形 

应 是 人 DHC, 也 就 是 由 人 BCE= 人 DCE 和 DA/CB, 人 LDHC= 
/BCE, 可 推 得 LDHC = 人 DCH,DH = DPC. 而 在 等 腰 和 人 APEC 
中 ,出 现 了 FD 是 顶 角 的 角 平 分 线 , 因 此 它 必 定 和 底 边 垂直 ,分 析 
也 就 可 以 完成 . 

例 13 已 知 :A4BC 中 ,4D 是 角 平 分 
线 , M 是 BC 的 中 点 , MF/ DA 交 4B 和 
C4 的 延长 线 于 E、F. 

求证 :BE==CF= 坟 (4AB 十 4C). E 


分 析 : 本 题 的 条 件 中 出 现 了 AD 是 角 平 
分 线 , MF // DA, 构 成 了 角 平 分 线 和 平行 线 8 MD (C 
的 组 合 关系 ,所 以 可 得 到 一 个 等 腰 三 角形 的 图 3. 40 
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基本 图 形 , 由 于 MF 是 角 平 分 线 的 平行 线 ， 
所 以 它 应 和 和 角 的 一 边 (4B) 以 及 另 一 边 
(4C) 的 反 向 延长 线 相交 构成 等 腰 三 角形 ， 
于 是 就 可 找到 这 个 等 腰 三 角形 应 是 人 4 匹 尺 
(如 图 3。41), 于 是 由 人 EAD== 人 CAD 和 
MF // DA, LAEF = LEAD, AF = 
了 ACAD, 可 得 人 AEF= 二 LF,AE=AF. 

由 于 4F 是 结论 中 出 现 的 线段 CF 的 
一 部 分 ,这 样 4F 就 可 以 看 作 是 折 过 来 成 为 AE, 所 以 CF 就 转化 
成 CA 十 4F 二 CA 十 4E, 问 题 就 成 为 要 证 BE 一 CA 二 AE. 

现在 出 现 的 问题 就 是 要 证 明 一 条 线段 等 于 两 条 线段 的 和 ,所 
以 可 根据 线段 和 的 定义 将 两 条 线段 接 起 来 ,或 者 也 就 是 将 其 中 的 





图 3.。 41 
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图 3。42 图 3.43 
一 条 线段 接 到 另 一 条 线段 上 去 .但 将 AE 接 到 CA 上 , 则 问题 又 回 
到 了 原来 的 性 质 ,所 以 只 能 考虑 将 4C 接 到 EA 上 , 即 延 长 B84 到 
G 使 4G 二 AC( 如 图 3。42) ,于 是 要 证 的 结论 又 进一步 转化 为 BE 
CA 十 4E 一 AG 十 4E 二 EG, 即 要 证 E 是 BG 的 中 点 . 
又 因为 在 作 了 AG 二 4C 后 ,这 就 是 两 条 具有 公共 端点 的 相等 
线段 ,它们 就 可 以 组 成 一 个 等 腰 三 角形 ,但 这 个 等 腰 三 角形 只 有 两 


条 腰 而 没有 底 边 ,所 以 应 考虑 将 底 边 添上 ,于 是 连接 CG( 如 图 3。 
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43). 又 因为 条 件 中 出 现 4D 是 角 平 分 线 , 从 而 在 这 里 又 出 现 了 一 
次 等 腰 三 角形 和 角 平 分 线 的 组 合 关系 ,所 以 必定 会 出 现 一 个 平行 
线 的 基本 图 形 , 也 就 是 由 4D 是 等 大 和信 ACG 的 顶 角 的 外 角 平 分 
线 , 就 可 推 得 A4D//GC. 也 就 是 由 AC=AG 和 B、A.G 成 一 直线 ， 
可 得 ACG 二 人 G, 人 人 BAC 二 人 ACG 十 LG 一 2LG, 又 因为 BAC 
二 2 了 ABAD, 从 而 就 可 得 BAD= AG 和 AD/GC. 又 因为 已 知 
ME//DA, 所 以 又 有 GC/ EM. 

最 后 就 可 以 由 BM=CM 和 ME/CG, 再 应 用 三 角形 中 位 线 
的 基本 图 形 性 质 来 证 明 BE=EG. 

而 在 证 明了 BE 一 EG 二 Ck 后 ,就 可 进一步 得 到 BE 一 方 BG 


= 让 (4B+AG) 一 序 (4B+AC). 


本 题 在 由 AD 是 角 平分 线 和 MF 是 DA 的 平行 线 得 到 应 添加 
等 腰 三 角形 的 基本 图 形 进行 证 明 以 后 ,由 于 MF 是 角 平 分 线 的 平 
行 线 , 所 以 它 也 可 以 和 和 角 的 一 边 以 及 角 的 另 一 边 的 平行 线 相交 构 
成 等 腰 三 角形 ,由 于 它 已 和 和 角 的 一 边 AB 相 
交 于 E, 所 以 它 应 和 AC 的 平行 线 相交 ,而 图 
形 中 尚 没 有 AC 的 平行 线 ,所 以 应 先 将 这 条 
平行 线 添 出 . 

若 考 虑 过 端点 B 作 4C 的 平行 线 , 则 过 
B 作 BG/ AC 交 FM 的 延长 线 于 GC 如 图 3 
。44), 那 就 可 得 人 ABGE 应 是 等 腰 三 角形 . 
也 就 是 可 由 GF/ DA, 得 BEG 人 BAD， 
由 .BG ] 4C, 得 CALG = 人 LF, 而 人 F = 图 3.44 
LCAD, LCAD= LBhD, 所 以 LBEG 二 
LG,BE= BG ,这样 问 题 就 可 以 转化 为 证 BG 一 CF. 

由 条 件 BM=CM, 且 BC、FG 在 M 点 相交 ,就 出 现 了 两 条 相 
等 的 线段 在 一 组 对 顶 角 的 两 边 ,而 且 成 一 直线 ,所 以 可 应 用 中 心 对 
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称 型 全 等 三 角形 来 进行 证 明 ( 如 图 3。45)， 

由 BM 二 CM、 人 BMG = ACMF 和 LG= F 
下, 就 可 以 证 明 A 人 BMGS2ACMRP , 即 可 证 DD 
得 BG=CF. 

再 进一步 可 得 4B 十 4C= BE 十 E4 十 8 Dic 
AC. 而 在 前 述 分 析 中 已 经 证 明了 EA=FA， AN 1/ 
所 以 AB 十 4C 一 BE 十 FA 十 AC= BE 十 CF \ 1/ 
二 BE 十 BE 一 2BE, 从 而 也 就 可 证 明 BE = Y 
CF 一 去 (4B 十 4C)， 图 3 。45 

车 考虑 过 中 点 M 作 4C 的 平行 线 , 则 
过 M 作 MGNHCA 交 4B 于 G( 如 图 3 
46) ,那么 人 GME 就 应 是 一 个 等 腰 三 角形 ， 

也 就 是 由 MF/DA 和 人 BA4D 一 人 CAD, 可 G 
得 LGEM = LGAD, LGME = LF = 
ZCAD, 并 进而 得 LGEM= 人 GME,GM= “ MD 5C 
GE. . 图 3. 46 

但 由 BM==CM,MG/ Ch, 就 可 应 用 三 
角形 中 位 线 的 基本 图 形 性 质 得 BG 一 4G 一 超 AB,GM 一 去 4AC. 于 


是 就 有 BE==BG 十 GE = 斑 4B 十 GM 一 二 4B 十 翅 4C= 工 C4B 十 


2 
AC). 
而 CF=AC+AF=AC+AE-AC+(AG—EG)=AC+ 广 


4B 一 二 4C 一 直 C4B 十 4C) ,所 以 分 析 可 以 完成 


在 上 述 分 析 中 ,由 于 出 现 了 MG 是 角 的 一 边 C4 的 平行 线 ,所 
以 这 条 平行 线 也 可 以 与 角 的 另 一 边 以 及 角 平 分 线 相交 构成 等 腰 二 
角形 ,于 是 过 M 作 4C 的 平行 线 交 4B 于 G, 交 AD 的 延长 线 于 
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五 (如 图 3。47) ,这样 就 可 得 GH=GA, 接 
下 来 的 分 析 可 请 读者 自行 完成 . 

例 14 已 知 : 人 4BC 中 ,4D 是 角 平 
分 线 ,CEAD4 交 BA 的 延长 线 于 五 , 亚 是 
CE 的 中 点 .求证 :F4 |D4. 

分 析 : 本 题 条 件 中 出 现 了 AD 是 角 平 
分 线 和 CEV D4 ,就 是 一 个 角 平 分 线 和 平 图 3，47 
行 线 的 组 合 问题 ,所 以 就 可 以 得 到 一 个 等 腰 三 角形 的 基本 图 形 ( 如 





图 3。48 图 3。49 

图 3.49). 由 于 CE 是 角 平 分 线 DA 的 平行 线 , 所 以 它 应 和 和 角 的 一 
边 4C 及 另 一 边 4B 的 反 向 延长 线 相交 组 成 等 腰 三 角形 ,于 是 即 
可 找到 这 个 三 角形 应 是 和信 ACE ,也 就 是 由 BAD= 人 CAD,CE// 
DA, 可 得 人 ACE= ACAD, AE= /BAD, /ACE= /人 E,;AC= 
AE. 

在 证 明了 AC=AE 后 ,再 由 条 件 下 
是 CE 的 中 点 ,出 现 了 AF 是 等 腰 三 角形 2 
. 底 边 上 的 中 线 , 所 以 应 用 等 腰 三 角形 中 A 
的 重要 线段 的 基本 图 形 的 性 质 ,就 可 得 
AF LCE, 而 CE//DA, 所 以 AF | AD 就 
可 以 证 明 . B FF 7‘ 

例 15 已 知 :人 A4BC 中 ,AE 是 和 A 图 3。50 
的 外 角 平 分 线 ,F 是 BC 的 中 点 ,过 互 作 EA 的 平行 线 交 48 于 
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G. 求证 :BG== 记 (4B 一 AC). 


分 析 : 本 题 条 件 中 出 现 AE 是 一 4 的 外 角 平 分 线 ,FG/EA 是 


角 平 分 线 的 平行 线 ,所 以 就 一 定 出 现 一 个 等 腰 三 角形 的 基本 图 形 . 
由 于 FG 是 角 平 分 线 的 平行 线 , 所 以 它 应 和 角 的 一 边 以 及 另 一 边 
的 反 向 延长 线 相交 组 成 等 腰 三 角形 ,而 现在 GF 尚未 与 角 的 一 边 
4C 相交 ,所 以 应 先 将 它们 延长 到 相交 ， 
也 就 是 延长 GF 交 4C 的 延长 线 于 万， 
即 可 得 人 4GH 应 是 一 个 等 腰 三 角形 (如 
图 3。51), 也 就 是 由 人 人 DAE = 人 CAE 
和 GH/ AE, LDAE=/LAGH, LCAE 
二 人 H, 得 ZAGH= 人 LH,AG=AH. 

由 于 问题 是 要 证 明 BG 一 方 (4B 一 
AC), 所 以 就 有 AB 一 AC== (4G 十 BG) 
一 (AH 一 CH)= BG 十 CH ,这 样 问 题 就 
转化 为 要 证 BG=CH. 

由 条 件 BF 二 CF、 且 BC.GH 在 下 点 相交 ,这 就 出 现 了 BF 和 
CF 这 两 条 相等 直线 是 位 于 一 组 对 顶 角 (人 BFG 和 人 CFH) 的 两 
边 上 ,而 且 成 一 直线 ,所 以 可 添加 一 对 中 心 对称 型 的 全 等 三 角形 进 
行 证 明 , 添 加 的 方法 是 过 两 端点 作 平 
行 线 , 并 要 与 过 中 点 的 直线 相交 ,于 是 
过 C 作 CK/ 4B 交 GH 于 KK( 如 图 3 
。52), 则 由 和 BFG= 人 CFK, BF = 
CF, AB = ALFCK 可 得 人 BFG 名 
人 CFK ,BG 二 CK ,这 样 问题 又 成 为 要 
证 CK==CH. 由 于 CK/ 48B. 而 且 
和 信 AGH 已 经 证 明 是 等 腰 三 角形 ,所 以 
CH 二 CK 就 可 以 证 明 . 
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在 上 述 分 析 中 , 由 于 已 经 出 现 的 角 平 分 线 4E 的 平行 线 GF 





图 3。53 图 3。54 
尚未 与 角 的 一 边 4C 相交 ,所 以 要 得 到 等 腰 三 角形 也 可 以 再 作 一 
条 同时 与 4B、4C 相交 的 AE 的 平行 线 ,于 是 过 C 作 E4 的 平行 
线 交 4B 于 妞 ( 如 图 3 。53) , 那 就 即 可 证 明 AH==AC, 这 样 4B 一 
4C 就 等 于 4B 一 AH=BH, 也 就 是 要 证 明 G 是 BH 的 中 点 . 由 于 
已 知 下 是 BC 的 中 点 ,出 现 了 两 个 中 点 ,是 多 个 中 点 问题 ,所 以 可 
应 用 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 性 质 进行 证 明 ( 如 图 3。54), 也 就 
是 要 证 明 BG 二 HG 可 转化 成 要 证 GFA HC, 而 由 条 件 GF /AE， 
再 由 作法 HC/ AE, 所 以 GF /HC 得 以 证 明 . 

例 16 已 知 :E 是 正方 形 ABCD 的 边 CD 的 中 点 ,F 是 CE 的 
中 点 .求证 :BAF=2 人 DAE. 

分 析 : 本 题 要 证 明 的 结论 BAF = 二 2 人 DAE 是 两 个 角 之 间 的 
倍 半 关系 ,所 以 可 根据 角 的 倍 半 关系 的 定义 ,将 这 个 倍 角 


E FC 


Pp 7 人 
A B A 了 


图 3。55 图 3。56 
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(BAF) 二 等 分 ,也 就 是 作 这 个 角 的 角 平 分 线 后 ,证 明 这 个 角 的 
一 半 与 另 一 个 角 析 等 ,于 是 作 人 BAF 的 角 平 分 线 4G 交 BC 于 G 
(如 图 3 .56) ,问题 就 成 为 应 证 人 B4G 二 人 DAE. 

在 作出 了 AG 是 人 BAF 的 角 平 分 线 以 后 ,由 于 条 件 中 给 出 了 
四 边 形 4BCD 是 正方 形 ,DC/ 4B, 所 以 就 出 现 了 和 角 平 分 线 和 平 
行 线 的 组 全 关系, 这样 就 必定 产生 一 个 等 腰 三 角形 的 基本 图 形 . 由 
于 现在 出 现 的 DC 是 角 的 一 边 AB 的 平行 线 ,所 以 它 应 该 与 角 的 
另 一 边 AF 以 及 角 平 分 线 4G 相交 组 成 等 腰 三 角形 ,而 目前 图 形 
中 DC 尚未 与 角 平 分 线 4G 相交 ,所 以 应 将 它们 延长 到 相交 ,也 就 
是 延长 DC 交 4G 的 延长 线 于 五 (如 图 3。57), 于 是 由 人 BAG= 
LFAH 和 DC/ A4B, 人 BAG= LH, 可 得 LFAH= /7H,FA= 
FH. 





图 3。57 图 3， 58 

由 于 我 们 现在 要 证 明 的 性 质 是 人 <BAG 一 人 DAE, 而 这 两 个 角 
可 以 分 别 看 作 是 人 BAG 和 人 DAE 的 一 个 内 角 , 而 在 这 两 个 三 角 
形 中 ,已 经 出 现 了 B= 人 D90° 和 AB 一 AD( 即 正方 形 的 边 长 )， 
所 以 人 BAG 和 和信 DAE 必定 是 一 对 全 等 三 角形 (如 图 3。58). 而 
在 证 明 这 一 对 三 角形 人 等 时 ,由 于 BAG 一 人 DAE 是 要 证 明 的 
结论 不 能 用 ,那么 它 的 等 价 性 质 和 4GB 一 AED 也 不 能 用 ,所 以 
只 能 考虑 再 证 一 组 对 应 边 相等 的 条 件 . 由 于 条 件 中 给 出 巨 是 DC 
的 中 点 ,DE 一 二 DC, 所 以 考虑 与 条 件 有 联系 的 性 质 ,就 应 证 明 BG 
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二 DE, 从 而 进一步 就 是 要 证 明 G 是 BC 的 中 点 ;CG= BG. 

由 于 4 可 .BC 相交 于 G, 所 以 要 证 明 相 等 的 这 两 条 线段 BC 
和 CG 就 位 于 一 组 对 顶 角 (4GB 和 人 HGC) 的 两 边 而 且 成 一 直 
线 , 从 而 就 可 以 应 用 中 心 对 称 型 的 全 等 三 角形 进行 证 明 . 根据 过 两 
端点 B.C 的 平行 线 与 过 中 点 的 直线 相交 构成 全 等 三 角形 的 方法 ， 
就 可 以 找到 这 对 全 等 三 角形 应 是 A4GB 和 俯 HGC, 在 这 一 对 三 
角形 中 ,对 应 角 相 等 的 性 质 都 已 成 立 , 所 以 就 须 证 明 一 组 对 应 边 相 
等 .由 于 4B 是 正方 形 的 边 ,所 以 可 考虑 证 明 4B 一 已 C. 根据 条 件 
FC 二 CD= 士 AB, 可 知 只 须 证 P 末 一 全 4B, 再 由 已 证 明 的 性 质 


PFA4 一 PH, 可 知 要 证 明 的 结论 又 转化 为 FA 一 全 4B. 而 由 DF 


3.4B.AD=—AB 和 一 D=90", 应 用 勾 股 定理 就 可 以 证 明 FA 
一 二 4B, 从 而 完成 分 析 . 


例 17 已 知 :0 是 A4BC 的 外 心 ,4 是 高 ,AE 是 角 平 分 线 
求证 : OAE= 人 DAE. 


3 


图 3，59 - -图 3。60 
分 析 : 由 条 件 AE 是 角 平 分 线 ,可 知人 BAE 一 人 CAE. 而 这 两 
个 角 都 是 圆周 角 , 所 以 可 应 用 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 ， 
但 这 两 个 圆周 角 有 一 条 边 尚未 和 圆 相交 ,所 以 要 先 将 这 条 边 延 长 
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到 与 较 相 交 ， 于 是 延长 AE 交 ©O 于 下 (如 图 3 .60) ,就 可 得 BF= 
CF, 即 友 是 6C 的 中 点 . 

由 于 现在 出 现 了 弧 的 中 点 ,所 以 可 应 用 
张 的 中 点 的 性 质 ,也 就 是 应 用 垂 径 定 理 , 但 现 
在 图 形 中 这 条 垂 径 尚未 出 现 ,所 以 应 先 将 它 
添 出 ,于 是 连结 OF , 即 可 得 OF BC, 而 已 知 
AD 上 | 上 BC, 所 以 又 有 OF/ AD. 而 我 们 要 证 的 
结论 是 AE 为 人 OAD 的 平分 线 ,从 而 就 出 现 
了 角 平 分 线 和 平行 线 的 组 合 关系 ,也 就 必定 
出 现 一 个 等 腰 三 角形 的 基本 图 形 . 由 于 OF 是 图 3。61 
角 的 一 边 AD 的 平行 线 ,所 以 它 应 和 角 的 另 一 边 OA 以 及 角 平 分 
线 4F 相交 组 成 等 腰 三 角形 ,根据 这 样 的 方法 我 们 就 可 以 找到 这 
个 等 腰 三 角形 应 是 AOF4( 如 图 3。 61). 由 于 现在 AF 是 OAD 
的 角 平 分 线 是 要 证 明 的 结论 ,所 以 就 要 转 而 先 证 人 AQF4 是 等 腰 三 
角形 , 亦 即 要 先 证 明 OA 二 OF. 由 于 OA4、OF 都 是 @O 的 半径 , 当 
然 相 等 ,所 以 分 析 可 以 完成 . 

本 题 的 分 析 也 可 以 从 另 一 种 可 能 性 来 开始 进行 . 要 证 明 
AOAE== /DAE, 而 已 知人 BAE= LCAE, 所 以 问题 也 可 以 转化 
为 证 了 BAO 一 人 CAD. 由 于 人 人 BAO 在 ©O 中 是 一 个 圆周 角 , 但 它 
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的 一 边 4O 尚未 与 @O 相交 ( 指 尚未 出 现 第 二 个 交点 ), 所 以 应 将 
它 延 长 到 与 圆 相 交 , 也 就 是 延长 40 交 @O 于 (如 图 3，62). 和 
而 在 作出 了 4F 后 ,就 出 现 了 AF 是 @O 的 直径 ,从 而 就 可 以 应 
直径 的 性 质 ， 忆 就 是 半 加 上 的 和 局 角 的 下 本 图 形 区 性 质 进行 汪 明 ， 
但 现在 出 现 了 圆 的 直径 和 半圆 上 的 点 B( 或 C), 半 加 上 的 圆周 角 
尚未 出 现 , 所 以 应 先 将 这 个 圆周 角 添 出 ,也 就 是 连结 BF (如 图 3。 
63), 可 得 人 ABF = 90". 而 根据 条 件 公 ADC 一 90°, 这 样 在 人 ABF 
和 和 ADC 中 ,要 证 明和 BAF 二 人 DAC, 就 可 以 转化 成 要 证 明 人 F 
一人 C ,而 这 两 个 角 都 是 圆周 角 , 且 它们 所 对 的 弧 都 是 4 号 ,所 以 由 
A、B、F\C 四 点 共 圆 ,就 可 以 应 用 圆周 角 的 基本 图 形 性 质证 得 忆 忆 
三 人 C, 分 析 就 可 以 完成 . 

例 18 已 知 :OO、@OO' 外 切 于 4,00' 的 延长 线 交 0O' 于 
P,PB、PC 与 OO 相 切 于 B.C. 求 证 :4 是 和信 PBC 的 内 心 . 


/YS 
> 


图 3。64 图 3. 65 

分 析 : 欲 证 4 是 APBC 的 内 心 , 就 应 根据 三 角形 内 心 的 定 
义 ,证 明 4 是 PBC 的 两 条 角 平 分 线 的 交点 .由 于 PB、PC 与 OO 
相 切 于 B.C. 且 O、A、O' .P 共 线 , 故 应 用 切线 长 定理 可 得 AP 平 
分 二 BPC, 从 而 只 须 证 明 4 也 在 人 PBC (或 人 PCB) 的 平分 线 上 ， 
于 是 连结 4B, 应 证 AB 平分 人 PBC( 如 图 3。65). 

又 因为 条 件 给 出 @O 和 G@O' 外 切 于 4, 这 是 两 个 圆 的 组 合 问 
题 , 所 以 可 以 转化 到 一 个 圆 中 来 讨论 ,而 在 两 圆 外 切 时 ,转化 的 方 
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法 是 过 切 点 作 两 圆 的 内 公 切 线 , 于 是 
过 4 作 两 圆 的 公 切 线 交 PB 于 (如 
图 3。66) ,可 得 4 下 上 OO' .而 根据 切 
线 长 定理 的 推论 ,又 有 BC 上 OO' ,所 
以 ANBC, 于 是 又 出 现 了 角 平分 线 
和 平行 线 的 组 合 关系 ,所 以 可 得 到 一 
个 等 腰 三 角形 的 基本 图 形 . 由 于 FA 图 3 .66 
是 角 的 一 边 BC 的 平行 线 , 所 以 它 应 
和 和 角 的 另 一 边 BP 以 及 角 平 分 线 BA 相交 组 成 等 腰 三 角形 ,于 是 
就 可 以 找到 这 个 三 角形 应 是 人 FAB. 由 于 现在 这 条 B4 是 人 CBP 
的 角 平 分 线 是 要 证 明 的 结论 ,所 以 问题 就 要 先 证 这 个 三 角形 是 等 
晒 三 角形 ,也 就 是 要 证 明 FB 一 FA. 由 于 它们 都 是 由 下 点 所 作 的 
QO 的 切线 ,所 以 再 应 用 一 次 切线 长 定理 就 能 证 得 这 个 性 质 ,分 析 
也 就 可 以 完成 . 

例 19 已 知 : 人 4BC 内 接 于 OO 且 4B 
一 4C,@OO' 与 @O 内 切 于 D, 且 与 4B、AC A 
分 别 相 切 于 EF,7 是 EF 的 中 点 . 求证 :7 . 
是 人 A4BC 的 内 心 . | . 

分 析 ; 要 证 明了 是 AAABC 的 内 心 ,可 根 【5/2 一 
据 三 角形 内 心 的 定义 ,证 明了 是 A4BC 的 两 MX 
条 角 平 分 线 的 交点 . 由 于 条 件 中 出 现 4B、 . 
4C 与 @O' 相 切 于 百 . 下 ,所 以 首先 证 明 14 
是 人 BAC 的 平分 线 . 于 是 连结 0' 4( 如 图 3 图 3.67 
。68) ,应 用 切线 长 定理 以 其 推论 可 得 0'4 平分 人 B4C, 且 4 下 一 
AF,O' A1LEF, 且 O' A 过 EF 的 中 点 1, 所 以 可 证 明 74 平分 
4. 





接 下 来 就 要 证 明 TB (或 IC) 平 分 了 ABC (或 人 ACB), 所 以 连 
结 BI. 应 证 BI 是 之 4BC 的 角 平 分 线 . 由 于 在 人 AEF 中 ,已 经 证 
。79。 





明了 47 了 EPF ,而 在 A4BC 中 ,由 AB=AC 和 
O' 4 平分 一 B4C, 就 可 应 用 等 腰 三 角形 中 重要 
线段 的 基本 图 形 进 行 证 明 , 但 在 A4BC 中 ,这 
条 O' 4 尚未 与 底 边 相 交 , 所 以 应 将 它们 延长 到 
相交 ,也 就 是 延长 40' 交 BC 于 G( 如 图 3 。 
69) ,就 可 得 4G 1 BC,BG=CG. 从 而 可 推 得 
EI/ BC, 这 样 就 出 现 了 和 角 平 分 线 和 平行 线 的 
组 合 关系 ,也 就 必定 会 出 现 一 个 等 腰 三 角形 的 
基本 图 形 . 由 于 EI 是 角 的 一 边 BC 的 平行 线 ， 
所 以 它 必 定 要 和 和 角 的 另 一 边 BE 以 及 角 平 分 线 
BI 相交 组 成 等 腰 三 角形 ,这 样 我 们 就 能 找到 
这 个 三 角形 应 是 AEBT. 由 于 现在 BT 是 角 平 
分 线 是 要 证 明 的 结论 ,所 以 就 要 先 证 明 这 个 三 
角形 等 腰 , 也 就 是 要 证 EB== EIl. 

在 上 述 分 析 中 ,由 于 得 到 了 4G.| BC,BG 
二 CG, 所 以 4G 就 是 BC 的 垂直 平分 线 ,而 已 
知 O 是 A4BC 的 外 心 ,那么 4G 必定 经 过 OO 
点 ,这 样 4G 实质 上 就 成 为 两 圆 的 连 心 线 ,而 已 





图 3。69 


知 ©@O 和 Q@O' 在 DD 点 内 切 ,所 以 4G 的 延长 线 必定 经 过 DD 点 ,4D 


就 是 ©O 的 直径 . 


由 于 现在 出 现 了 4D 是 @O 的 直径 ,所 以 就 要 应 用 直径 的 性 
质 ,也 就 是 可 应 用 半圆 上 的 圆周 角 的 基本 图 形 进行 证 明 . 现在 图 形 
中 有 直径 ,有 半圆 上 的 点 B, 而 没有 圆周 角 , 所 以 应 先 将 贺 周 角 添 
出 ,于 是 连结 DB, 得 一 4BD=90". 而 前 面 已 证 EID 二 90°, 这 样 
要 证 明 相 等 的 这 两 条 相等 的 线段 EB 和 EI 就 成 为 点 五 到 BDIT 
的 两 边 的 距离 ,也 就 出 现 了 要 证 明 相 等 的 这 两 条 线段 EB 和 EI 是 
关于 BDI 的 平分 线 成 轴 对 称 的 ,从 而 就 可 以 添加 一 对 轴 对 称 型 
的 全 等 三 角形 进行 证 明 。 由 于 这 一 对 轴 对 称 型 全 等 三 角形 的 基本 
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图 形 中 尚 缺 少 对 称 轴 , 所 以 应 先 将 对 称 轴 添 
上 ,也 就 是 连结 DE( 如 图 3. 70), 问 题 就 应 证 
明和 人 DBE 和 和信 DIE 全 等 .由 于 DE 一 DE, 且 
已 经 证 明了 DBE= ADIE==90"， 所 以 还 需要 
一 个 条 件 . 由 于 BE 是 @O' 的 切线 ,所 以 就 可 
以 应 用 弦 切 角 的 性 质 ,而 ED 是 过 切 点 的 弦 ， 
. 所 以 人 BED 就 是 一 个 弦 切 角 , 而 它 的 对 应 角 
ZLIED 是 @O' 的 一 个 圆周 角 , 这 样 问题 就 成 
为 要 证 这 两 个 角 相 等 ,而 要 证 这 两 个 角 相 等 ， 图 3。70 
又 可 以 转化 成 为 要 证 明 它们 分 别 所 夹 的 弧 和 所 对 的 绝 相 等 , 即 要 
证 DE 一 DF, 由 4D LEF, 应 用 垂 径 定理 就 可 证 明 上 述 性 质 ,分 析 
就 可 完成 . 

例 20 已 知 : 人 4BC 内 接 于 @O,@OO' 与 
G@O 内 切 于 也 , 且 @O' 分 别 与 4B、4C 相 切 于 
E、F,I 是 EF 的 中 点 ， 

求证 :了 7 是 A4BC 的 内 心 . 

分 析 : 本 题 要 证 明了 是 人 A4BC 的 内 心 , 根 
据 三 角形 内 心 的 定义 ,就 应 证 明 它 是 这 个 三 角 
形 的 两 条 角 平 分 线 的 交点 . 

由 条 件 4B、AC 与 @O' 相 切 于 EF, 所 以 
可 应 用 切线 长 定理 及 其 推论 ,于 是 连结 0' 4, 则 0' 4 平分 
了 BAC,; 且 0' 4 经 过 1, 从 而 就 证 明了 .IA 是 人 BAC 的 角 平 分 线 

(如 图 3。72). | 

接 下 来 的 问题 就 是 要 证 明 BT 是 人 4BC 的 角 平分 线 , 于 是 连 
结 BI( 如 图 3。73), 应 证 ABI= 人 CBI. 

而 在 证 明了 LO' 4B== LO' 4C 后 ,由 于 这 两 个 角 都 是 OO 的 
. 圆周 角 , 所 以 可 应 用 圆周 角 的 基本 图 形 性 质 进行 证 明 . 由 于 这 两 个 
圆周 角 的 一 条 公共 的 边 40' 尚未 与 OO 相交 ,所 以 应 首先 延长 到 
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图 3，71 








图 3 .72 图 3.73 
相交 ,也 就 是 延长 40' 交 @O 于 G. 可 得 C 是 
乱 的 中 点 (如 图 3 74). 现在 OO 上 已 经 出 现 
了 四 点 , 即 4、.B、G、C, 所 以 进一步 再 连结 GB 
后 ,可 得 GBC= LGAC=3LBAC. 





由 于 G 是 8C 的 中 点 ,如 果 了 是 A4BC 的 
内 心 , 则 必 有 GT= GB ,现在 的 问题 则 是 倒 过 
来 ,也 就 是 要 证 盟 4BT= ~CBT, 就 可 转化 为 
要 证 GI=GB. 对 这 一 部 分 内 容 的 详细 分 析 可 以 是 这 样 :要 证 明 
了 A4BT= LCBI, 从 图 形 中 我 们 可 以 看 到 根据 角 的 和 的 定义 ,有 
ZGBI= LCBI+ LGBC, 而 由 4A.I.G 成 一 直线 ,又 出 现 了 人 GIB 
是 A4BT 的 外 角 , 所 以 人 GIB== 人 《人 ABI 十 人 BAl. 而 人 GBC = 
LGAC 一 LBAI= 汪 人 BAC, 所 以 间 题 转化 成 为 要 证 GBI 一 
ZGIB, 进 一 步 就 是 要 证 G1 二 GB. 由 于 从 图 形 中 可 以 看 出 CT 一 
O'I+O0'G, 所 以 可 分 别 讨论 与 O'T 和 0O'G 有 联系 的 数量 关系 . 

由 条 件 4B 与 @O' 相 切 于 五 ,应 用 切线 的 性 质 ,就 可 以 想到 连 
结 O0'E 后 有 LO'EA=90*, 而 应 用 切线 长 定理 及 其 推论 已 经 得 到 
ZEIA=90", 所 以 EI 就 成 为 Rk 和 AO' AE 的 斜 边 上 的 高 (如 图 3。 
75), 那 么 应 用 直角 三 角形 斜 边 上 的 高 的 基本 图 形 性 质 可 得 O 忌 
二 0O'1.0' 4. 为 了 表述 的 清晰 ,也 可 以 设 OO、©O' 的 半径 分 别 为 
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Rr; 则 有 r= 二 0'IT，0' 有 A. 

又 因为 条 件 中 给 出 O@O.@O' 内 切 于 万， 
应 用 两 圆 内 切 的 性 质 ,可 知 0.O'、D 三 点 在 
一 直线 上 ,所 以 应 将 这 条 直线 添 出 ,也 就 是 连 
结 OD, 则 OD 必定 过 O' , 且 延 长 DO 交 @O 
于 下,; 则 DK 为 OO 的 直径 ,DK=2R. 这 样 
AG 和 DK 就 是 ©O 的 两 条 相交 于 O' 点 的 
弦 , 于 是 就 可 应 用 相交 弦 定 理 , 得 0C.O' 4 图 3，75 
二 0'D，O'K=r。O' KK. 由 于 我 们 需要 的 是 0' 7 十 0'G, 所 以 应 
考虑 将 上 述 两 式 加 起 来 ,可 得 0T .0'4+O0'G .0O' 4= 盖 十 r， 
O' 开 ,0' A(O'IT4+O'G)=r(r 十 O'K),O0' A4。GI 一 r。2R( 这 是 因 
为 r+0'K=0' D+0'K=DK 一 2R),GI 一 部 和. 于 是 接 下 来 的 


、 2Rr 
问题 就 是 要 证 CB 一 厅 A' 


由 于 式 中 的 + 和 0O' 4 可 以 看 作 是 一 个 直角 AO' 4E 的 直角 
边 O' 巨 和 斜 边 ,所 以 式 中 的 CB 和 2R 也 应 成 为 一 个 与 这 个 三 角 
形 相似 的 直角 三 角形 的 直角 边 和 斜 边 , 于 是 过 BG 的 端点 G( 或 
B) 作 直径 GH, 并 连结 BH. 则 由 于 GH 是 @O 的 直径 ,可 得 
LGBH=90', LGBH = 人 LO' EA, 而 由 A、B、 


G.H 四 点 共 加 ,又 可 得 LGHB= 人 O' AE, 所 
: BG GH 


以 AGHBWwAO' AE, 从 而 就 有 E67 一 O07 有 4’ 即 
可 得 GB 一 总 5 分析 就 可 以 完成 (如 图 3: 
76). 
例 21 已 知 : 人 4BC 中 , 了 C==90",M 是 
AB 的 中 点 ,MD14B 且 交 人 ACB 的 前 平分 线 
于 D. ， 
求证 :MD= MC. 

















分 析 : 本 题 要 证 明 的 结论 MD= MC 是 两 条 有 具有 公共 端点 的 
相等 线段 ,所 以 它们 可 以 组 成 一 个 等 腰 三 角形 (如 图 3 * 78) ,问题 
就 成 为 一 个 等 腰 三 角形 的 判定 问题 ,也 就 是 问题 应 转化 为 证 MD 
一 MC 的 等 价 性 质 人 D= 人 MCD. 


B - B 


4 C 4 C 
图 3。77 图 3.78 
由 于 人 LD 除了 是 AMDPC 的 一 个 内 角 以 外 ,与 人 MCD 没有 其 
它 的 位 置 关系 ,所 以 不 易 直 接 建立 它们 之 间 的 等 量 关 系 , 在 这 种 情 
况 下 就 应 考虑 将 一 D 改变 位 置 . 由 于 在 条 件 中 人 D 尚 没 有 直接 与 
圆 发 生 关系 ,所 以 首先 可 考 虚 将 DD 进行 平移 ,实质 上 就 是 作 DM 
的 平行 线 , 当 然 所 作 的 平行 线 只 要 一 越过 CD 与 4B 的 交点 ,在 平 





图 3 .79 图 3。80 
移 中 的 一 D 的 同位 角 就 会 转化 成 内 错 角 . 然而 在 我 们 作 平 行 线 的 
时 候 ,就 会 立即 发 现 这 时 图 形 中 出 现 了 等 腰 三 角形 和 平行 线 的 组 
合 关系 ,于 是 就 必定 会 出 现 一 个 角 的 角 平分 线 , 因 而 这 条 平行 线 就 
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必须 过 C 点 作 , 也 就 是 过 C 作 CENMD 交 4B 于 巨 ( 如 图 3。 
79), 那 么 由 人 LD 二 LECD, 可 知 问题 转化 成 应 证 人 ECD 一 
MCD, 由 已 知 条 伴 作 ACD 一 人 BCD, 问 题 又 进一步 转化 成 要 证 
/LACE= /BCM. 

根据 前 述 的 作 图 CE//MD;, 而 已 知 MDJ AB, 所 以 就 有 CE 
AB,CE 就 成 为 直角 三 角形 斜 边 上 的 高 ,这 样 就 可 以 应 用 直角 三 
角形 斜 边 上 的 高 的 基本 图 形 的 性 质 得 LACE 一 一 B, 问 题 就 成 为 
要 证 人 BCM= 人 人 B. 

根据 条 件 M 是 RL 入 ABC 的 斜 边 4B 的 中 点 ,所 以 可 应 用 直 
角 三 角形 斜 边 上 的 中 线 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 ,从 而 就 可 得 
MC 二 MB 让 AB, 人 MCB 一 人 B, 分 析 就 可 以 完成 : 

本 题 也 可 以 从 另 -一 种 可 能 性 出 发 进行 分 析 : 本 题 要 证 明 MD 
=MCc, 由 于 M 是 斜 边 4B 的 中 点 ,所 以 可 应 用 直角 三 角形 斜 边 上 
的 中 线 的 基本 图 形 的 性 质 得 MC=MA 二 MB, 这 样 就 出 现 了 D 和 
A.C.B 这 四 个 点 应 在 同一 个 圆 上 (如 图 3 
81). 这 个 圆 就 是 和 人 4BC 的 外 接 圆 ,也 就 是 
以 M 为 圆心 .以 MA 的 长 为 半径 的 圆 . 在 这 
个 圆 中 ,二 4CD 和 一 BCD 是 两 个 相等 的 圆 
周 角 ,所 以 它们 所 对 的 弧 相 等 ,因此 CD 与 
ACB 所 对 的 AB( 实 质 上 就 是 半圆 ) 的 交 
点 就 是 AB 的 中 点 ,也 就 是 4B8 的 中 点 必定 在 ~- 
CD 上 . 另 一 方面 MD .1 4B, 有 是 MA=MB， 
所 以 MD 与 48 的 交点 也 是 AB 的 中 点 ,也 就 _ 
是 4 的 中 点 也 必定 在 MD 上 . 根据 以 上 这 两 个 性 质 可 得 4B 的 中 
点 就 是 CD 和 MD 的 交点 吕 , 所 以 就 有 MD=MC. 

例 22 已 知 :矩形 4BCD 中 ,对 角 线 4C、BD 相交 于 O,CE 
| BD 垂 足 是 ,人 BAD 的 角 平 分 线 交 EC 的 延长 线 于 F. 求 证: 
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图 3， 81 








图 3。82 图 3 ， g3 

AC=FC. | : 
分析: 本 题 届 证 明 AC 二 FC ,这 是 两 条 具有 公共 端点 的 相等 线 
段 , 所 以 它们 可 以 组 成 一 个 等 腰 三 角形 ,这 就 成 为 一 个 等 腰 三 角形 
的 判定 问题 . 叉 因 为 已 知 五 ,C.F 城 一 直线 ,图 形 中 出 现 了 这 个 要 
证 明 的 等 腰 三 角形 的 顶 角 的 外 角 ， 所 以 问题 就 成 为 要 证 AC 一 FC 
的 等 价 性 质 人 ECA 二 2 人 F( 如 图 3* 83). 1 

现在 要 证 明 一 个 角 是 另 一 个 角 的 两 倍 ， 训 可 以 根据 角 的 信 半 
关系 的 定义 ,将 大 的 角 两 等 分 ,也 就 是 作 
人 ECA 的 角 平 分 线 交 .BD 于 G( 如 图 3。 
84) 后 ,应 证 人 GCE 一 公所 ,由 于 我 们 作出 了 
一 条 角 平 分 线 , 而 要 证 明 的 是 一 个 等 腰 三 角 
形 , 所 以 就 出 现 了 角 平 分 线 和 等 腰 三 角形 的 
组 合 关系 ,从 而 就 一 定 出 现 一 组 平行 线 , 所 
以 问题 实质 上 就 成 为 要 证 CGV FA. 由 于 
CG.F4 这 一 组 要 证 明 的 平行 线 , 也 可 以 看 
作 是 被 BC 所 截 ,所 以 问题 就 成 为 要 证 ”图 3* 84 
ZAHB= LGCB. 

由 条 件 四 边 形 ABCD 是 矩形 ， ,4DABC 和 AH 平分 人 BAD， 


可 得 LAHB LHAD= 坟 人 BAD 一 45*， ,所 以 问题 就 是 要 证 
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和 


LGCB 也 是 45"， 就 是 要 证 LGCB 
GCD,. 由 于 我 们 已 经 作出 LGCO 
了 人 GCE, 所 以 问题 又 成 为 要 证 人 BCO = 
人 DCE. 由 条 件 CE | BD,CE 就 是 直角 
入 BDC 的 斜 边 上 的 高 (如 图 3，85), 应 用 
直角 三 角形 斜 边 上 的 高 的 基本 图 形 的 性 质 
可 得 DCE = 人 DBC, 而 应 用 和 矩形 的 性 质 
又 可 得 0B = OC,.LOBC = 人 BCO, 所 以 
BCO= 人 DCE 可 以 证 明 , 从 而 可 完成 分 图 3。85 
析 . - 


t 





第 三 节 等 腰 三 角形 中 的 重要 线段 


【分 析 方 法 导 引 ] 

当 几 何 问题 中 出 现 了 等 大 三 角形 中 的 下 列 三 条 
忻 之 一 :项 角 的 角 平 分 线 , 底 边 上 的 离 , 底 边 的 中 点 
或 出 现 了 一 线段 (将 其 看 作 是 某 三 角形 的 一 条 边 ) 二 
的 高 .中 线 或 所 对 角 的 角 平 分 线 中 的 两 条 重合 在 一 
起 时 ,就 可 以 想到 要 应 用 等 厌 三 角形 中 重要 线段 的 
基本 图 形 进行 证 明 . 这 时 总 共 可 出 现 六 种 可 能 情况 ， 
就 可 按 每 一 种 情况 分 别 讨论 完成 基本 图 形 的 添加 . 
接 下 来 就 可 以 根据 基本 图 形 的 四 个 基本 性 质 所 具有 
的 两 两 等 价 性 完成 分 析 . 即 在 这 四 个 基本 性 质 中 ,只 
要 有 两 个 成 立 ,就 必定 可 以 推 得 另外 两 个 成 立 . 在 分 
析 中 一 般 的 情况 是 ,四 个 性 质 中 有 一 个 是 要 证 明 的 
结论 ,有 一 个 是 已 经 给 出 的 条 件 , 从 而 要 证 明 结论 成 
立 , 就 应 转 而 证 明 另外 两 个 性 质 中 的 一 个 ,只 要 其 中 
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的 一 个 性 质 获 证 , 那 就 可 以 根据 两 两 等 价 性 推 得 结 
论 成 立 . 由 于 在 上 述 分 析 过 程 中 要 在 两 个 性 质 中 选 
择 证 明 一 个 ,所 以 必然 也 就 出 现 了 分 析 上 的 两 种 可 


能 性 . 


例 23 如 图 3，86, 已 知 : 人 和信 ABC 中 ,4B=AC,CD 是 边 4B 


上 的 高 . 
求证 ;人 BCD= 地 人 4. 


分 析 : 本 题 要 证 明 的 结论 BCD 一 去 人 4, 是 
两 个 角 之 间 的 倍 半 关 系 , 所 以 可 以 根据 两 个 角 的 
倍 半 关 系 的 定义 将 大 的 角 两 等 分 后 ,证 明 大 的 角 
的 一 半 和 小 的 角 相 等 ,于 是 可 作 一 B4C 的 角 平 分 
线 交 BC 于 EE( 如 图 3。87) ,问题 就 转化 为 应 证 
LBAE= /BCD. 

然而 在 作出 了 一 B4C 的 角 平 分 线 4AE 后 ,由 
于 已 知 48B== 4C, 所 以 就 出 现 了 AE 是 等 腰 
入 4ABC 的 顶 角 的 平分 线 , 所 以 就 可 以 应 用 等 腰 三 
角形 中 的 重要 线段 这 个 基本 图 形 的 性 质 得 AE_ 上 
BC, 进 一 步 又 可 得 BA4 天 十 一 有 一 90", 而 由 CD 上 
AB, 还 可 得 人 人 BCD 十 人 B==90", 所 以 人 BAE = 
BCD 就 可 以 证 明 . 

在 上 述 分 析 中 ,在 得 到 AE | BC, 人 人 AEC = 


图 3: 87 


90" 后 ,也 可 以 再 由 4B LDC, 人 ADC 一 90", 得 A、D、E\C 四 点 共 
融 , 那 么 应 用 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 ,也 可 以 直接 推 得 人 BAE 


= 人 BCD. 


本 题 在 根据 两 个 角 的 倍 半 关 系 的 定义 进行 分 析 时 ,也 可 以 考 
虑 另 一 种 可 能 性 ,就 是 作出 小 的 角 的 两 倍 角 , 再 证 明 所 得 到 的 角 和 
大 的 角 相 等 ,于 是 作 人 BCE = 人 BCD, 然 后 就 要 证 明和 人 DCE = 


ea。 88。 





芝 A. 在 作 和 BCE 一 人 BCD 时 ,当然 会 遇 到 一 个 问 
题 , 就 是 CE 应 作 多 长 ? 由 于 人 BCE 和 人 BCD 是 - 
关于 BC 成 轴 对 称 的 ,所 以 可 添加 一 对 轴 对 称 型 A 
的 全 等 三 角形 进行 证 明 , 于 是 根据 图 形 的 轴 对 称 
性 可 取 CE 二 CD. 这 样 又 出 现 了 它们 是 两 条 具有 
公共 端点 的 相等 线段 ,它们 就 可 以 组 成 一 个 等 腰 
三 角形 ,而 这 个 等 腰 三 角形 目前 只 有 两 条 腰 ,而 没 
有 底 边 ,所 以 应 将 底 边 添上 ,也 就 是 连结 DE( 如 图 Fi 一” 
3 。88). 这 样 在 这 个 等 腰 ACDE 中 ,又 出 现 了 CB “ 
是 项 角 的 角 平 分 线 , 所 以 就 可 以 应 用 等 腰 三 角形 。 图 3 3 
中 的 重要 线段 的 基本 图 形 , 实 质 上 也 就 是 一 对 轴 对 称 型 的 全 等 三 
角形 的 性 质 进行 证 明 , 于 是 就 可 以 由 CD=CE 和 人 DCB = 
ECB ,并 设 DE 与 BC 的 交点 为 后 , 推 得 CF DF. 青 由 条 件 
ZCDB 二 90*, 所 以 DF 就 是 直角 人 ABCD 的 斜 边 上 的 高 ,应 用 直角 
三 角形 斜 边 上 的 高 的 基本 图 形 的 性 质 ,可 得 人 CDF = 人 B, 那 么 在 
A4BC 和 人 CDE 中 ,首先 它们 都 是 等 腰 三 角形 , 且 它 们 的 底 角 
(LCDF 和 一 B) 相 等 ,所 以 它们 的 顶 角 也 必定 相等 ,分 析 即 可 完 
成 . 1 

例 24 如 图 3.。89, 已 知 : 乙 4BCD 
中 ,以 4 为 圆心 ,4B 的 长 为 半径 作 @4 交 . 
BC.、AD 于 EF; 交 BA 的 延长 线 于 G,EG 
交 4D 于 五 . 

求证 :EH=GH. 

分 析 : 本 题 的 条 件 中 出 现 了 BG 是 @4 
的 直径 ,所 以 就 想到 要 应 用 直径 的 性 质 ,也 
就 是 半圆 上 的 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 进 
行 证 明 , 于 是 就 可 得 人 BEG=- 90". 而 已 知 四 边 形 4BCP 是 平行 四 
边 形 ,A4D/N BC, 所 以 人 LAHG= 人 人 BEG 一 90 而 现在 要 证 的 结论 

. 89 . 
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是 EH==GH ,出 现 了 EG 边 上 的 高 和 中 线 
重合 ,也 就 是 出 现 了 线段 EG 的 垂直 平分 
线 ,所 以 可 添加 等 腰 三 角形 中 的 重要 线段 
这 个 基本 图 形 进 行 证 明 , 添 加 的 方法 是 将 
等 腰 三 角形 的 腰 添 上 ,于 是 连结 AE( 如 图 
3。90), 由 于 4E 和 4C 都 是 @4 的 半径 ， 
所 以 AE=AG, 再 加 上 AH LEG, 当 然 就 
可 以 推 得 EH=GH. . 

本 题 的 分 析 也 可 以 从 已 知 的 加 的 条 件 
开始 ,因为 圆 内 不 在 一 直线 上 的 两 条 半径 
可 以 组 成 一 个 等 腰 三 角形 ,同时 在 图 形 中 
过 万 点 的 半径 尚未 出 现 ,所 以 可 首先 将 半 
径 4E 添上 (如 图 3。91), 这 样 4B 和 AE 
这 两 条 半径 就 成 为 由 同一 点 4 发 出 的 两 条 
相等 线段 ,它们 就 可 以 组 成 一 个 等 腰 三 角 
形 , 又 因为 条 件 中 给 出 AD/ BC ,就 构成 了 
等 腰 三 角形 和 平行 线 的 组 合 关系 ,这 样 就 
必然 会 出 现 角 平分 线 , 于 是 由 4B 二 AE, 得 人 B= 二 人 AEB, 由 4AD 
WBC, 得 人 B= 人 GAD, 人 AEB 一 人 EAD, 从 而 进一步 推 得 
LGAD 二 人 EAD. 义 因为 4G 和 hE 也 是 同 圆 的 两 条 半径 ,它们 
也 可 以 组 成 等 腰 A4EG, 而 4H 是 顶 角 的 角 平 分 线 ,所 以 应 用 等 
腰 三 角形 中 重要 线段 的 基本 图 形 性 质 也 
就 可 以 证 明 EH=GH. A F D 

例 25 如 图 3。，92, 已 知 : 口 4BCD E 
中 ,4D 一 24B,CE | 4B, 垂 足 是 EE,F 是 
AD 的 中 点 .求证 :EFD=3 人 AEF. 加 

分 析 : 本 题 要 证 明 的 结论 人 EFD==3 图 3.92 .. 
4EF 是 两 个 角 之 间 的 三 倍 角 关系 ,所 以 可 根据 角 的 三 倍 关系 的 
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定义 ,将 大 的 角 , 即 二 BEFD. 三 等 分 ,然后 证 明 其 中 的 一 个 角 与 
AEF 相等 . 在 具体 等 分 时 ,可 逐次 进 
行 . 于 是 先 作 人 EFG = 二 人 AEF 且 交 EC | 
于 G( 如 图 3. 93), 由 于 这 两 个 角 可 以 看 ef 7 
作 是 A4B、FG 被 EF 所 截 得 到 的 一 组 内 错 | 六 六 / 
角 , 所 以 就 可 得 FGV 4B, 而 已 知 4B 上 .4 .5 
EC, 就 可 推 得 FGLEC.、 图 3 93 

在 得 到 了 FG//AB 后 后 ,由 条 件 AB//DC 入 是 AD 的 中 点 ， 
就 出 现 了 FG 应 是 梯形 AECD 的 中 位 线 ， 于 是 就 可 由 FG/AB 和 和 
AF= 二 DF 推 得 EC=CC， 但 我 们 已 有 FG LEC， 这样 就 出 现 了 一 边 
EC 上 的 高 和 中 线 重合 的 条 件 , 所 以 就 可 应 . 
用 等 腰 三 角形 中 的 重要 线段 的 基本 图 形 的 4 Fp DD 
性 质 进行 证 明 . 由 于 这 个 等 腰 三 角形 的 一 条 EA 
腰 尚 未 出 现 ,所 以 应 先 将 这 条 腰 添 上 ,也 就 A 
是 连接 FC( 如 图 3" 94), 即 可 得 FE=FC， © 
LCFG= 人 EFG. 这样 实际 上 我 们 已 证 明了 图 3 94 
LEFC 是 人 AEF 的 两 倍 ， 所 以 接 下 来 的 问题 就 是 要 证 明 剩 下 来 
的 这 个 角 芝 CFD 也 等 于 人 AEF. 

现在 的 问题 实质 上 也 就 是 要 证 全 CE 了 一 二 CFG ,也 就 是 FC 
是 DFG 的 角 平 分 线 . 由 于 我 们 已 经 证 明 FGNDC, 所 以 在 这 里 
又 出 现 了 一 次 角 平 分 线 和 平行 线 的 组 合 关 
系 :所 以 必定 出 现 一 个 等 腰 三 角形 的 基本 图 4 Fr Dp 


形 ,由 于 DC/FG 是 角 的 一 边 的 平行 线 , 所 a 
以 它 应 和 角 的 另 一 边 以 及 角 平分 线 相交 组 /A 
成 等 腰 三 角形 ,于 是 就 可 找到 这 个 等 腰 三 角 “ 人 

. 形 应 是 人 DFC (如 图 3 95). 而 现在 FC 是 图 3.95 
_LDFG 的 角 平分 线 是 要 证 明 的 结论 ,所 以 就 要 先 证 明 这 个 三 角形 


是 等 腰 三 角形 ,也 就 是 要 证 明 DF 一 DC， 由 条 件 4D=24B 一 
as。 DO1。 





2DC, 且 下 是 .4D 的 中 点 ,4D=2DP, 所 以 DF= PC 可 以 证 明 ， 分 
析 也 就 能 够 完成 . 

例 26 如 图 3. 96, 已 知 :4B、CD 是 
Q@O 的 直径 ,4 LCD,E 是 AD 上 的 一 点 ,F 
是 OD 上 的 一 点 ;EF= EO, EF. EO 的 延长 
线 交 @OO 于 G .已 .求证 ， BG=3 BH. 

分 析 : 本 题 要 证 明 的 是 两 条 弧 之 间 的 倍 
数 ( 数 量 ) 关 系 ,解决 弧 之 间 的 数量 关系 的 基 
本 方法 是 将 问题 转化 成 与 加 有 关 的 角 之 间 
的 数量 关系 来 讨论 . 

_ 由 于 8 及 所 对 的 圆心 角 是 人 BORH, 所 以 
对 BG 也 可 讨论 相应 的 贺 心 角 ， 而 这 个 圆心 
角 在 图 形 中 尚未 出 现 ， 因此 就 应 先 将 这 个 贺 
心 角 添上 ,也 就 是 连结 OG( 如 图 3 . 97) ,这 
样 问 题 就 转化 为 要 证 明志 BOC 一 3 一 BO 万 . 

在 连结 了 OC 后 ,由 于 OG 和 OF 是 同 
圆 的 两 条 半径 ,是 两 条 具有 公共 端点 O 的 
相等 线段 ,所 以 它们 可 组 碱 一 个 等 腰 三 角 
形 . 又 因为 E.O、H 成 一 直线 ,出 现 了 这 个 
等 腰 三 角形 的 顶 角 的 外 角 , 所 以 应 用 等 腰 三 
角形 的 基本 图 形 的 性 质 可 得 人 GOH = 二 2 人 OEF ,由 于 这 里 出 现 了 
了 GOH, 所 以 要 证 明 的 结论 也 可 转化 成 和 GOH 的 关系 式 , 也 就 是 
人 GOHRH =4 人 BOH ,比较 这 两 个 关系 式 ,可 知 问题 就 转化 为 要 证 
人 OEF= 二 2 人 BOH. 这 是 两 个 角 之 间 的 售 半 关系 ,所 以 可 根据 两 个 
角 的 倍 半 关 系 的 定义 ,将 大 的 角 二 等 分 以 后 ,证 明 它 的 一 半 和 小 的 
角 相 等 . 于 是 作 人 OEF 的 平分 线 EM 交 OD 于 M( 如 图 3。 98)， 
然后 应 证 人 OEM== 人 BOH. 而 在 作 了 人 OEF 的 角 平 分 线 以 后 ,由 
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于 条 件 中 给 出 了 EF = EO, 所 以 就 出 现 
了 等 腰 三 角形 的 顶 角 的 平分 线 , 从 而 就 
可 以 应 用 等 腰 三 角形 中 重要 线段 这 个 基 
本 图 形 的 性 质 进行 证 明 , 于 是 由 EF = 
EO 和 EM 平分 人 OEF, 即 可 推 得 EM 上 | 
OD, 而 已 知 4B | CD, 所 以 EM / 4B. 
而 现在 要 证 明 相 等 的 这 两 个 角 , 即 
人 OEM 和 人 BOH 是 EM 和 AB 这 一 组 图 3。98 

平行 线 被 EH 所 截 得 到 的 一 组 同位 角 , 当 然 相 等 ,所 以 分 析 可 以 
完成 . 

本 题 由 于 条 件 给 出 4B、EH 都 是 直径 ,所 以 人 A4OE = 
人 BOH,AE=BH 有 ,所 以 问题 也 可 转化 为 证 8G 二 3 AE. 由 于 AE 所 
对 的 图 心 角 乙 4OE 已 经 出 现 ,所 以 也 应 将 8G 所 对 的 圆心 角 作出 ， 
于 是 连结 OG ,那么 问题 就 转化 为 应 证 全 BOG=3 一 4OF. 

由 条 件 A4.O、B 成 一 直线 ， 人 BOG 可 以 
看 成 是 一 个 三 角形 的 外 和 角 , 但 图 形 中 这 个 三 
角形 尚 不 完整 ,所 以 应 先 将 三 角形 添 出 ,也 就 
是 延长 GE 交 04 的 延长 线 于 天 (如 图 3。 
99), 即 可 得 BOG== 人 G+ 二 人民 . 又 因为 已 知 ” 
开 F 一 EO, 上 且 一 KKOF 一 90", 所 以 OE 就 应 是 直 
角 三 角形 KFO 的 斜 边 上 的 中 线 , 于 是 就 可 应 ， 
用 直角 三 角形 斜 边 上 的 中 线 的 基本 图 形 的 性 
质 进行 证 明 . 也 就 是 由 EF 二 EO, 可 得 人 EFO 图 3，99 
二 人 人 EOF, 叉 因 为 人 KOF=90°, 又 可 得 人 <K== 人 E04h,EK = EO， 
ZFEO=2/K. 

又 因为 OK 和 OE 是 ©O 的 两 条 半径 ， 它们 可 以 组 成 一 个 等 
腰 三 角形 ,应 用 等 腰 三 角形 的 性 质 又 可 得 人 LG 二 人 GEO, 从 而 就 可 
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得 LBOG= LG+ 人 人 K= LGEO+ 人 K= 2LK+LK= 3ZK 
=3/ AOF. 

例 27 如 图 3， 100， 已 知 ， XY 是 ©O 外 一 直线 ,OA.LXY, 垂 
足 是 4, 过 4 作 @O 的 割 线 交 OO 于 B.C, 过 B.C 分 别 作 0O 的 
切线 交 XY 于 DE. 求 证 :AD= AE. 





图 3。100 图 3。101 

分 析 : 由 结论 AD= AE 和 条 件 OALDE, 就 出 现 了 边 DE 上 
的 高 和 中 线 重合 的 关系 ,从 而 就 可 应 用 等 腰 三 角形 中 重要 线段 这 
个 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 应 用 或 添加 的 方法 是 将 等 腰 三 角形 
的 腰 添 上 ,于 是 连结 OD.OE( 如 图 3， 101), 间 题 就 成 为 要 证 明 
OD=OE 或 人 和 DOA= 人 EOA. 

若 考虑 证 明 OD 二 OE, 则 由 于 
条 件 中 还 出 现 BD.CE 是 @O 的 切 
形 中 ,过 切 点 的 半径 尚未 作出 ,所 以 
首先 应 将 半径 添上 ,于 是 连结 OB、 
OC (如 图 3，102), 可 得 人 OBD= 
JOCE = 90°, 而 OB、OC 都 是 OO 
的 半径 ,当然 相等 ,所 以 就 出 现 了 由 
同一 点 O 发 出 的 两 组 相等 线段 , 当 
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它们 两 两 交 成 等 角 时 ,就 会 出 现 一 对 旋转 型 全 等 三 角形 . 由 于 它们 
两 两 组 成 人 ODB 和 AOFC, 在 这 两 
个 三 角形 中 ,已 经 出 现 了 LOBD= 
人 OCE 二 90°, 所 以 这 两 个 三 角形 必定 
全 等 . 而 要 证 明 这 两 个 三 角形 全 等 ， 
还 需要 证 明 一 组 对 应 边 或 对 应 角 相 
等 . 由 于 一 对 旋转 型 全 等 三 角形 必定 
同时 出 现 两 个 圆 内 接 四 边 形 ,所 以 可 
先 考虑 证 明 一 组 对 应 角 相 等 .于 是 由 
芝 OCE = 90° 和 条 件 中 给 出 的 人 OAE 
二 90°", 可 得 O、.4、E\C 四 点 共 图 (如 图 3.。103), 人 OEC= 人 OAC， 
根据 类 似 的 道理 ,由 OBD= AOAD==90°, 可 得 O、D、A、B 四 点 
共 圆 , ZODB= 二 人 OAB, 从 而 就 可 以 证 明 人 ODB= 人 OEC ,分 析 也 
就 完成 . 
在 证 明 OD 二 OE 时 ,也 可 以 作为 一 个 等 腰 三 角形 的 判定 问 
题 ,而 转化 为 证 明 OPD=OF 的 等 价 性 质 了 ODE 二 人 OED. 这 样 由 
条 件 中 出 现 的 两 条 切线 ,就 可 以 应 用 
切线 的 性 质 连 结 GB、OC 后 ,可 得 
OBD= 人 OCE = 90°, 并 进一步 可 
得 O、A、E、C 四 点 共 圆 , 人 OEA4 = 
LOCA 和 O、D.、4、B 四 点 共 贺 ， 
ZODA = LOBC, 但 LOCA 和 
人 OBC 是 等 采 人 OBC 的 两 个 底 角 ， 
当然 相等 ,所 以 人 ODE= AOED 也 
就 可 以 证 明 ( 如 图 3。104). 
若 考 虑 证 明 攻 DOA== 人 EOAh, 则 由 条 件 中 出 现 的 切线 想到 要 
应 用 切线 的 性 质 ,于 是 连结 OB、OC 后 ,可 得 人 OCE= 二 人 OAE== 
90",O、4A.E.C 四 点 共 圆 ,人 EOA= 人 ECA 和 O、D、A、B 四 点 共 
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图 3。103 





多 3。104 








圆 , DO4= DB4, 这 样 问题 就 转 
化 成 要 证 人 ECA 一 人 DBA, 由 条 件 
EC 与 9O 相 切 于 C,CB 是 过 切 点 的 
弦 , LECB 是 弦 切 角 , 而且 DB 与 
@O 相 切 于 8,BC 也 是 过 切 点 的 弦 ， 
DBA 的 补 角 是 弦 切 角 , 所 以 
LDBA 的 对 巴 角 也 是 弦 切 角 , 于 是 
延长 DB 交 EC 于 FF, 则 人 FBC = 
DBA, 而 人 FBC 和 人 FCB 是 夹 同 
一 条 弧 即 BC 的 弦 切 角 , 当 然 相等 ,分 析 即 可 完成 (如 图 3" 105). 

例 28 如 图 3。106, 已 知 : 4B 是 ©O 的 直径 ,CD 是 弦 , 且 
CD | AB 垂 足 是 玉 ,F 是 CA 的 延长 线 上 一 点 , 且 AF 二 AC. 求 证: 
CF .CA=AB. DF. | 


图 3。106 图 3。107 

分 析 : 本题 的 条 件 中 出 现 了 4B 是 ©O 的 直径 ,CD 是 弦 且 
CD145, 所 以 就 可 应 用 垂 径 定理 得 CE=DE. 

又 因为 条 件 中 还 出 现 4 是 CF 的 中 点 ,这 样 就 出 现 了 两 个 中 
点 ,是 多 个 中 点 问题 ,就 可 以 应 用 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 
进行 证 明 ( 如 图 3，107), 于 是 就 可 得 AE//FD. 

再 由 条 件 4B 是 @O 的 直径 ,C 是 半圆 上 的 一 点 ,就 可 以 应 用 
直径 所 对 的 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 , 但 图 形 中 这 个 半 
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图 3。105 





圆 上 的 圆周 角 尚 未 出 现 ,所 以 应 先 将 
这 个 圆周 角 添 出 ,也 就 是 连结 BC ,可 
得 人 A4CB 二 90"( 如 图 3。108). 

”由 于 我 们 要 证 明 的 结论 CF .CA 
一 40B，DP ,经 过 描 图 以 后 ,我 们 可 以 
发 现 它们 两 两 组 成 人 ACB 和 AFDC， 
且 结 论 就 是 它们 的 对 应 边 之 间 的 比例 
关系 ,所 以 问题 可 转化 为 证 明 这 两 个 
三 角形 相似 . 由 我 们 已 经 证 明 的 性 质 4B// FD, 可 得 人 CAB 二 
LDFC, LCDF= LCEA=90°, 所 以 人 ACB= FDC=90", 从 而 
就 可 以 证 明和 信 ACBc2 人 入 FDC ,分 析 就 可 以 完成 . 

例 29 如 图 3. 109, 已 知 :A4BC 中 ,人 C==90°, 以 AC 为 直 





图 3。108 





图 3 .109 


径 的 @O 交 4B8 十 D,DE/CA 交 ®O 于 E,EKFJ]AC 交 O 于 
FF. 求证 :AF*=AD .BD. | . 

分 析 : 本 题 条 件 中 出 现 4C 是 @Q 的 直径 ,DD 是 半圆 上 的 点 ， 
所 以 可 应 用 直径 所 对 的 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 由 于 
图 形 中 尚未 出 现 这 个 圆周 角 , 所 以 应 先 将 这 个 圆周 角 添 出 ,也 即 连 
结 CD( 如 图 3，110), 就 可 得 人 CDA==90°. 

由 条 件 公 4CB 二 90°, 这 样 就 出 现 了 CD 是 Ri: 八 ABC 的 斜 边 
上 的 高 ,从 而 就 可 以 应 用 直角 三 角形 斜 边 上 的 高 的 基本 图 形 的 性 
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质 进 行 证 明 ( 如 图 3. 111). 于 是 应 用 射影 定 
理 可 得 CD:= 4D . BD, 将 这 一 性 质 与 结论 
进行 比较 ,可 得 问题 就 转化 为 要 证 AF =CD. 

由 条 件 .4C 是 ©O 的 直径 , EF 是 弦 且 
EF |A4C, 出 现 了 垂直 于 弦 的 直径 ,所 以 就 可 
以 应 用 垂 径 定理 得 4 一 4 尼 , 由 条 件 DEV 
CA, 又 可 得 AE=CD, 所 以 AF 就 和 CD 相等 ， 
也 就 可 以 证 明 AF==CD. 





第 四 节 ” 角 平 分 线 和 垂 线 的 组 合 图 形 


【分 析 方 法 导 引 ] 
当 几 何 问题 中 ,出 现 了 角 平 分 线 和 向 角 平 分 线 
所 作 的 垂 线 的 时 候 ,就 要 想到 可 应 用 等 厦 三 角形 中 
重要 线段 的 基本 图 形 进行 征明 . 
若 角 不 分 线 的 垂 线 没有 过 角 的 顶点 时 ,可 直接 
将 角 平 分 线 的 手 线 延长 到 与 角 的 两 边 相 交 , 构 成 等 
厦 三 角形 中 重要 线段 的 基本 图 形 ,然后 再 应 用 一 次 
轴 对 称 型 全 等 三 角形 来 完成 分 析 . 
若 角 平分 线 的 垂 线 经 过 角 的 顶点 时 , 则 频 将 角 
平分 线 的 垂 线 作 平 行 移动 ,使 它 离开 角 的 顶点 ,然后 
再 与 角 的 两 边 相 交 构 成 等 厦 三 角形 中 的 重要 线段 的 
基本 图 形 . 
例 30 如 图 3 .112, 已 知 :人 4BC 中 ,人 4 一 90",4AB==AC， 
BD 是 角 平 分 线 ,CELBD 垂 足 是 E. 求 证 :BD 一 2CE. 
分 析 : 本 题 的 条 件 中 出 现 了 BD 是 角 平 分 线 和 CE 1BD ,就 构 
成 了 角 平 分 线 和 向 角 平 分 线 所 作 的 垂 线 之 间 的 组 合 关系 ,所 以 必 
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定 构成 一 个 等 腰 三 角形 的 基本 图 形 . 由 于 这 
个 等 腰 三 角形 是 由 角 平 分 线 的 垂 线 和 角 的 : 
两 边 相 交 得 到 的 ,而 现在 这 条 角 平 分 线 的 垂 A 


线 CE 还 仅仅 是 和 和 角 的 一 边 BC 相交 ,所 以 DF 
应 将 它 延长 到 和 另 一 边 B4 也 相交 ,于 是 延 
长 CE 交 BA4 的 延长 线 于 (如 图 3.113)，? 5 


即 可 得 人 BFE 呈 入 BCE,FE 一 CE. 而 问题 : 图 3.112 
要 证 明 的 结论 是 BD=2CE, 而 现在 已 经 得 
到 的 是 FC 二 2CE, 所 以 问题 就 成 为 要 证 BD 
=CF. A 

由 于 现在 这 两 条 要 证 明 相等 的 线段 DAE 
BD 和 CF 可 以 分 别 看 作 是 RE 人 BDA 和 Rt 
ACF4 的 斜 边 , 且 已 知 这 两 个 直角 三 角形 8 
的 一 条 直角 边 BA 和 C4 是 相等 的 ,所 以 这 图 3。113 
两 个 三 角形 必定 全 等 (如 图 3。 114). 当然 在 
证 明 这 两 个 三 角形 全 等 时 , BD= CR 这 一 性 


质 是 不 能 用 的 ,所 以 还 要 另外 证 明 一 个 性 质 . 4 

由 于 条 件 给 出 了 和 人 BEA 一 90", 所 以 人 DBA DAN 
十 ZF 二 90°, 同 样 道理 由 人 CAF = 90", 可 得 人 
LFCA+ 人 LF= 二 90", 从 而 可 推 得 人 DBA= 8 c 


FCA, 这 两 个 三 角形 全 等 就 可 以 证 明 , 分 析 图 3 114 
也 就 完成 . 
例 31 如 图 3，115, 已 知 :人 ABC 中 ,BD、CE 是 角 平 分 线 ， 
AF LCE. AG.LBD, 亚 足 分 别 是 玉 、 G. | 
求证 ; (1)FG/ BC; (2)FG=(AB+AC— BC). 
入 析 , 本 题名 件 中 出 现 了 两 条 角 平 分 线 和 两 条 角 平 分 线 的 生 
线 , 所 以 它们 就 构成 了 角 平 分 线 和 向 角 平 分 线 所 作 的 垂 线 之 间 的 
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组 合 关 系 , 也 就 必定 得 到 一 个 等 腰 三 
角形 的 基本 图 形 . 找 这 个 等 腰 三 角形 
的 方法 是 将 角 平 分 线 的 垂 线 延 长 到 
和 和 角 的 两 边 相交 . 

如 果 我 们 先 讨 论 角 平分 线 BD 
和 BD 的 垂 线 AG, 那 么 延长 AG 交 
BC 于 已 后 ,就 可 得 人 B4 万 = 
BF4,B4 一 5 和 4G= 厂 G. 根 
据 同 样 的 道理 ,延长 AF 交 BC 于 
后 ,可 得 A4C= KC,AF 二 KF (如 图 3 
。116). 

现在 由 G 是 A 的 中 点 入 是 
AK 的 中 点 ,就 出 现 了 两 个 中 点 ,是 多 
个 中 点 问题 ,就 可 以 应 用 三 角形 中 位 图 3.。116 
线 的 基本 图 形 进 行 证 明 . 由 于 已 知 中 点 下.G 所 在 的 线段 AK、AH 
有 公共 端点 4, 可 以 组 成 人 AKH ,所 以 FG 这 两 个 中 点 的 连 线 就 
是 这 个 三 角形 的 中 位 线 ,所 以 就 得 到 FG//KH ,FG 一 亡 KH. 由 此 
即 可 证 明 FG/ BC. 对 于 第 二 个 结论 可 与 上 述 等 量 关 系 进行 比较 ， 
可 知 问题 就 是 要 证 AB 十 AC 一 BC= . 
KH, 由 于 AB 十 AC 一 BC=BH+CK 
—BC=BH+(KH+CH)— BC= A 
(BH+CH)+KH—BC=KH, 所 以 分 E D 
析 可 以 完成 . 

对 于 这 个 问题 的 第 一 个 结论 ,由 于 
这 是 两 条 平行 线 的 判定 问题 ,从 而 可 以 
应 用 平行 线 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 
明 . 由 FG、BC 被 BD( 或 CE) 所 截 ,问题 就 可 证 人 1 二 人 2( 如 图 3 





图 3。117 
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。117). 
车 设 BD、CE 的 交点 为 了 , 则 由 条 件 ZA4FT 王 4CT 一 90" ,可 
得 A、FT.G 四 点 共 圆 ,于 是 就 可 应 用 
圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 进 行 证 明 , 所 : 
以 连结 47( 如 图 3。118) , 即 可 得 一 1 一 
3, 这 样 问题 就 转化 成 为 要 证 明 人 2= 
43. 
由 条 件 BD、.CE 是 角 平 分 线 ,所 以 
7 是 A4BC 的 内 心 ,47 就 成 为 和 和 BAC 
的 平分 线 ,3 名 成 为 B41 也 就 是 二 


LA 的 一 部 分 ,而 二 2 又 是 二 人 B, 所 以 想到 要 应 用 三 角形 的 三 
内 的 半角 关系 来 进行 分 析 于 23 D425 
十 ZB 十 站 人 A+ 吉 LC 一 90", 从 而 应 证 明 的 结论 人 2 一 人 3 就 可 


以 转化 为 要 证 明 2 了 2 十 人 4 十 人 5 二 90%. 而 由 条 件 4F CE, 所 以 
4 十 4EF 一 90", 比 较 这 两 个 关系 ,可 得 问题 成 为 要 证 2 人 2 十 
/5 二 人 AEF. 由 于 A.E、B 成 一 直线 ,人 AEF 可 以 看 成 是 人 人 BEC 
的 一 个 外 角 , 所 以 应 用 三 角形 外 角 定 理 即 可 证 明 人 AEF= 和 人 EBC 
十 人 ECB=2 人 2 十 人 5, 分 析 就 可 以 完成 . 

例 32 如 图 3，119, 已 知 :BD、CE 
是 和信 ABC 的 人 B、 人 ZC 的 外 角 平 分 线 ， A 
AF ] BD、AG J CE,F\G 是 算 足 . 





D E 
求证 : (1) FG/ BC; (2) FPC 于 、 
和信 4BC 的 周 长 . 
分 析 : 本 题 的 条 件 中 出 现 了 BDCE 3 ° 
是 一 B、Z~C 的 外 角 平 分 线 和 AF、A4G 是 图 3 119 


向 角 平 分 线 所 作 的 垂 线 ， 就 构成 了 角 平 分 线 和 向 角 平 分 线 所 作 的 
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垂 线 之 间 的 组 合 关系 ,所 以 就 一 定 出 现 一 个 等 腰 三 角形 的 基本 图 
形 . 由 于 这 个 等 腰 三 角形 是 由 角 平 分 线 的 垂 线 和 角 的 两 边 相 交 得 
到 的 ,而 现在 图 形 中 的 这 两 条 垂 线 都 还 没有 和 角 的 第 二 条 边 相交 ， 
所 以 应 将 它们 延长 到 相交 , 即 延长 AF 

交 CB 的 延长 线 于 天 ,可 得 人 4BP 2e 4 

人 KBF,BA 一 BK 和 FA=FK. 根据 同 
样 的 道理 延长 4G 交 BC 的 延长 线 于 及 
已 ,可 得 人 4CG 人 和 HCG,CA=CH 和 yp 
GA 二 GH (如 图 3，120). 这 样 又 出 现 了 K B C 

F.G 分别 是 AK、AH 的 中 点 ,是 多 个 中 图 3 。120 

点 问题 ,所 以 可 应 用 三 角形 的 中 位 线 的 

基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 于 是 即 可 推 得 FG// BC, FG 一 亡 KH 





== 吉 (KB+BC+CH)== 睫 (4B 十 BC 十 AC), 分 析 即 可 完成 


例 33 如 图 3。121, 已 知 : 
A4BC 中 , BE、BF 分 别 是 一 B 和 
ZB 的 外 角 的 角 平 分 线 , AG | BP， 
4 万 | BE, 慌 足 分 别 是 GH, 过 GH 
的 直线 分 别 交 AB、AC 于 M、N. 

求证 : (1) 四 边 形 4AGBH 是 扼 

形 ; 
C2)MN 一 二 BC. 图 3 121 

分 析 : 本 题 条 件 中 出 现 了 BE、BF 分 别 是 人 <B 和 人 B 的 外 角 
的 角 平 分 线 ,所 以 必定 有 BE.LBF, 人 EBF 二 90°, 又 因为 条 件 给 出 
了 AG BG,AHJ」 BH, 人 4GB= AHB=90", 这 样 在 四 边 形 
AGBH 中 就 出 现 了 三 个 内 角 都 是 直角 ,所 以 这 个 四 边 形 必定 是 和 矩 
形 , 且 可 进一步 得 到 A4M==BM 或 MM 是 4AB 的 中 点 . 
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又 因为 BE 是 角 平 分 线 , 且 AH_LBE 是 向 角 平 分 线 所 作 的 垂 
线 , 所 以 就 构成 了 和 角 平 分 线 和 向 角 平 分 线 所 作 垂 线 的 组 合 关系 ,这 
样 也 就 一 定 能 得 到 一 个 等 大 三 角形 的 基本 图 形 , 由 于 这 个 等 腰 三 
角形 应 是 角 平 分 线 的 垂 线 和 角 的 两 边 相 交 得 到 的 ,所 以 应 将 AH 
延长 到 与 角 的 另 一 边 BC 相交 ,于 是 延长 A 晴 交 BC 于 天 , 即 可 得 
入 ABHQAKBH,AH=KH,H 是 AK 的 中 点 ,这 样 又 出 现 了 两 
个 中 点 ,是 多 个 中 点 问题 , 且 M、H 所 在 的 线段 AB、AK 有 公共 端 
点 4, 可 以 组 成 三 角形 ,所 以 应 
用 三 角形 中 位 线 定理 就 可 得 
MH/ BK, 亦 即 MN V BC, 从 
而 就 可 进一步 推 得 AN ==CN， 
MN 一 十 BC( 如 图 3*122). 

本 题 在 证 明了 四 边 形 
AGBH 是 矩形 以 后 ,也 可 以 连 
续 两 次 考虑 角 平 分 线 和 向 角 平 
分 线 所 作 的 垂 线 之 间 的 组 合 关系 以 及 由 此 而 得 到 的 等 腰 三 角形 ， 
从 而 就 应 延长 AG、4B 分 别 交 CB 的 延长 线 和 BC 于 工 .K( 如 图 3 
.122) ,并 得 到 4AG 二 LG,4 厂 =KH ,那么 接 下 来 再 应 用 三 角形 的 
中 位 线 定理 及 其 道 定理 ,也 就 可 以 证 得 MN 一 方 BC， 

本 题 在 证 明了 四 边 形 4GB 已 是 . 
矩形 以 后 ,应 用 矩形 的 性 质 即 可 得 
M 是 4B 的 中 点 ,这 样 要 证 明 MN= 


二 BC, 就 可 以 转化 成 要 证 MN W/ 


BC, 而 已 知 BE 是 人 ABC 的 角 平 分 
线 , 从 而 就 出 现 了 一 次 角 平 分 线 和 平 
行 线 的 组 合 关 系 ,也 就 必定 得 到 一 个 图 3，123 





图 3. 122 








等 腰 三 角形 的 基本 图 形 , 由 于 MN 是 角 的 一 边 BC 的 平行 线 , 所 
以 它 应 和 和 角 的 另 一 边 B4 以 及 角 平 分 线 BE 相交 构成 等 腰 三 角 
形 , 从 而 就 可 找到 这 个 三 角形 应 是 人 MBH (如 图 3. 123) ,显然 应 
用 和 矩形 的 性 质 即 可 得 MB 二 MH, 人 MBH 
二 人 LMHB, 而 已 知人 MBH= 了 HBC; 所 以 


ZMHB= 人 HBC 和 MN /BC 都 可 以 证 A 
明 , 分 析 也 就 可 以 完成 . 起 

例 34 如 图 3.124, 已 知 : 人 A4BC 中 ， LN 
AD 是 角 平 分 线 , 4D 二 AB,CE | AD 交 AD 8 Cc 


的 延长 线 于 E. 求证 :4 一 二 (4B 十 4C)， 
分 析 : 由 条 件 AD 是 角 平 分 线 和 C 天 上 
AD 是 向 角 平 分 线 所 作 的 垂 线 , 就 构成 了 
角 平 分 线 和 向 角 平 分 线 所 作 垂 线 的 组 合 
关系 ,从 而 就 一 定 得 到 一 个 等 腰 三 角形 
的 基本 图 形 . 由 于 这 个 等 腰 三 角形 是 由 
角 平 分 线 的 垂 线 与 角 的 两 边 相 交 得 到 


的 ,而 现在 这 条 CE 尚未 与 角 的 另 一 边 5 c 
AB: 相 交 ,所 以 应 将 它们 延长 到 相交 ,也 2-- 
就 是 延长 CE 并 和 4B 的 延长 线 相交 于 “ 


图 3。125 
FF( 如 图 3。125), 即 可 得 八 AEF 安 


A4EC 和 AF 二 AC、EF==EC. 这 样 要 证 明 的 结论 就 转化 成 为 AE 
= 地 (4B 二 AC) 一 亏 (4B 十 4F), 由 于 图 中 AF 可 以 看 作 是 4B 和 


BF 的 和 ,而 两 个 AB 之 和 又 可 以 和 括号 前 面 的 方 进行 约 分 ,所 以 
结论 又 进一步 转化 为 AE= 上 (AB+AB+BF)=AB+BF. 


由 于 这 个 关系 式 中 出 现 了 十 BF, 从 而 可 根据 线段 倍 半 关 系 的 
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定义 ， 先 将 六 二 BF 作出 ,并 应 能 将 它 接 在 4B 上. 于 是 取 BF 的 中 点 


G, 得 BG= 志 BF,， 从 而 和 欲 证 的 结论 又 进一步 转化 为 AE== 4AB 十 
BG= AG. . 

在 取 了 G 是 BF 的 中 点 后 ,由 于 EE 已 经 证 明 是 CF 的 中 点 ,于 
是 又 出 现 了 多 个 中 点 问题 ,从 而 就 要 应 
用 三 角形 的 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 进 A 


行 证 明 . 由 于 G、E 这 两 个 中 点 所 在 的 线 
眉 PB、FC 具有 公共 端点 ,可 以 组 成 三 /~ 
角形 ,所 以 GE 这 两 个 中 点 的 连 线 就 是 三 ”of = 
角形 的 中 位 线 ,而 现在 图 形 中 是 有 三 角 。 
形 却 没 有 中 位 线 , 所 以 应 将 中 位 线 添上 ， 图 3，126 
也 就 是 连结 EG ,得 EG/BC( 如 图 3. 126). 现在 要 证 明 的 是 AE 
二 AG, 这 是 两 条 具有 公共 端点 的 相等 线段 ,它们 就 可 以 组 成 一 个 
等 腰 三 角形 ,而 EG/ BC, 八 ABD 和 A4GE 相似 .而 人 A4BD 已 知 
是 等 腰 三 角形 ,所 以 AE= 4G 就 可 以 证 明 . 

本 题 在 转化 到 应 证 AE 二 AB 十 方 


BF 以 后 岂可 以 根据 线段 之 问 的 和 差 之 
间 的 道 运算 关系 ,将 同 线 转化 为 线段 的 
差 来 进行 分 析 , 那 就 可 将 上 式 转化 为 AE 
一 48 一 寺 BF, 而 已 知 4B= 4D, 所 以 
AE 一 AB=AE 一 AD= DE ,问题 成 为 应 

证 DE=3BF. 这 是 两 条 线段 之 间 的 倍 
半 关 系 ,从 而 又 可 以 根据 线段 倍 半 关 系 的 定义 ， 将 半 线 段 的 两 倍 作 
出 ,于 是 延长 DE 到 G, 使 EG=DE, 这 样 问题 就 成 为 要 证 明 BF 一 
DG. 而 在 作出 EG 二 DE 后 ;由 于 已 经 证 明 FE 二 CE, 且 FC、DG 在 


E 点 相交 ,这 样 就 出 现 了 两 组 相等 线段 位 于 一 组 对 项 角 的 两 边 上 ， 
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图 3 127 





且 成 一 直线 ,所 以 可 应 用 中 心 对 称 型 的 全 等 三 角形 进行 证 明 , 应 用 
的 方法 是 将 四 个 端点 两 两 连 起 来 ,也 就 是 连接 FG, 即 可 得 八 DCE 
多 人 GFE (如 图 3，127), 并 可 进一步 推 得 FG /DC, 于 是 由 
入 ABDwDA 八 AFG 和 4B= AD, 也 就 可 以 证 明 BF= DG. 

本 题 在 转化 成 要 证 DE 一 方 BF 后 ,这 是 两 条 线段 之 间 的 倍 半 


关系 , 且 由 于 互 是 FC 的 中 点 ,这 个 线段 之 间 的 倍 半 关系 是 和 线段 
的 中 点 发 生 联系 的 ,所 以 可 应 用 三 角形 中 


位 线 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 ,而 应 用 A 
的 方法 就 出 现 了 两 种 可 能 性 : 

若 将 倍 线段 BF 取 作 三 角形 的 边 , 则 。“ LN 
应 将 三 角形 的 中 位 线 添上 ,于 是 取 BC 的 ”3 TC 


、 1 -FE 
中 点 G, 连 接 EG, 可 得 EG/ BF,EG= FF 
BF ,这 样 问题 就 成 为 应 证 EG 二 ED. 而 由 
EG/ Bh, 又 可 得 人 ABDODAEGD( 如 图 3*128), 而 已 知 4B= 
AD, 所 以 EG==ED 就 可 以 证 明 . 

若 将 半 线 段 DE 取 作 三 角形 的 中 位 
线 , 则 应 将 三 角形 的 边 添上 . 这 时 要 使 


图 3。128 


DE 成 为 三 角形 的 中 位 线 ,必须 要 使 D、 A 
E 都 成 为 中 点 ,而 现在 图 形 中 D 还 不 是 

中 点 ,所 以 延长 CB 到 G, 使 DG=DC，, 这 WANN 
样 D、E 就 分 别 成 为 具有 公共 端点 C 的 。 人- 他 

线段 CG、CF 的 中 点 ,所 以 DE 就 是 下 

A 人 CGF 的 中 位 线 , 现 在 图 形 中 是 有 中 位 图 3. 129 


线 而 三 角形 不 完整 ,所 以 应 将 三 角形 的 边 添上 ,也 就 是 连接 GF， 
就 可 得 DE=$GF,DE//GF, 问题 就 转化 为 要 证 BF 二 GF (如 图 3 
。129), 而 由 DE/GF, 又 可 得 人 FBGOAABD, 而 4B 二 4D, 所 


以 BF=GF 就 可 以 证 明 . 
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例 35 如 图 3。130, 已 知 : 信 4BC 中 ,了 B=3LC,AD 是 角 
4 的 平分 线 ,BE | AD, 垂 足 是 EE. 求证 :BE 一 放 (4C 一 AB). 





图 3，130 图 3。131 
分 析 : 本 题 条 件 中 出 现 了 4D 是 角 平分 线 和 BE 上 4D 是 向 角 
平分 线 所 作 的 垂 线 , 就 构成 了 角 平 分 线 和 向 角 平 分 线 所 作 垂 线 的 
组 合 关系 ,从 而 就 可 以 得 到 一 个 等 腰 三 角形 的 基本 图 形 . 由 于 这 个 
等 腰 三 角形 是 由 角 平 分 线 的 垂 线 和 角 的 两 边 相交 得 到 的 ,所 以 延 
长 BE 交 AC 于 F( 如 图 3。131) 后 ,就 可 得 人 ABES 八 AFE,BE 
二 FE,AB 一 AF. 这 样 就 可 进一步 得 到 BE 一 二 BF,4C 一 46 一 4C 


2 
一 AF 二 CF, 问题 也 就 转化 成 为 要 证 
BF=CF. 

由 于 BF 和 CF 应 是 两 条 具有 公 
共 端 点 的 相等 线段 ,它们 可 以 组 成 一 
个 等 腰 三 角形 ,所 以 就 成 为 一 个 等 腰 
三 角形 的 判定 问题 ,于 是 就 可 以 转 而 
证 明 BF 二 CF 的 等 价 性 质 人 FBC = 
ZAC. 由 条 件 Lh4BC = 3 人 LC, 且 
AABC = LABF 十 LFBC, 所 以 
/ABF 十 人 FBC 一 3 人 LC. 另 一 方面 我 们 已 经 证 明了 人 ABF 一 
/AFB, 而 由 A、F.C 成 一 直线 ,又 可 得 人 AFB 是 人 FBC 的 一 个 
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外 角 ; 了 AFB 二 人 FBC 十 人 C, 于 是 就 有 FBC 二 /AC+FBC= 
3 人 LC, 也 就 可 以 证 明了 人 FBC 二 人 C( 如 图 3，132). 

例 36 如 图 3，133, 已 知 ;入 ABC 中 ,AD 是 角 平 分 线 , 巨 是 
BC 的 中 点 ,EF 」AD 交 AD、A4B 的 延长 线 于 FG. 求 证 :AC 一 
AB=2BG. 





图 3。，133 图 3。134 
-分析 :由 条 件 EF 是 向 角 平 分 线 AD 所 作 的 垂 线 , 就 可 以 得 到 
一 个 等 大 三 角形 的 基本 图 形 . 由 于 这 个 等 腰 三 角形 是 由 角 平 分 线 
的 垂 线 与 角 的 两 边 相 交 得 到 的 ,而 EG 尚未 与 角 的 另 一 边 AC 相 
交 , 所 以 延长 GE 交 4C 于 已 ,可 得 人 A4GCF 宇 A4HFRF,4C 一 4 刀 
(如 图 3。134). 这 样 要 证 的 结论 就 成 为 28G==4C 一 4B 二 (4H 十 
CH) 一 (4G 一 8G)==CH 十 BG, 从 而 只 要 证 明 BG=CH. 
由 条 件 BE 二 CE, 上 且 BC.GH 在 EE 
点 相交 ,就 出 现 了 BE.CE 这 两 条 相等 线 
段 是 位 于 一 组 对 顶 角 的 两 边 且 成 一 直 
线 ,从 而 就 可 添加 一 对 中 心 对 称 型 全 等 
三 角形 进行 证 明 , 添 加 的 方法 是 过 端点 
作 平 行 线 . . 
车 考虑 过 端点 B 作 平 行 线 , 则 过 B 5 
作 BK/AC 交 GH 于 ,就 可 得 人 BEK 图 3，135 
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和 和 CEH 全 等 ,于 是 BK=CH (如 图 。135). 而 由 BK// AC、AG 
二 AH 和 和 八 BGKWA 人 AGH， 又 可 以 证 明 BK=BG, 从 而 BG=CH 
就 可 以 得 到 证 明 . ' 





图 3。136 图 3。137 

若 考虑 过 端点 C 作 平 行 线 , 则 过 C 作 CM/GA 交 GH 的 延 
长 线 于 M, 可 得 ABEGSACEM,BG=CM( 如 图 3，136). 再 由 
CM/GA、A4G=AH 又 可 得 人 AGHOACMH,CM 一 CH, 所 以 也 
可 推 得 BG=CH. 

例 37 如 图 3*137, 已 知 ;: 俯 4BC 中 ,4BC 一 2 人 C,4D 是 
角 平 分 线 , 巨 是 BC 的 中 点 ,EF | AD 交 AD、A8B 的 延长 线 于 F、 
G. 求 证 :BD=2BG. 

分 析 : 由 条 件 中 出 现 EF 是 向 角 平 分 
线 AD 所 作 的 垂 线 ,所 以 必定 会 构成 一 个 
等 腰 三 角形 的 基本 图 形 . 但 目前 这 条 角 
平分 线 的 垂 线 尚未 与 角 的 边 AC 相交 ,所 
以 延长 GE 交 AC 于 妃 ,可 得 人 4CF 空 
A4DF,4G=4 刀 (如 图 3。138). 

又 因为 条 件 中 出 现 E 是 BC 的 中 点 ， 
且 BC.GH 在 E 点 相交 ,就 出 现 了 BE、 . 
CE 这 两 条 相等 线段 是 位 于 一 组 对 顶 角 ， 图 3"138 ， 
即 二 BEG 和 LCEH 的 两 边 且 成 一 直线 ,所 以 可 添加 中 心 对 称 型 
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的 全 等 三 角形 进行 证 明 , 添 加 的 方法 是 
过 端点 作 平行 线 , 于 是 过 B 作 BKV 4C 
交 GH 于 后 ,可 得 人 BKE 写 ACHE,， 
BK 二 CH (如 图 3，。139). 而 由 BK/ 
AC, 又 可 得 人 BGKDAAGH, 而 4G= 
AH, 所 以 BG = BK, 从 而 可 得 BG = 
CH ,这 样 要 证 明 的 结论 就 成 为 BD = 
2CH. 

现在 要 证 明 BD 是 CH 的 两 倍 ,就 
可 以 根据 线段 倍 半 关 系 的 定义 ,将 CH 
的 两 倍 作出 后 ,证 明 所 得 的 线段 与 BD 
相等 .于 是 在 HA 上 截取 HM 二 CH , 问 
题 就 成 为 要 证 BD=CM( 如 图 3。140). 

又 因为 4M=AH 一 HM= AG 一 BG 
二 AB, 且 AD 是 角 平 分 线 , 所 以 AM 和 
AB 这 两 条 相等 线段 就 关于 这 条 角 平 分 
线 成 轴 对 称 , 这 样 就 可 以 添加 一 对 轴 对 
称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 . 根据 图 形 的 





轴 对 称 性 可 以 找到 这 一 对 三 角形 应 是 人 ABD 和 人 入 AMD, 但 
入 AMD 尚未 出 现 , 所 以 应 先 连接 MD( 如 图 3。140). 从 而 由 4B 
二 AM, /ABAD== AMAD 和 AD = AD, 就 可 证 明和 人 ABD 鱼 
A4MD,BD=DM, 这 样 问题 又 转化 为 要 证 DM 二 CM. 由 于 这 是 
两 条 具有 公共 端点 M 的 相等 线段 ,所 以 它们 可 以 组 成 一 个 等 腰 三 
角形 ,问题 也 就 成 为 一 个 等 腰 三 角形 的 判定 问题 , 且 因 为 CM、A 
成 一 直线 ,出 现 了 这 个 要 证 明 的 等 腰 三 角形 的 项 角 的 外 角 , 所 以 问 
题 可 转化 成 为 要 证 DM=CM 的 等 价 性 质 和 AMD 一 2 人 C. 由 条 件 
4BC=2AC, 这 样 问题 又 应 证 人 4MD 一 一 4BD, 而 这 两 个 角 是 
全 等 三 角形 , 即 A4MD 和 入 ABD 的 对 应 角 , 当 然 相 等 ,所 以 分 析 
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可 以 完成 . 

由 于 本 题 要 证 明 的 结论 BD = 
2BG 是 线段 之 间 的 倍 半 关 系 , 所 以 也 
可 以 根据 应 用 线段 之 间 倍 半 关 系 的 定 
义 来 开始 进行 分 析 . 于 是 先 将 BG 的 两 
倍 作出 ,也 就 是 延长 BG 到 五 使 GH 
一 BC, 然 后 就 证 明 BD= BH. 由 于 这 
是 两 条 具有 公共 端点 B 的 相等 线段 ， 
它们 就 可 以 组 成 一 个 等 腰 三 角形 ,但 
这 个 等 腰 三 角形 只 有 两 条 腰 而 没有 底 
边 ,所 以 应 将 底 边 添上 ,也 就 是 连结 





图 3。141 


HD, 这 样 就 成 为 一 个 等 腰 三 角形 的 判定 问题 . 由 条 件 4.B .五 成 
一 直线 ,图 形 中 出 现 了 这 个 等 腰 三 角形 的 顶 角 的 外 角 , 所 以 要 证 明 
BD= BH ,就 可 转化 为 证 它 的 等 价 性 质 人 4BD= 二 2 人 BHD, 但 由 
条 件 了 4BD=2 人 ACB, 从 而 只 须 证 明了 人 BHD 人 ACB( 如 图 3， 


141)., 

又 因为 条 件 中 还 给 出 EE 是 BC 的 
中 点 , 且 我 们 作出 了 G 是 BH 的 中 点 ， 
这 样 就 出 现 了 两 个 中 点 ,是 多 个 中 点 
问题 ,就 可 以 应 用 三 角形 中 位 线 的 基 
本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 由 于 G、E 所 
在 的 线段 有 公共 的 端点 B, 可 以 组 成 
三 角形 ,所 以 GE 就 是 三 角形 的 中 位 
线 ,但 现在 图 形 中 是 有 中 位 线 而 三 角 
形 不 完整 ,所 以 应 将 三 角形 的 边 添 上 ， 
于 是 连结 HC, 即 可 得 GE/HC( 如 图 









Fe 
-” ” 估 


多 3。142 


3。142). 再 由 条 件 G 下 1 4D, 又 可 推 得 EC 4D, 根 据 垂 线 的 定 
义 ,它们 应 相交 成 90" 角 ,而 现在 HC 与 4D 尚未 相交 ,所 以 应 将 它 
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们 延长 到 相交 ,也 就 是 延长 4AF 交 HC 于 天 ,就 可 得 AK | HC( 如 
图 3。 142), 由 于 AK 是 人 HHAC 的 平分 线 , 这 样 就 构成 了 角 平 分 
线 和 向 角 平 分 线 所 作 垂 线 之 间 的 组 合 关系 ,从 而 必定 得 到 一 个 等 
腰 三 角形 的 基本 图 形 ,而 由 角 平 分 线 的 垂 线 HC 与 角 的 两 边 分 别 
相交 于 五 .C, 即 可 找到 这 个 等 腰 三 角形 应 是 八 AHC, 于 是 就 可 以 
由 人 HAK= /CAK、AK = AK, 人 AKH = 人 AKC = 90°, 推 得 
人 AHK 和信 ACK, AH = AC. 于 是 再 由 A4H= AC, 人 HAD= 
LCAD 和 AD = AD, 就 可 证 明和 AHD 生 人 4CD, AHD= 
4CD, 分 析 也 就 可 以 完成 . 

例 38 如 图 3。143, 已 知 : 人 A4BC 中 ,了 .五 分 别 是 4B、4C 


B MH C Mr™ 


图 3。，143 、 图 3。144 

的 中 点 ,下 是 DB 上 的 一 点 , 且 DF= AE,AG 是 角 平 分 线 ,FH1A 
G, 垂 足 是 妃 且 交 BC 于 M. 

求证 :BM 一 CAM. 

分 析 :本题 的 条 件 中 出 现 了 4G 是 角 平 分 线 和 FHAG 是 向 
角 平 分 线 所 作 的 垂 线 ,就 必定 构成 一 个 等 腰 三 角形 的 基本 图 形 . 由 
于 这 个 等 腰 三 角形 应 是 由 角 平 分 线 的 垂 线 和 角 的 两 边 相 交 得 到 
的 ,所 以 延长 FH 交 AC 的 延长 线 于 KK, 即 可 得 人 AFH 鱼 
人 AKH,4F=AK( 如 图 3，145). 由 条 件 给 出 DF = AE, 就 可 推 
得 A4D=AF 一 DF=AK 一 AE= EK, 而 已 知 A4D=BD= BF 十 
DF, 所 以 BF=BD 一 DF=EK—DF=EK— AE=EK—CE= 
CK. 
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本 题 要 证 明 的 结论 是 BM 二 CM， 
而 BC、FK 又 在 M 点 相交 ,这 样 就 出 
现 了 BM 和 CM 这 两 条 要 证 明 的 相等 4 
线段 是 位 于 一 组 对 顶 角 的 两 边 且 成 一 


直线 ,所 以 可 添加 中 心 对 称 型 全 等 三 角 。 ， 忆 \ 

形 进行 证 明 . 添加 的 方法 是 过 端点 作 平 B Ts 
行 线 ,于 是 过 C 作 CN/FB 交 FK 于 K 
N, 可 得 人 BFM 和 人 CNM 必定 全 等 图 3。145 


(如 图 3。145). 而 在 这 两 个 三 角形 中 ,已 经 出 现 的 条 件 是 人 FMB 
二 人 NMC, 人 LFBM= 人 NCM, 而 BM==CM 是 要 证 明 的 结论 不 能 
用 ,所 以 必定 要 另 找 一 组 边 对 应 相等 的 条 件 . 由 于 我 们 已 经 证 明 
BF 二 CK ,所 以 问题 就 应 证 明 与 这 一 性 质 有 关 的 对 应 边 相 等 ,也 就 
是 要 证 明 BF 二 CN ,从 而 又 可 进一步 转化 为 要 证 CN 二 CK ,但 由 
CN /AF ,可 得 人 KCNODAKAF ,而 我 们 已 证 AF 二 AK, 所 以 CN 
二 CK 可 以 证 明 . 

例 39 如 图 3.146, 已 知 :A4BC 中 ,4D 是 角 平 分 线 ,CEL 


A 
-人 6 一 一 5 
F. 1 


多 3。，146 馈 3。，1417 
4D, BR 14D, 垂 足 分 别 为 已 .P,G 是 BC 的 中 点 . 
求证 :GE 一 GF 一 方 C(4B 一 4C)， 
分 析 : 本 题 条 件 中 出 现 了 AD 是 角 平 分 线 和 CE 1 4D ,就 构成 
了 和 角 平 分 线 和 向 角 平 分 线 所 作 垂 线 之 间 的 组 合 关 系 , 从 而 就 必定 
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得 到 一 个 等 腰 三 角形 的 基本 图 形 . 由 于 这 
个 等 腰 三 角形 应 是 由 角 平 分 线 的 垂 线 和 角 
的 两 边 相 交 得 到 的 ,而 现在 这 条 CE 尚未 
与 角 的 一 边 4B 相交 ,所 以 应 将 它们 延长 
到 相交 ,也 就 是 延长 CE 交 4B 于 M( 如 图 
3，。147) ,就 可 得 人 4MESA4CE,4M= 
AC, ME=CE. 

现在 由 ME=CE 可 知 E 是 CM 的 中 图 3。148 
点 ;而 已 知 G 是 BC 的 中 点 ,出 现 了 两 个 中 点 ,是 多 个 中 点 问题 ,从 
而 就 可 应 用 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 由 于 E.G 
这 两 个 中 点 所 在 的 线段 CM.CB 有 公共 
的 端点 C, 可 以 组 成 人 CMB, 所 以 GE 就 
是 和 CMB 的 中 位 线 , 从 而 可 推 得 EG 二 A 


于 BM 一 直 C(4B 一 AM) 一 六 (4B 一 4C)， 
HI 
对 于 4D 是 角 平 分 线 和 BF | AD 水 。 
的 条 件 我 们 可 以 用 同样 的 方法 进行 分 \ 
析 , 由 此 也 就 可 得 延长 BF 交 4C 的 延长 >w 
线 于 N,BF=FN,AB=AN 和 GF= 方 图 3 149 





CN= 记 (48 一 AC) ,分析 就 可 以 完成 (如 图 3 。149)， 
例 40 如 图 3. 150, 已 知 : 人 4BC 中 ， 


AD 是 高 , 4AE 是 角 平 分 线 ,F 是 BC 的 中 A 
点 ,CG 上 | AE,BH.JAE, 垂 足 分 别 为 G、H. . 
求证 :D.G、F、H 四 点 共 圆 . B ED C 


分 析 ; 由 条 件 AE 是 角 平 分 线 和 CG 上 H 
AE, 就 构成 了 角 平 分 线 和 向 角 平分 线 所 作 图 3. 150 
的 垂 线 的 组 合 关系 ,从 而 就 必定 得 到 一 个 等 
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腰 三 角形 的 基本 图 形 . 由 于 这 个 等 腰 三 角形 
是 由 角 平 分 线 4E 的 垂 线 CG 和 角 的 两 边 
AB、AC 相交 得 到 的 ,而 现在 CC 与 4B 尚 
未 相交 ,所 以 应 将 它们 延长 到 相交 ,也 就 是 
延长 CG 交 AB 于 M( 如 图 3。151), 即 可 得 
A4NMGS2A4CG,4M=4C 和 GM=GC. . 
在 得 到 G 是 CM 的 中 点 后 ,由 于 条 件 图 3。151 
中 还 给 出 下 是 BC 的 中 点 ,这 样 就 出 现 了 
两 个 中 点 ,是 多 个 中 点 问题 ,所 以 可 应 用 





三 角形 的 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 进 行 A 
证 明 ( 如 图 3。152), 于 是 可 得 CFA MPB， | 
1 
GF 一 志 MB. B Sc 
， 由 于 本 题 要 证 明 的 结论 是 DG、F、 H 
玉 四 点 共 圆 ,是 一 个 加 内 接 四 边 形 也 就 图 3，152 


是 圆周 角 的 基本 图 形 的 应 用 问题 . 由 于 这 个 圆周 角 的 基本 图 形 中 ， 
已 经 有 一 条 边 FG, 所 以 应 将 相应 的 一 条 对 边 添上 ,于 是 连结 HD 


A 


sy 
B <—— A 8 ED 
H 
图 3， 153 图 3.。154 

(如 图 3，153), 问 题 也 就 转化 成 要 证 人 GFD= 人 GHD. 而 由 GF 
b MB. 可 得 LGFD = 人 MBC, 这 样 问题 又 成 为 要 证 人 ABD = 
AHD,A.B.H.D 四 点 共 圆 ,而 条 件 中 已 经 给 出 AD | BD.AH 
BH ,所 以 分 析 可 以 完成 . 
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如 果 我 们 的 分 析 是 从 AE 是 角 平 分 线 和 BH 是 角 平分 线 AE 
的 垂 线 开始 , 那 也 可 以 用 类 似 的 方法 完成 分 析 . 也 就 是 由 AE 是 角 
平分 线 , BH 」AE, 可 得 延长 BH 交 AC 的 延长 线 于 M 后 ,有 48 
一 AM,BH=MH. 而 由 FH 分 别 是 BC、BM 的 中 点 ,可 得 连结 
FH 后 (如 图 3，。，154), 有 FH/CM, 人 HFD 一 人 ACB. 而 由 
4DC=A4GC=9%0", 又 可 得 4.G.D.C 四 点 共 圆 ,所 以 连结 GD 
后 用 HGD= 人 ACB, 从 而 就 可 推 得 人 LHFD= 人 HGD,D\G、F、 


HH 四 点 共 圆 . 


例 41 如 图 3. 155, 已 知 :人 A4RBC - 


中 , MN 是 人 4 的 外 角 平 分 线 , BD 1 
MN ,CE MN ,和 尼 足 分 别 为 D.E,F 是 
BC 的 中 点 ， 
求证 :FD=FE= 志 (4B 十 AC). 
分 析 : 本 题 条 件 中 出 现 了 AN 是 
4 的 外 角 . 也 就 是 ZCAK 的 角 平 分 
线 , 且 CE 1 AN 是 角 平 分 线 4N 的 垂 





图 3。155 


线 , 所 以 可 构成 一 个 等 腰 三 角形 的 基本 图 形 . 由 于 这 个 等 腰 三 角形 


是 由 角 平 分 线 的 垂 线 和 角 的 两 边 相 交 得 
到 的 ,而 现在 这 条 CE 尚未 与 角 的 一 边 
AK 相交 ,所 以 延长 CE 交 B4 的 延长 线 
于 G( 如 图 3，156), 即 可 得 信 ACE 鱼 
AAGE,AC= AG,CE=GE. 

在 得 到 了 EE 是 CG 的 中 点 后 ,由 于 
条 件 中 还 给 出 下 是 BC 的 中 点 ,就 出 现 
了 两 个 中 点 ,是 多 个 中 点 问题 ,就 可 以 应 
用 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 进行 





加 3。，156 


证 明 .由 于 E.F 所 在 的 线段 GC、BC 有 公共 端点 C, 可 以 组 成 


。，116。 





ACBc, 所 以 FE 就 是 八 CBG 的 一 条 中 位 线 ,从 而 也 就 可 得 FE= 
冯 BG= 立 (48 二 4G) 一 二 (4B 十 4C). 
对 于 条 件 中 给 出 的 4M 是 人 4 的 外 
角 平 分 线 和 BD | AM ,我们 也 可 以 用 同 
样 的 方法 进行 分 析 , 所 以 延长 BD 交 C4 
的 延长 线 于 五 (如 图 3，157). 得 AB= 
A 有 HH,，BD 二 HD, 同样 地 再 由 BF=CF， 
就 可 证 明 FD= 志 (AB+AC) ,分 析 就 可 
例 42 如 图 3。158, 已 知 ;MN 是 
A4BC 的 人 4 的 外 角 平 分 线 , BD 上 
MN ,CE | MN , 垂 足 是 D.E,CD、BE 相交 于 下 . 
求证 :FA 平分 人 BAC. 








图 3。158 图 3。159 


分 析 : 本 题 条 件 中 出 现 了 CE 是 向 人 A 的 外 角 平 分 线 MN 所 
作 的 垂 线 , 就 必定 会 得 到 一 个 等 腰 三 角形 的 基本 图 形 . 由 于 这 个 等 
晒 三 角形 是 由 角 平 分 线 的 垂 线 和 角 的 两 边 相 交 得 到 的 ,所 以 延长 
CE 并 与 BA 的 延长 线 相 交 于 G( 如 图 3。 159) ,就 可 得 人 4CES2 
AAGE,AC= AG,CE=GE. 

本 题 要 证 明 的 结论 是 A 平分 人 BAC, 这 样 F4 和 EA 就 分 
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别 是 一 4 的 内 外 角 平 分 线 , 所 以 只 要 证 
明 FALEA. 但 已 知 CE_L AE, 于 是 又 应 
证 ANCE. 这 样 就 出 现 了 FA 是 和 人 DEC 
内 一 条 边 CE 的 平行 线段 ,所 以 可 应 用 平 
行 线 型 相似 三 角形 的 性 质 进行 证 明 , 于 
是 问题 就 可 以 转化 为 要 证 明和 一 交 
(如 图 3。160). 而 由 条 件 BDLMN,CG 
了 MN, 可 得 BD//CE, 这 是 两 条 平行 线 图 3， 160 

段 , 旦 它们 的 四 个 端点 两 两 的 连 线 在 点 相交 ,所 以 又 可 以 得 到 


_ 对 平行 线 型 相似 三 角形 ,从 而 就 可 推 得 人 BDFAECF ,全 = 





二 . 类 似 地 ,由 BD // GE, 又 可 推 得 


a DA_BD (CEG 
人 BDAwA 人 GEA, 诸 一 GE' 但 CE=GE 


是 已 经 证 明 的 ,所 以 2 = 给 就 可 以 证 p 


例 43 如 图 3. 161, 已 知 : 人 4B( # 


中 ,BC 二 34B, BO 是 角 平 分 线 ,CD_| BO 
交 BO 的 延长 线 于 D. 求 证 :DO= B80. 图 3" 161 

分 析 : 本 题 的 条 件 中 出 现 CD 上 BO 是 向 角 平 分 线 所 作 的 垂 
线 , 所 以 必定 会 构成 一 个 等 腰 三 角形 的 基本 图 形 . 由 于 这 个 等 腰 三 
角形 是 由 角 平 分 线 的 垂 线 和 角 的 两 边 相 交 得 到 的 ,而 现在 这 条 
CD 尚未 和 角 的 一 边 B4 相交 ,所 以 应 将 它们 延长 到 相交 , 亦 即 延 
长 CD 交 B84 的 延长 线 于 E( 如 图 3。 162), 就 可 得 人 BEDD 安 
人 BCD,BE= BC, DE 一 DC. 并 进一步 可 得 BE=3AB, AE= 
2AB. 

现在 得 到 的 4 五 二 24B 是 线段 之 间 的 倍 半 关系 ,所 以 可 根据 
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线段 倍 半 关系 的 定义 将 倍 线段 两 等 分 ,也 
就 是 取 4E 的 中 点 下 后 可 得 AB==AF = 
EF. 

在 作出 了 FF 是 AE 的 中 点 后 ,由 于 已 
经 证 明 DD 是 CE 的 中 点 ,出 现 了 多 个 中 点 
问题 ,从 而 就 可 应 用 三 角形 的 中 位 线 的 基 
本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 由 于 fF.D 这 两 
个 中 点 所 在 的 线段 AE.CE 具有 公共 端点 
,可 以 组 成 三 角形 ,所 以 D、F 这 两 个 中 
点 的 连 线 就 是 三 角形 的 中 位 线 ,而 现在 图 
形 中 是 有 三 角形 而 没有 中 位 线 ,所 以 将 中 
位 线 添上 , 即 连结 DF (如 图 3，163), 得 
DF // CA. 现在 要 证 明 的 结论 是 BO = 王 
DO ,而 现在 已 经 证 明 FD/ AO, 所 以 问题 
又 转化 为 需要 4B== A4F 成 立 , 但 这 一 性 
质 我 们 在 前 面 分 析 过 程 中 已 经 得 到 ,所 以 
分 析 可 以 完成 . 


/ \ 
’ 
4 0 


B Cc 


| 久 3。，162 





B C 


图 3，163 


本 题 的 分 析 在 延长 CD 交 BA 的 延长 线 于 E,CD=ED 和 AE 


一 248 后 ,也 可 以 再 从 结论 DO= BO 接 
下 去 进行 分 析 : | 

由 结论 DO==BO, 目 BD、A4C 在 O 点 
相交 ,就 出 现 了 DO 和 BO 这 两 条 要 证 明 
相等 的 线段 是 位 于 一 组 对 项 角 的 两 边 且 
成 一 直线 ,从 而 就 可 添加 中 心 对 称 型 全 等 
三 角形 进行 证 明 ,添加 的 方法 是 过 端点 作 
平行 线 . | 


图 3， 164 


若 平 行 线 选 择 过 端点 DD 作 , 则 过 DD 作 DFA/AB 交 AC 于 FF 
(如 图 3。164), 那 就 可 得 人 ABO= 人 FDO, 且 40B= 人 FOD， 
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但 80= DO 是 结论 ,不 能 用 ,所 以 必须 另外 证 一 组 边 对 应 相等 ,由 
于 已 经 证 得 AE=24B ,根据 这 个 条 件 应 考虑 证 明 48B==FD, 于 是 . 
问题 就 可 转 而 证 AE 二 2FD, 但 已 证 DD 是 CE 的 中 点 且 所 作 DF/ 
4 巨 ,所 以 这 个 性 质 是 可 以 证 明 的 ,那么 通过 和 人 4BOSAFDO 就 可 
车 平行 线 选 择 过 端点 B 作 , 则 过 B 
作 BF/CD 交 CA 的 延长 线 于 下 (如 图 
3。165), 可 得 了 FBO= 人 CDPO= 90， 
人 FOB= LCOD. 所 以 要 证 明 AFOB ， 2A 
和 入 COD 全 等 ,也 必须 要 再 证 一 组 边 加 人 
对 应 相等 .由 于 BF /CE, 且 它们 的 四 
个 端点 的 两 两 的 连 线 在 4 点 相交 ,所 8 5 
以 可 应 用 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 疼 3，165 
明 , 于 是 就 可 证 明 人 BAFAEAC, 人 一人 ,但 已 证 AE=24B， 
所 以 EC 二 2BF ,但 我 们 已 证 明 EC=2CD, 所 以 又 可 得 BF =DC， 
所 以 这 两 个 三 角形 全 等 可 以 证 明 , 分 析 也 就 可 完成 . 
例 44 如 图 3.166, 已 知 : 人 4BC 中 ， 
AD 是 角 平分 线 , AE 是 中 线 , BG | 4D 并 A 


交 AD 的 延长 线 于 G,AE 的 延长 线 交 BG | 
于 FF. 
求证 :DF/ 4B. B D (5 


F 
分 析 : 本 题 条 件 中 出 现 了 BG 是 向 角 平 ” 
分 线 4D 所 和 作 的 垂 线 , 所 以 必定 构成 一 个 等 
腰 三 角形 的 基本 图 形 . 由 于 这 个 等 腰 三 角形 是 由 角 平 分 线 的 垂 线 
和 和 角 的 两 边 相 交 得 到 的 ,所 以 延长 BG 交 4C 的 延长 线 于 五 (如 图 
3。167), 即 得 人 ABG 避 和 4HG,AB=AH 和 BG=HG. 进一步 还 
可 推 得 CH=AH 一 AC= AB 一 AC. 


图 3，166 
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图 3。167 图 3。168 

在 得 到 了 G 是 BH 的 中 点 后 ,由 于 条 件 中 还 给 出 EF 是 BC 的 
中 点 ,就 出 现 了 两 个 中 点 ,是 多 个 中 点 问题 ,于 是 就 可 应 用 三 角形 
的 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 .由 于 G、E 所 在 的 线段 
BH、BC 有 公共 端点 B, 可 以 组 成 人 BCH ,所 以 G、E 这 两 个 中 点 
的 连 线 就 是 三 角形 的 中 位 线 ,现在 图 形 中 是 有 三 角形 而 没有 中 位 
线 , 所 以 应 将 中 位 线 添上 ,也 就 是 连结 EG( 如 图 3. 168) ,可 得 EG 
NCH,EG=—#CH- 志 (AB—AC). 

本 题 要 证 明 的 结论 是 DF//AB, 就 出 现 了 DF 是 人 GAB 内 一 
条 边 4B 的 平行 线段 ,所 以 可 应 用 平行 线 型 相似 三 角形 的 基本 图 
形 的 性 质证 明 于 是 要 证 DF// 4B, 就 可 转化 为 要 证 Ex 一 

C4. 而 GB= GH, 所 以 EE 一 8 ,又 因为 已 证 EG/ AH ,所 WM EG 
中 是 AAHF 内 一 条 边 A 瑟 的 平行 线段 ,这样 就 又 可 应 用 平行 线 
型 相似 三 角形 的 基本 图 形 的 性 质 进 行 证 明 ， 于 是 就 有 一 

EG 
A77 = AH-EG' 电 于 EG 和 AH 都 已 有 与 4B、AC 有 关 的 数量 关系 ,所 


(AB—AC) : 





EG 
AB—F(.4B—AC) 
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全 让 全 ,这 里 出 现 的 实质 上 是 三 角形 的 两 边 AB、AC 之 比 的 关 


系 , 而 已 知 AD 是 角 平 分 线 , 所 以 就 可 应 用 角 平 分 线 的 性 质 4 








A - BD ~“ BD—CD 
第 BD 

(BE+DE)— (CE— DE) 加 、 AGF 

一 一 ,但 已 知 BE = CE,， 这 样 就 推 得 G8 一 


2DE. 那么 问题 也 就 成 为 要 证 明 人 9 也 等 于 名. 由 已 证 的 EC/ 


4C 这 两 条 平行 线 民 的 四 个 册 上 的 丙 的 连 线 在 DD 点 相交 ,所 以 


又 可 以 应 用 平行 线 型 相似 三 角形 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 , 于 
是 又 可 得 C 有 一 2 ,而 EC 一 二 BC, 代 入 上 式 后 即 可 得 B49 一 5C， 
就 可 以 完成 分 析 . 

本 题 在 延长 BG 交 AC 的 延长 线 于 刀 , 连 结 EG, 并 得 到 BG 一 


HG,EG/CH 以 后 ,又 进一步 将 证 明 DF /AB 转化 为 要 证 5 一 


.对 这 一 比例 关系 ,首先 也 进行 描 图 ,以 摘 清楚 比例 线段 之 间 的 


位 置 关 系 ,经 过 描 图 可 以 发 现 GF 和 GB、GD 和 GA 这 两 组 相 比 线 
段 都 分 别 重 下 在 一 直线 上 ,所 以 仍然 可 以 添加 平行 线 型 相似 三 角 
形 进行 证 明 . 添加 的 方法 是 过 端点 和 内 分 点 作 平行 线 . 若 首 先 考虑 
GF 和 GB 这 一 组 相 比 线段 , 那 就 应 过 端点 B 和 内 分 点 下 作 平 行 
线 , 由 于 FD 和 BA 是 要 证 明 的 平行 线 ,所 以 可 取 过 内 分 点 下 的 线 
段 FE 为 平行 方向 线段 ,于 是 平行 线 就 应 过 端点 B 作 ,也 就 是 过 B 
作 BK/ FE 交 GE 的 延长 线 于 KK( 如 图 3。 169)， 即 可 得 AGE 
AGKB,EE 一 2 ,那么 同 题 就 转化 为 要 证 8 一 5- 这 是 一 个 新 


的 比例 关系 ,所 以 我 们 首先 仍然 进行 描 图 , 搞 清 楚 比 例 线段 之 间 的 
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位 置 关 系 . 而 经 过 描 图 以 后 ,我 们 又 可 以 发 
现 GD 和 GA,GE 和 GK 这 两 组 相 比 线段 
都 重合 在 一 直线 上 ,所 以 又 可 以 添加 平行 
线 型 相似 三 角形 进行 证 明 , 添 加 的 方法 也 
是 过 端点 和 内 分 点 作 平行 线 . 由 于 现在 这 
两 组 重 亚 的 相 比 线段 有 一 个 公共 的 端点 
G, 所 以 添加 平行 线 的 方法 就 是 将 端点 和 
端点 ,内 分 点 和 内 分 点 分 别 连 起 来 , 且 这 两 
条 连 线 必 定 是 平行 线 , 于 是 连接 AK (如 图 
3。170) ,问题 就 成 为 应 证 AK// DE, 也 就 
是 AK/EB, 但 我 们 已 作 BK VE4, 所 以 
四 边 形 AKBE 就 应 是 一 个 平行 四 边 形 ,所 
以 就 可 应 用 中 心 对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 
明 , 根 据 这 个 平行 四 边 形 的 中 心 对 称 部 分 ， 
我 们 就 能 找到 这 对 三 角形 应 是 八 BKM 和 
和 A4FEM, 由 于 在 这 两 个 三 角形 中 已 经 可 证 
LBMK= ALAME, LKBM 一 LEAM, 所 图 3 .170 
以 必须 要 再 证 一 组 边 对 应 相等 的 条 件 . 由 于 已 经 证 明 G 是 BH 的 
中 点 ,GM/HA, 所 以 可 得 BM 一 AM, 那么 通过 这 两 个 三 角形 全 
等 ,并 进行 证 明 四 边 形 AKBE 是 平行 四 边 形 后 ,就 能 得 到 AK// 
DE ,分 析 就 可 以 完成 . 

本 题 在 分 析 得 到 G 是 BH 的 中 点 和 EGVC 后 , 即 可 发 现 
人 BCH 是 人 BAH 的 一 部 分 ,所 以 人 BCH 的 中 位 线 EG 也 是 
和 信 ABH 的 中 位 线 的 一 部 分 ,因此 考虑 在 人 ABH 中 应 用 三 角形 中 
位 线 的 基本 图 形 的 性 质 ,就 应 先 将 这 条 中 位 线 添 完 整 ,所 以 延长 
GE 交 4B 于 M( 如 图 3.171) 后 ,可 得 AM 二 BM. 这样 在 人 GAB 
中 可 以 发 现 过 三 角形 顶点 的 三 条 线段 4F、BD.GM 相交 于 一 点 表 
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图 3 171 图 3.。172 
(如 图 3 .172), 从 而 就 可 以 直接 应 用 西 瓦 定理 得 条 人 5 


GF AD 
BF GD BF AD 、 
= 而 入 4 一 1, 于 是 6F* 2 一 1,5F 一 2, 从 而 就 可 以 证 明 结 


论 . 

本 题 要 证 明 的 结论 是 DF /WAB, 这 是 两 条 平行 线段 ， 且 它 们 
的 四 个 端点 的 两 两 的 连 线 在 E 点 相交 ,所 以 可 应 用 由 三 角形 外 的 
一 条 边 的 平行 线段 所 得 到 的 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 于 是 


就 可 找到 这 对 相似 角形 应 是 ADFE 和 和信 BAE, 问 题 也 就 转化 


AE _ FE: 


又 因为 条 件 中 给 出 BE=CE, 且 BC、AF 在 EE 点 相交 ,这 样 就 
出 现 了 BE.CE 这 两 条 相等 线段 是 位 于 一 组 对 项 角 的 两 边 而 且 成 
一 直线 ,从 而 就 可 以 添加 中 心 对 称 型 全 等 三 


角形 进行 证 明 , 添 加 的 方法 是 过 端点 作 平行 A 

线 , 于 是 过 B 作 BH/AC 交 AF 的 延长 线 AN 
于 妃 ( 如 图 3， 173), 就 可 得 人 4CES 宕 ， / 
AHBE,AC=HB,AE=HE. 0 5 


F 
由 所 作 的 这 一 组 平行 线 AC.BH 可 以 \/ ” 
看 作 是 被 4B 所 截 ,所 以 ZBAC 和 LABH 
就 是 一 对 同 旁 内 角 , 它 们 的 和 就 等 于 180". 图 
又 因为 4D 是 角 平 分 线 且 BG 上 LAD, 所 以 
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BG 必定 是 ABH 的 角 平分 线 ,这 样 就 可 以 在 人 ABC 和 人 BHA 
一 全, Te 4 录 BD . AB AF . AB 

中 ,分 别 应 用 三 角形 的 角 平 分 线 的 性 质 得 26 下 ,9 一 8. 而 

我 们 已 证 4C=BH, 所 以 他 = 航 ; 而 我 们 要 证 的 结论 是 = 

歼 , 将 两 式 进 行 比较 ,应 将 所 得 的 关系 式 向 结论 转化 ,所 以 我 们 有 

BD= BE+DE,CD=CE— DE= BE— DE,AF=AE+EF,HF = 

HE 一 EF 一 4 一 EBPF, 代 入 后 即 得 有 二 FE 一 全 二 2 ,从 而 再 进 


行 运算 就 可 证 明光 = 人 ,分 析 也 就 可 以 完成 


本 题 在 延长 BG 交 4C 的 延长 线 于 已 后 ,可 得 BG==HG,AB 





从 而 就 有 人 一 了 ,由 条 件 E 是 BC 的 中 点 ,所 以 


一 34. 由 于 比例 关系 中 出 现 了 数字 2, 所 以 可 应 用 线 眉 倍 半 关 系 

的 定义 进行 证 明 . 于 是 考虑 将 2 与 CH 组 合 , 则 作 CH 的 中 点 天 ， 

可 得 RK 2E, HK DE_ HK_DE_DE yAE 
IC™ CP’ACTHR™ CDiDE’AKRK ™ CE™ BE: 、 

KK 分别 是 CB.CH 的 中 点 ,是 多 个 中 点 问 | 

题 ,从 而 应 用 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 的 

性 质 , 连 结 EK (如 图 3.，174) 后 ,可 得 EK 


NB, 所 以 又 可 得 与 六 一 有 ,从 而 有 有 








= 绽 , 所 以 DF/AB 可 以 证 明 . 

根据 同样 的 道理 ,如 果 向 角 平 分 线 所 
作 的 垂 线 改 为 过 C 点 作 ,也 就 是 过 C 作 CC 图 3。174 
了 47D 目 分 别 交 4D、AE 于 GF, 那 么 也 可 以 证 明 FD/ AC. 

例 45 如 图 3.175, 已 知 : 人 4BC 内 接 于 QO, 角 平分 线 AD 
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的 延长 线 交 @O 于 E,BF1AE, 垂 足 是 下 . 
求证 : AB: 二 2BF?== AB， AC 一 24F。 
EF. 

分 析 : 本 题 的 条 件 中 出 现 了 BF 是 向 角 平 
分 线 4D 作 的 垂 线 , 所 以 必定 会 构成 一 个 等 
腰 三 角形 的 基本 图 形 . 由 于 这 个 等 腰 三 角形 
是 由 角 平 分 线 的 垂 线 和 角 的 两 边 相 交 得 到 
的 ,所 以 延长 BF 交 4C 的 延长 线 于 G, 并 设 
BG 交 @O 于 玉 ( 如 图 3，176), 即 可 得 
AABFQ2AAGF,AG= AB,BF=GF. 

本 题 要 证 明 的 结论 由 于 等 式 两 边 都 出 
现 了 4B, 所 以 可 先 移 项 和 提取 公 因 式 转化 
为 4B(AB 一 AC)=2BF’: 一 2AF。EF. 而 
AB(AB— AC)= AG(AG— AC)= AG * CG. 
所 以 问题 成 为 要 证 4G ， CG==2BF?* 一 24F 
，EF. 对 这 一 线段 之 间 的 比例 关系 式 ,我 们 
首先 也 进行 描 图 ,以 搞 清楚 比例 线段 之 间 的 
位 置 关系 . 经 过 描 图 ,可 以 发 现 4G 和 CG 这 图 3 "176 
一 组 相 乘 线段 重 释 在 一 直线 上 ,从 而 可 应 用 逆 平 行 线 型 相似 三 角 
形 进行 证 明 ,由 于 现在 出 现 的 是 由 圆 外 一 点 G 所 作 的 圆 的 两 条 制 
线 , 所 以 可 直接 应 用 割 线 定理 得 AG*， CC=BG EC, 而 BG= 
2BF, HG =GF — HF, 所 以 AG .* CG=2BF(GF ~ HF)=2BF 
(BF HF)=2BF: 一 2BF。HF. 将 这 个 关系 式 与 要 证 的 结论 相 
比较 , 即 可 得 问题 转化 为 要 证 AF， EF 一 BF。 HF, 但 BH 和 AE 
是 @O 中 相交 于 下 点 的 两 笨 弦 ,所 以 直接 应 用 相交 弦 定 理 就 可 证 
明 上 述 性 质 . 

例 46 如 图 3.177, 已 知 :过 @O 外 的 一 点 己 作 G@GO 的 两 条 
割 线 PAB、PCD, 且 分 别 与 GO 相交 于 4.B,C.D. PM 是 BPD 
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的 角 平 分 线 , AE | PM 且 分 别 交 
PD、@O 于 F.E,OGJ| PM 垂 足 是 
G. 求 证 :EF=20OG. 

_ 分析: 本 题 条 件 中 出 现 AE 是 向 
角 平 分 线 PM 所 作 的 垂 线 , 所 以 必定 
构成 一 个 等 腰 三 角形 的 基本 图 形 . 由 
AE 与 角 的 两 边 相 交 于 A、F (如 图 3 
。178), 就 可 得 人 APH 写 人 FPH,， 
PA=PF,AH=FH. 








图 3。178 图 3.179 

由 条 件 人 MHE=90°, 而 人 MHE 是 ©@O 的 一 个 圆 内 角 , 而 贺 
内 和 角 的 问题 可 以 转化 为 圆周 角 的 基本 图 形 来 进行 讨论 ,转化 的 方 
法 可 以 是 过 圆周 上 的 点 作 平 行 线 . 

若 过 4 作 PM 的 平行 线 交 @O 于 天 , 则 一 K4 天 =90", 这 样 就 
出 现 了 90° 的 圆周 角 , 从 而 就 可 以 应 用 90° 的 圆周 角 的 基本 图 形 的 
性 质 进行 证 明 , 也 就 是 人 KAE 所 对 的 弧 是 半圆 ,所 对 的 弦 是 直径 ， 
而 现在 图 形 中 是 有 圆周 角 而 没有 直径 ,所 以 应 将 直径 添上 ,也 就 是 
连结 EK 后 (如 图 3。179) ,必定 有 EK 经 过 O 点， 

由 条 件 OG_LPM 和 EAJ」PM, 可 得 OG/AEA, 且 我 们 已 经 证 
明 OE=OK ,而 要 证 的 结论 EF 二 2OG 是 线段 之 间 的 倍 半 关 系 , 所 
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以 可 应 用 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 的 
性 质 进行 证 明 . 在 人 AE 中 ,过 一 边 
EK 的 中 点 O 所 作 的 另 一 边 E4 的 平 
行 线 尚 未 和 第 三 边 AK 相交 ,所 以 首 
先 应 将 它们 延长 到 相交 ,也 就 是 延长 
OG 交 AK 于 NN( 如 图 3，180), 即 可 得 
N 是 AK 的 中 点 ,AE=2NO. 

而 我 们 要 证 的 是 EF = 2O0G ,于 是 
上 述 性 质 可 化 为 AF 十 EF 二 2(CNG 十 图 3 180 
OG) = 二 2NG 十 20G. 将 两 式 加 以 比较 可 知 问题 成 为 应 证 AF = 
2NG, 而 我 们 已 证 AF 二 2AH ,所 以 问题 进一步 转化 为 应 证 AH = 
NG, 由 LGNA= 人 HGN= LNAH 二 90°, 四 边 形 AHGN 是 秆 
形 ,当然 就 可 以 证 明 上 述 性 质 . 

车 过 PM 与 ©0 的 交点 工作 4E 
的 平行 线 交 @O 于 KK, 则 人 MLK = 
90", 从 而 又 进一步 可 得 人 MLK 所 对 
的 纺 是 直径 ,也 就 是 连结 KN 后 ,必定 
有 kN 经 过 O 点 (如 图 3，181). 再 出 
条 件 OG 1PM, 从 而 就 可 直接 应 用 垂 
径 定理 ,也 就 是 设 PM 交 @OO 于 ZL 、N， 
就 有 GL 二 GN ,这 样 就 出 现 了 两 个 中 
点 ,是 多 个 中 点 问题 ,就 可 以 应 用 三 角 图 3 ”181 
形 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 ,于 是 就 可 得 [天 一 20C ,而 
要 证 明 的 是 EF 一 20G, 从 而 就 是 应 证 LK 二 FE, 而 我 们 已 作 LK 
NFE, 所 以 四 边 形 LKEF 就 应 是 平行 四 边 形 ,但 这 个 四 边 形 目前 
尚 不 完整 ,所 以 应 先 将 它 的 一 组 对 边 添上 ,也 就 是 连结 LF.KE 
(如 图 3，181). 由 于 在 这 个 四 边 形 中 LK 二 FE 是 要 证 明 的 结论 ， 
不 能 用 ,所 以 要 证 明 这 个 四 边 形 是 平行 四 边 形 就 只 能 转 而 证 明 
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LF 和 KE 也 平行 . 


由 条 件 LK 和 AE 是 @O 中 的 两 条 平行 弦 , 应 用 平行 弦 的 性 


质 可 得 连结 LA 后 有 A= KE, 四 边 
形 LKEA 是 等 腰 梯 形 , 所 以 人 E= 
LLAF. 又 因为 已 证 明 PM 是 AF 的 
垂直 平分 线 , 所 以 又 可 得 人 LAF = 
人 LFA, 那 就 可 以 证 明 人 LFA= 人 人 E， 
LF/ KE, 也 就 可 以 完成 分 析 . 

本 题 要 证 的 结论 EF = 2OG 是 两 
条 线段 之 间 的 倍 半 关系 ,所 以 可 根据 
线段 倍 半 关系 的 定义 ,作出 OG 的 两 







ME 





倍 , 也 就 是 延长 OG 到 下 ,使 KG= OG( 如 图 3 182) ,那么 问题 就 


是 要 证 EF=OK. 


由 条 件 EF | PM,OK | PM, 所 以 EF // OK ,这 样 就 出 现 了 


EF 和 OK 这 两 条 线段 不 但 相等 ,而 县 
平行 ,所 以 它们 可 构成 一 个 平行 四 边 
形 , 但 这 一 个 平行 四 边 形 目前 还 缺少 一 
组 对 边 ,所 以 应 先 将 这 一 组 对 边 添上 ， 
也 就 是 连结 FK、EO( 如 图 3。183), 问 
题 也 就 成 为 要 证 四 边 形 FEOK 是 平行 
四 边 形 . 又 因为 EF 和 OK 这 一 组 对 边 
相等 是 要 证 的 结论 ,不 能 用 ,所 以 问题 
只 能 是 证 明 另 一 组 对 边 FK 和 EO 也 





图 3。183 


平行 . 由 于 FK 和 EO 可 以 看 作 是 被 AE 所 截 ,所 以 问题 可 转化 为 


证 人 E= 了 AFK. 


由 条 件 MP 平分 LBOD 和 AF | PM, 可 得 人 PAH 鱼 
人 PFH,AH 二 FH,PM 就 是 AF 的 垂直 平分 线 , 于 是 设 FK 与 
PM 相交 于 N, 可 得 N 在 4F 的 垂直 平分 线 上 ,所 以 又 可 以 添加 
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等 腰 三 角形 中 重要 线段 的 基本 图 形 进行 证 明 , 添 加 的 方法 是 将 等 
膝 三 角形 的 腰 添 上 ,也 就 是 连结 NA( 如 图 3。183), 可 得 NA= 
NF ,了 NAF= 人 NFA, 这 样 问题 又 转化 为 应 证 人 人 E= 人 NAF. 

又 因为 由 条 件 PM OK 和 所 作 的 OG=KG, 可 得 PM 也 是 
OK 的 垂直 平分 线 , 而 N 是 PM 上 一 点 ,所 以 可 再 一 次 添加 等 腰 
三 角形 中 重要 线段 的 基本 图 形 进 行 证 明 , 于 是 再 连结 NO( 如 图 3 
。183) 可 得 NO=NK, 人 K== 人 NOK ,又 因为 已 知 AE// KO, 这 
一 组 平行 线 可 以 看 作 是 被 FK 所 截 ,所 以 人 AFK 一 人 K. 这样 就 
可 得 到 在 等 野人 N4F 和 等 采信 NOK 中 ,它们 的 底 角 是 相等 的 ， 
所 以 它们 的 顶 角 也 相等 , 即 二 4NF 王 ON 天 ,但 已 知 忆 .NM 天 在 
一 直线 上 ,所 以 A.N、O 也 在 一 直线 上 ,这 样 04 就 是 OO 的 半 
径 ,OA 二 OE, 那 就 可 证 人 E= 人 OAE, 分 析 完 成 . 

例 47 如 图 3.184, 已 知 : 人 A4BC 中 ， 


AD 是 高 ,P 是 AD 上 的 任 一 点 ,BP、CP 的 A 
延长 线 分 别 交 AC、4B 于 EE、F. F 
求证 :人 EDP= 人 FDP. E 
分 析 : 本题 要 证 EDP = 人 FDP, 即 
DP 是 人 EDF 的 平分 线 . 而 条 件 中 出 现 上 p 5 


AD 是 高 ,也 就 是 BC 是 角 平 分 线 DP 的 垂 图 3.184 

线 ,从 而 就 可 构成 一 个 等 腰 三 角形 的 基本 图 形 . 这 个 等 腰 三 角形 应 
是 由 角 平分 线 的 垂 线 和 角 的 两 边 相 交 而 得 到 ,而 现在 图 形 中 由 于 
角 平 分 线 DA 的 垂 线 BC 是 经 过 人 EDF 的 顶点 也 的 ,因此 等 腰 三 
角形 退化 成 一 个 点 , 即 等 腰 三 角形 消失 . 这 样 要 作出 等 腰 三 角形 ， 
就 必须 要 使 这 条 角 平 分 线 的 垂 线 离开 角 的 顶点 ,而 要 使 这 条 垂 线 
既 离开 顶点 又 要 保持 与 角 平分 线 垂直 , 那 也 就 是 将 BC 平移 ; 而 在 
平移 过 程 中 ,只 要 一 离开 DD 点 就 可 以 在 与 角 的 两 边 相交 后 出 现 等 
腰 三 角形 ,所 以 在 这 个 平移 过 程 中 能 够 得 到 的 等 腰 三 角形 显然 就 
可 以 有 无 数 多 个 ,因此 ,问题 就 成 为 要 选择 一 个 恰当 的 位 置 或 者 也 
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就 是 选取 一 点 恰当 的 点 作 BC 的 平行 
线 . 由 于 4 是 条 件 中 给 出 的 已 知 三 角形 


的 顶点 ;所 以 我 们 可 选择 过 4 作 平 行 线 ， 
也 就 是 过 4A 作 MNJ」AD 交 DE.DF 的: 


延长 线 于 M、.N (如 图 3。 185), 那 么 
ADMN 必定 是 等 腰 三 角形 ,而 要 证 明 
了 MDA== NDA, 也 就 可 以 转化 为 要 


证 明 AM=AN. 而 由 条 件 BCLAD 和 所 
作 MN .4D, 可 得 MN / BC. 这样 AN . 


和 DB 就 是 两 条 平行 线段 , 且 它 们 四 个 端 
点 两 两 的 连 线 在 已 点 相交 ,从 而 可 应 用 


由 三 角形 外 一 条 边 的 平行 线 所 得 到 的 平 ， 


行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 ( 如 图 3。 
186). 也 就 是 由 AN / DB, 可 得 人 AFN 
AN AF AF 


ABFD, BD 一 BF* 从 而 有 AN= BF 





多 3。186 


. BD. 根据 同 样 的 道理 还 可 得 4M 一 人 。 CD. 这 样 要 证 明 AM 


一 4N, 就 可 转化 为 证 4 。CD 一 5 。BD, 将 这 个 关系 式 中 的 项 


都 移 到 等 式 的 一 边 去 ,也 就 是 要 证 人 GE ， 呈 太一 1. 显然 这 是 


西 瓦 定理 结论 的 表达 式 , 所 以 由 和 4BC 内 4D、BF.CR 三 线 共 点 
于 了 ,那么 直接 应 用 西 瓦 定理 就 可 以 证 明 上 述 性 质 . 


第 五 节 直角 三 角形 斜 边 上 的 中 线 


【分 析 方 法 导 引 1] 


当 几 何 问题 中 出 现 了 直角 三 角形 斜 边 上 的 中 点 
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时 ,就 应 想到 要 应 用 直角 三 角形 料 边 上 的 中 线 的 基 
本 图形 的 性 质 进行 证 明 . 接 下 来 就 应 特 斜 边 上 的 中 
、 线 浙 上 . 进一步 的 分 析 就 是 : 若 伴 边 上 的 中 点 是 条 
“ 件 , 则 直接 推 得 笠 边 上 的 中 线 等 于 和 斜 边 的 一 咎 ,并 可 
站 接应 用 两 等 大 三 角形 推 得 角 之 间 的 等 吾 关 系 . 若 
斜 边 上 的 中 点 是 要 证 明 的 结论 , 则 应 转 而 证 明 要 证 
相等 的 这 两 条 线段 都 和 这 条 科 边 土 的 中 线 相等 ,也 
就 是 转化 为 等 历 三 角形 的 刊 定 问题 或 者 也 就 是 证 明 
角 相 等 的 问题 . 进一步 也 就 是 应 用 线段 相等 与 角 相 
等 之 间 的 等 价 关系 来 完成 分 析 . 
_” 当 几何 问题 中 出 现 了 线段 之 间 的 倍 中 关系 , 且 
倍 线段 是 直角 三 角形 的 斜 边 时 ,就 应 想到 要 应 用 直 
角 三 角形 姓 边 上 的 基本 图 形 进 行 证 明 . 接 下 来 就 应 
将 料 边 上 的 中 线 涨 上 ,得 到 这 条 料 边 上 的 中 线 等 于 
冬 边 的 一 尘 , 和 相应 的 角 之 间 的 等 量 关 条 和 倍 侍 关 
系 , 问 题 就 转化 成 要 证 明 问 题 中 出 现 的 倍 个 关系 中 
的 尘 线 段 与 这 条 斜 边 上 的 中 线 相等 . 
当 几 何 问题 中 出 现 了 两 个 角 之 间 的 倍 秆 关系 ， 
且 其 中 的 半角 是 一 个 直角 三 角形 的 名 角 时 ,就 可 想 
到 要 应 用 直角 三 角形 幸 边 上 的 中 线 的 基本 图 形 进 行 
证 明 . 接 下 来 的 问题 也 是 将 笠 边 上 的 中 线 添上 ,然后 
可 应 用 两 个 等 厦 三 角形 的 项 角 的 外 角 等 于 底 角 的 两 
倍 的 性 质 来 完成 分 析 . 
例 48 如 图 3. 187, 已 知 : 人 A4BC 中 ,BD、CE 是 高 ,Ff.G 分 
别 是 BC、DE 的 中 点 .求证 :FG_| ED. 
分 析 ; 由 条 件 BD 是 高 ,故人 ABCD 是 直角 三 角形 ,于 是 条 件 中 
出 现 的 下 是 BC 的 中 点 ,就 成 为 是 直角 三 角形 斜 边 的 中 点 ,从 而 就 
可 以 应 用 直角 三 角形 斜 边 上 的 中 线 这 个 基本 图 形 的 性 质 进行 证 
。 132。 








图 3。187 图 3。188 
明 . 由 于 现在 图 形 中 出 现 了 直角 三 角形 而 没有 斜 边 上 的 中 线 , 故 应 
将 这 条 斜 边 上 的 中 线 添上 , 即 连结 DF, 得 DF 一 立 BC. 另 一 方面 


CE 也 是 高 ,用 同样 的 方法 连结 EF 后 ,又 可 得 EF 一 方 BC( 如 图 3 
。 188) , 则 EF 二 DF. 但 这 是 两 条 具有 公共 端点 的 相等 线段 ,它们 
可 以 组 成 一 个 等 腰 三 角形 ,而 已 知 G 是 DE 的 中 点 ,所 以 应 用 等 
腰 三 角形 中 重要 线段 的 基本 图 形 的 性 质 就 可 以 证 明 FG_LED.. 

本 题 的 分 析 也 可 以 直接 从 一 BDC=BEC=90" 开 始 , 这 样 应 
用 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 可 得 B.C、D、E 四 点 共 圆 , 目 BC 就 
是 这 个 圆 的 直径 , BC 的 中 点 下 就 是 这 个 圆 的 圆心 . 由 于 E、D 都 
在 这 个 圆 上 ,所 以 DE 就 是 这 个 圆 的 一 条 弦 ,而 已 知 C 是 DE 的 中 
点 ,出 现 了 圆 中 弦 的 中 点 ,所 以 可 直接 应 用 和 春 径 定理 证 明 FG | 
ED. 

例 49 如 图 3，189, 已 知 :梯形 ABCD 中 ,一 4 十 一 B=90"， 
E.F 分别 是 上 .下 底 DC、AB 的 中 点 .求证 :EF 一 记 (4B 一 CD). 


分 析 : 本 题 的 条 件 中 出 现 了 梯形 ,所 以 可 将 梯形 的 问题 转化 到 
三 角形 中 的 问题 来 进行 讨论 . 由 于 结论 中 出 现 的 AB 一 CD 是 梯形 
两 条 底 的 差 , 所 以 转化 的 方法 可 以 是 作 腰 的 平行 线 . 
车 考虑 过 顶点 D 作 腰 的 平行 线 , 则 过 DD 作 DPCVCB 交 4B 
于 G( 如 图 3，190). 于 是 由 DC/AB, 就 可 得 四 边 形 DGBC 是 平 
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图 3。189 图 3。190 
行 四 边 形 ,DC=GB, 所 以 AG 就 等 于 48 一 GB=4B 一 CD, 这 样 问 
题 就 成 为 要 证 EF 一 去 AG. 同时 ,由 DG /CB, 又 可 得 人 8B 一 
DGA, 那 么 条 件 中 的 人 A 十 人 B==90", 就 成 为 和 4 十 LDGA= 
90", 也 就 椎 得 ADG 90*. 而 现在 要 证 明 的 EF 一 去 AG 是 线段 
之 间 的 倍 半 关 系 , 且 其 中 的 售 线段 AG 现在 是 直角 入 AGD 的 斜 
边 , 从 而 就 可 应 用 直角 三 角形 斜 边 上 的 中 线 的 基本 图 形 的 性 质 进 
行 证 明 . 由 于 现在 图 形 中 是 有 直角 三 角形 
而 没有 斜 边 上 的 中 线 , 所 以 应 将 斜 边 上 的 
中 线 添上 ,也 就 是 取 4G 的 中 点 妃 , 连 结 DEC 
DH (如 图 3。191) ,这 样 即 可 得 DH 一 到 
4G, 问 题 也 就 成 为 应 证 EF = DH. 由 于 
互 .F 分 别 是 AG、AB 的 中 点 ,所 以 HF= 


1 1 1 全 3 .191 
4 一 4 妃 一 广 4B 一 了 4C 二 本 448 一 


4G) 一 二 GB 一 方 CD=DE, 且 HF// DE, 就 可 得 四 边 形 DHFE 也 
是 平行 四 边 形 ,EF = 二 DH 也 就 可 以 证 明 . 

若 考虑 过 巨 点 作 腰 的 平行 线 , 则 过 无 分 别 作 CB、D4 的 平行 
线 交 AB 于 已 .G( 如 图 3。，192), 即 可 得 二 4= 人 EC, 有 一 
AEEHG, 所 以 “4 十 AB= LEGH 二 人 EHG ==90", 也 就 可 得 
GE 厅 =90". 而 由 DCVA4B, 又 可 得 四 边 形 AGED 和 BHEC 都 
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是 平行 四 边 形 , AG = DE、BH = EC. 由 
于 条 件 中 还 给 出 FE 分别 是 AB、DC 的 
中 点 ,所 以 GF=AF 一 AG==BF 一 DE= 
BF 一 EC=BF 一 BH=FH ,这样 又 出 现 
了 下 是 直角 入 GHE 的 斜 边 的 中 点 ,所 以 
可 应 用 直角 三 角形 斜 边 上 的 中 线 这 个 基 
本 图 形 的 性 质 进行 证 明 , 也 就 可 得 EF = 


方 GH, 而 GH=AB— (AG+BH)=AB 


图 3。192 


一 (CDE 二 EC)=4B 一 CD, 所 以 分 析 可 以 完成 . 
本 题 的 平行 线 还 可 考虑 过 其 它 的 项 点 或 中 点 下 作 , 对 这 些 可 


能 情况 ,请 读者 自行 讨论 ，. 


由 于 本 题 条 件 中 给 出 了 4 十 人 B= 二 90°, 因 此 以 这 两 个 角 为 内 


角 的 三 角形 是 直角 三 角形 . 由 于 这 个 直 
角 三 角形 尚 不 完整 ,所 以 应 先 将 直角 三 


角形 添 全 , 即 延长 4D、BC 相交 于 G( 如 


图 3。193); 得 AGB 一 90°. 于 是 条 件 中 
出 现 的 FE 分别 是 .4B、DC 的 中 点 ,也 
就 分 别 成 为 直角 入 GAB 和 直角 入 GDC 
的 斜 边 的 中 点 ,从 而 就 可 以 应 用 直角 三 
角形 斜 边 上 的 中 线 这 个 基本 图 形 的 性 质 


多 3， 193 


进行 证 明 . 由 于 已 知 图 形 中 现在 是 有 直角 三 角形 而 没有 斜 边 上 的 
中 线 , 所 以 就 应 将 斜 边 上 的 中 线 添上 ,也 就 是 分 别 连结 GE.GF( 如 
图 ,3。193), 即 可 得 GE 一 ED= 士 DC,GF 一 FA 一方 4B, 从 而 就 


有 GF 一 GE 一 站 4B 一 十 CD. 将 这 一 关系 和 结论 进行 比较 可 知 问 
题 应 证 EF 二 G 上 一 GE ,也 就 是 要 证 GE、F 在 一 直线 上 . 由 于 应 用 
直角 三 角形 斜 边 上 中 线 的 基本 图 形 的 性 质 还 可 得 人 EDG = 
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一 


人 EGD,， 人 FAG 一 人 FGA. 而 条 件 中 有 DC/ 4B ,这 两 条 平行 线 可 
以 看 作 是 被 4G 所 截 ,所 以 人 EDG : 

二 FAG, 即 得 人 人 EGD= 人 FGA4， 
GE 和 GF 重合 ,也 就 是 G、E、F 共 
线 ,分 析 完 成 . 

例 50 ”如 图 3，194, 已 知 : 
@O 和 @O' 外 切 于 C, 外 公 切 线 
4 与 GO、©0O' 分 别 相 切 于 A、B， 
AB 的 延长 线 与 00' 的 延长 线 相交 
于 S, 过 S 作 DE1|AB 交 CB 和 和 
AC 的 延长 线 于 D、E. 求 证 :SD= 
SE. 








图 3。195 图 3。196 
分 析 : 本 题 条 件 中 给 出 @O 和 @O' 外 切 于 C,00' 是 连 心 线 ， 
所 以 00' 必定 经 过 C 点 , 又 因为 这 是 一 个 两 圆 外 切 也 就 是 圆 的 组 
合 图 形 间 题 ,所 以 可 转化 到 一 个 圆 中 的 问题 来 进行 讨论 ,转化 的 方 
法 是 添 过 切 点 的 公 切 线 ,于 是 过 C 作 两 圆 的 内 公 切 线 交 AB 于 下 
(如 图 3。195). 这 样 对 每 一 个 圆 来 说 都 是 切线 的 问题 ,从 而 可 应 
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用 弦 切 角 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 , 于 是 可 分 别 证 得 F4=FC 
= 二 FB, FAC= FCA, 人 FBC 二 LFCB,; 进 一 步 就 可 得 人 ACB 
二 90°, 而 A.C.E 成 一 直线 ,所 以 又 有 人 人 BCE 二 90°, 而 要 证 的 结论 


是 SD=SE, 这 样 就 出 现 了 S 是 直 
角 三 角形 CDE 斜 边 DE 的 中 点 ， 
从 而 就 可 以 应 用 直角 三 角形 的 斜 
边 上 的 中 线 这 个 基本 图 形 的 性 质 
进行 证 明 ( 如 图 3。196), 也 就 是 
要 证 SD 二 SE, 就 应 证 SD 和 SE 
都 和 SC 相等 . 

如 果 先 考虑 证 SD=SC. 由 于 
已 知 4B 与 OO' 相 切 于 B, 所 以 就 


可 应 用 切线 的 性 质 进行 证 明 , 于 是 


连结 0' B( 如 图 3。197) 后 ,可 得 





图 3。197 


SBO' ( 弦 切 角 )=90",O0'B14B, 而 条 件 中 又 给 出 SD 上 4B ,所 
以 就 得 到 O' B/SD, 这 样 就 出 现 了 0O'B 是 三 角形 内 一 条 边 SD 
的 平行 线 , 所 以 就 可 应 用 平行 线 型 相似 三 角形 的 性 质 进行 证 明 , 也 
就 是 可 得 AO' BCOwASDC, 而 0'B 和 0O’'C 是 同一 个 圆 , 亦 即 
Q@O' 的 半径 ,当然 相等 ,人 O' BC 是 等 腰 三 角形 ,所 以 ASPC 必定 


也 是 等 腰 三 角形 ,也 就 是 可 证 明 SD = 
SC. 根 据 同样 的 道理 ,连结 OA( 如 图 3。 
197) 后 可 得 AO4CcASEC, 从 而 也 可 以 
进一步 证 得 SE 二 SC. 所 以 结论 就 得 到 证 


明 . 


例 51 如 图 3.198, 已 知 : 人 4BC 
中 ,4BC=2AC,4D 是 高 ,延长 4B 到 
EE 使 BE 二 BD,ED 的 延长 线 交 4C 于 FF. 
求证 : (1)AF=CF;(2)4B=DC 一 DB. 








分 析 :(1) 本 题 要 证 明 4F=CF, 而 已 知 降 ADC 二 90°, 就 出 现 
了 五 是 直角 A4CD 的 斜 边 的 中 点 ,从 而 就 要 应 用 直角 三 角形 斜 
边 上 的 中 线 这 个 基本 图 形 的 性 质 
进行 证 明 ( 如 图 3。199). 这 样 要 
证 明 4F==CF ,就 应 证 明 AF、CF 
都 与 DF 相等 ,也 就 是 要 证 明 
AF 二 CF 的 等 价 性 质 人 FDC = 
LC 成立. 因 人 FDC = 人 BDE， 
所 以 问题 就 成 为 要 证 明和 人 BDE 
二 人 C, 而 已 知之 4BC==2 人 LC, 则 
又 应 证 人 ABC 一 2 了 BDE. 由 条 
件 BE= BD, 这 是 两 条 具有 公共 端点 B 的 相等 线段 ,它们 可 以 组 
成 一 个 等 腰 三 角形 , 且 因 为 E.B、A 成 一 直线 ,出 现 了 这 个 等 腰 三 
角形 的 项 角 的 外 角 , 所 以 应 用 等 腰 三 角形 的 基本 图 形 的 性 质 就 可 
证 明了 人 4BC=2 人 BDE. 

(2) 现 在 要 证 的 结论 是 4B 等 于 DC 和 DB 的 差 , 所 以 可 根据 
线段 差 的 定义 将 DC 一 DB 作出 来 ,再 证 明 
所 得 的 线段 与 48 相等 ,于 是 在 DC 上 截取 
DG= DB ,问题 就 成 为 应 证 GC 王 4B. 而 由 
所 作 的 DG= DB 和 条 件 4D_LBG, 就 出 现 
了 一 边 上 的 中 线 和 高 重合 , 即 AD 是 BG 的 
中 垂 线 ,从 而 就 可 以 应 用 等 腰 三 角形 中 重要 
线段 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 这 时 应 用 
添加 的 方法 是 将 等 腰 三 角形 的 腰 添 上 ,也 就 上 
是 连结 AG (如 图 3。200), 即 可 得 4B 一 图 3，200 
AG ,这 样 问题 就 转化 成 为 要 证 AG=CG. 这 是 两 条 具有 公共 端点 
G 的 相等 线段 ,它们 就 可 以 组 成 一 个 等 腰 三 角形 ,问题 也 就 成 为 一 
个 等 腰 三 角形 的 判定 问题 ,又 因为 B.G.C 成 一 直线 ,出 现 了 这 个 
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图 3。199 








要 证 明 的 等 腰 三 角形 的 顶 角 的 外 角 , 所 以 问题 又 可 转化 为 证 明 
4G=CG 的 等 价 性 质 作 4GB8=2LC. 但 已 知 了 A4BC==2LC, 所 以 
又 应 证 和 AGB 一 人 4BC ,而 这 两 个 角 是 等 腰 A4BG 的 两 个 底 角 ， 
当然 相等 ,所 以 分 析 可 以 完成 . 

车 在 根据 线段 差 的 定义 来 
进行 分 析 时 ,考虑 将 线段 差 的 关 
系 转化 为 线段 和 的 关系 来 进行 
讨论 , 那 就 可 以 先 将 结论 变形 为 
DC== AB 十 DB, 然 后 就 可 将 4B 
和 DB 这 两 条 线段 接 起 来 . 

如 果 首 先 考 虑 将 4B 接 到 
DB 上 ,也 就 是 延长 DB 到 已 ,使 
得 BH = BA( 如 图 3，201), 那 
就 要 证 明 DH=DC. 但 由 于 BH 和 BA 是 两 条 具有 公共 端点 B 的 
相等 线段 ,它们 可 以 组 成 一 个 等 腰 三 角形 的 基本 图 形 . 但 这 个 等 腰 
三 角形 目前 只 有 两 条 腰 而 没有 底 边 ,所 以 应 先 将 底 边 添上 ,也 就 是 
连接 A 互 (如 图 3。201) ,又 因为 玉 .8.D 成 一 直线 ,出 现 了 这 个 等 
腰 三 角形 项 角 的 外 角 , 于 是 就 可 得 人 ABC= 二 2 人 H. 又 因为 已 知 
攻 ABC 二 2 人 LC, 所 以 就 得 人 LH= LC, 从 而 又 可 得 人 4HC 也 是 等 
晒 三 角形 ,而 4D 是 这 个 等 腰 三 角形 的 底 边 上 的 高 ,所 以 万 媚 = 
DC 就 可 以 证 明 . 

如 果 考 虑 将 DB 接 到 4B 上 ,那么 由 已 知 BE=BD, 可 得 DB 
接 到 4B 上 所 得 到 的 线段 就 是 4 无 ,问题 就 成 为 要 证 AE== DPC. 但 
这 两 条 线段 在 图 形 中 的 位 置 不 易 建 立 它们 之 间 的 等 量 关 系 ,所 以 
应 考虑 将 这 两 条 线段 改变 位 置 , 由 于 问题 目前 尚未 直接 出 现 与 圆 
有 关 的 关系 ,所 以 首先 考虑 将 线段 平移 . 

车 将 DC 平行 移动 到 与 AE 有 公共 的 端点 4, 则 所 得 的 线段 
AG 与 DC 应 平行 且 相 等 ,所 以 可 构成 一 个 平行 四 边 形 也 就 是 可 
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图 3。 201 





添加 中 心 对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 . 于 是 
在 作 图 时 可 过 .A 作 DC 的 平行 线 交 DF 的 
延长 线 于 G( 如 图 3， 202), 这 样 就 可 得 
和 人 CDF 忆 和信 4GF ,DC=4G. 问题 就 转化 成 
证 AE= 4C, 而 这 是 两 条 具有 公共 端点 的 
相等 线段 ,它们 可 以 组 成 等 腰 三 角形 ,问题 
也 就 成 为 一 个 等 腰 三 角形 的 判定 问题 ,所 以 
可 转 而 证 明 4 五 = AG 的 等 价 性 质 人 E 一 
了 LG, 和 但 我 们 已 经 可 证 LE= 人 FDC, 而 由 
AG/ DC ,又 可 得 LG 二 人 FDC, 所 以 可 完成 证 明 . 
若 将 DC 平行 移动 到 与 AE 有 公共 的 | 
端点 巨 , 也 就 是 过 无 作 EG/DC, 且 使 EG 
二 DC (如 图 3。 203) ,那么 四 边 形 EGCD 
应 是 平行 四 边 形 ,但 这 个 平行 四 边 形 尚 缺 
少 一 条 边 GC (如 图 3.。 203) ,所 以 应 先 连 ， 
结 GC:, 就 可 得 GCAED,GC==ED, 又 因为 | 
在 作出 了 EG=DC 后 ,问题 就 转化 为 应 证 ” 6. 
EA=EG, 而 这 是 两 条 具有 公共 端点 的 相 图 3. 203 
等 线段 ,所 以 它们 可 组 成 一 个 等 腰 三 角形 ,但 这 个 等 艘 三 角形 只 有 
两 腰 而 没有 底 边 , 所 以 应 将 底 边 添上 ,也 就 是 连接 AG 并 设 交 EF 
于 万 (如 图 3. 203), 那 么 这 个 AE4G 就 应 是 等 腰 三 角形 : 在 这 个 
三 角形 中 ,我 们 已 证 明了 4EF= 一 PDC, 而 由 有 EGVWDC, 且 可 以 看 
作 被 EF 所 截 又 可 得 ZFDC= 人 FEG, 所 以 XAEF== 人 GEF,EH 
是 人 EAG 的 一 条 角 平 分 线 . 另 一 方面 ,我 们 已 证 是 4C 的 中 点 ， 
FH /CG, 应 用 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 可 得 右 是 AG 的 
中 点 ,EH 是 人 EAG 的 一 条 中 线 , 所 以 应 用 等 腰 三 角形 中 重要 线 


段 的 基本 图 形 的 性 质 ,也 就 是 由 9 一 3 委 和 GH 二 AH, 就 可 以 证 
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明 EA=EG. 

车 考虑 将 EA 平行 移动 到 与 DC 
有 公共 的 端点 也 , 则 过 刀 作 DG/EA,: 
且 使 DG 二 EA( 如 图 3，204) ,那么 四 
边 形 AEDG 就 是 平行 四 边 形 , 于 是 也 
应 连接 4G ,应 用 平行 四 边 形 的 性 质 就 
可 得 人 LE= LAGD, /AE= 人 LGDF. 而 
我 们 已 证 LE= LC, 所 以 人 LAGD= 
ZC, 就 可 得 A.D.C.G 四 点 共 圆 . 又 因 
为 已 知 4DC=90", 且 下 是 4C 的 中 
点 ,所 以 这 个 圆 就 是 A4CPD 的 外 接 贺 ， i 图 3。204 
也 就 是 以 4C 为 直径 的 圆 , 而 下 就 是 这 个 圆 的 圆心 ,所 以 FG 也 是 
这 个 圆 的 半径 ,那么 连接 FG 后 ,有 FG=FP=FC, 这 样 就 出 现 了 
AFGD 和 和 人 FCD 是 两 个 腰 和 底 角 都 相等 的 等 腰 三 角形 ,所 以 它 
们 一 定 全 等 ,从 而 也 就 可 以 证 明 PG= DC， 分 析 就 可 以 完成 . 

在 将 EA 平行 移动 到 DG, 也 就 是 过 
也 作 DGVE4, 且 使 DG=E4 后 ,问题 就 
成 为 应 证 DG= DPC. 由 于 这 是 两 条 具有 公 
共 端 点 的 相等 线段 ,所 以 它们 应 组 成 一 个 
等 腰 三 角形 ,而 现在 这 个 等 腰 三 角形 只 有 
两 条 腰 而 没有 底 边 ,所 以 应 将 底 边 添上 ， 
也 就 是 连结 GC (如 图 3。205). 又 因为 
DGVE4, 且 可 以 看 作 是 被 EF 所 截 ,所 以 
LGDF= LE, 我 们 已 证 E= 人 FDC, 就 
可 得 了 GDF 一 人 CDF ,FD 就 应 是 这 个 等 
腰 三 角形 的 顶 角 的 角 平分 线 , 从 而 就 可 应 
用 等 腰 三 角形 中 重要 线段 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 , 但 现在 这 
条 角 平 分 线 DF 尚未 与 CG 相交 ,所 以 应 将 它们 延长 到 相交 ,于 是 
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图 3。205 





延长 DF 交 CG 于 五 (如 图 3，205), 由 于 DC=DG 是 要 证 明 的 结 
论 ,不 能 用 ,所 以 只 能 转 而 证 明 GH=CH 和 DHLCG 中 的 一 个 
性 质 . 由 于 我 们 已 经 证 明 4F =CF, 而 连接 4G 后 ,由 四 边 形 
AEDG 是 平行 四 边 形 可 得 AG/ ED, 即 AG/ FH ,所 以 GH=CH 
可 以 证 明 , 从 而 就 又 可 进一步 证 明 PC= DC. 

如 果 考 虑 4GD= 人 E= 人 LC, 可 得 4.D.C.G 四 点 共 圆 , 那 
么 再 由 人 ADC=90°, 可 得 人 AGC 也 等 
于 90", 而 AG/DH, 所 以 DH1CG 可 
以 证 明 , 从 而 也 可 进一步 证 明 DG = 
DPC. 

若 考虑 将 EA 平行 移动 到 与 DC 
有 公共 的 端点 C, 则 应 过 C 作 CCV 
EA, 且 使 CG 二 EA( 如 图 3。206) ,这样 
又 可 以 应 用 中 心 对 称 型 全 等 三 角形 进 
行 证 明 , 具 体 作 图 也 可 直接 过 C 作 CC - 
/EA 交 EF 的 延长 线 于 G, 也 就 可 得 图 3. 206 
和信 AEF 吕 和 ACGF ,AE= 二 CG, 那 么 问题 就 成 为 要 证 CD 二 CG. 现在 
这 是 两 条 具有 公共 端点 的 相等 线段 ,它们 可 组 成 一 个 等 腰 三 角形 ， 
问题 也 就 成 为 一 个 等 腰 三 角形 的 判定 问题 ,从 而 问题 就 转化 成 应 
证 CD = CG 的 等 价 性 质 人 G = 
LGDC. 由 于 我 们 已 经 证 明 人 E= 





GDPC, 而 由 A4EFS2ACGF, 又 可 人 D E_F 
得 ZE= 人 LG, 所 以 上 述 性 质 可 以 证 各 
明 , 分 析 也 就 可 以 完成 . 

例 52 如 图 3，207, 已 知 :E.F 8 C 


是 正方 形 4BCD 的 边 AD 的 延长 线 
上 的 两 点 , 且 DE=DC,DF= DB， 
BF 分 别 交 CD.CE 于 GH. 
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求证 :GH=FH. 

分 析 ; 本 题 要 证 的 结论 是 GH=FH ,而 条 件 中 又 给 出 人 ADC 
二 90°,A、D、F 成 一 直线 ,所 以 人 FDC 也 等 于 90°", 这 样 就 出 现 了 
五 是 直角 入 FGD 的 斜 边 GF 的 中 点 ,从 而 就 可 应 用 直角 三 角形 斜 
边 上 中 线 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 现在 图 形 中 是 有 直角 三 角 
形 而 没 有 斜 边 上 的 中 线 , 所 以 应 将 
斜 边 上 的 中 线 添上 , 也 就 是 连结 
DH (如 图 3。 208) ,这 样 要 证 明 GH D EF 


二 FH, 就 应 证 明 GH 和 FH 都 和 ¢ 
DH 相等 ,也 就 是 要 证 GH = DH、 
FH = DH, 进 一 步 也 就 是 要 证 


LHDG = AHGD 和 人 F = 
LHDF. 

若 先 考 虑 证 人 HDG 二 HGD. 由 条 件 DF 一 DB, 这 是 两 条 具 
有 公共 端点 的 相等 线段 ,它们 可 以 组 
成 一 个 等 腰 三 角形 , 即 作 DBF (如 图 
3。209). 又 因为 已 知 四 边 形 4BCD 
是 正方 形 ,所 以 DF/ BC, 这样 就 出 
现 了 等 腰 三 角形 和 平行 线 的 组 合 关 
系 , 所 以 必定 可 以 得 到 一 条 角 平分 
线 , 也 就 是 由 DB=DP ,得 人 DBF 一 
下 ,再 由 DF/ BC, 且 可 以 看 作 是 被 图 3*209 
BF 所 截 , 得 LF= 二 人 FBC, 从 而 推 得 人 DBF = 人 FBC. 而 由 正方 
形 的 性 质 可 得 /人 CBD 一 45", 所 以 就 有 二 DBF= 人 PBC= 色 

在 得 到 了 BF 是 人 CBD 的 角 平分 线 以 后 ,由 于 DEV BC, 且 
DE 二 DC 二 BC, 所 以 四 边 形 DBCE 也 是 一 个 平行 四 边 形 , 那 就 有 
CE/ BD, 这 样 又 出 现 了 一 次 角 平分 线 和 平行 线 的 组 合 关系 ,从 而 


图 3。208 
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一 定 可 得 到 一 个 等 腰 三 角形 的 基本 
图 形 , 由 于 CE 是 角 的 一 边 BD 的 平 


A D EF 
行 线 ,所 以 它 一 定 和 角 的 另 一 边 BC 元 
以 及 角 平 分 线 BF 相交 构成 等 腰 三 A 
角形 ,由 此 就 可 以 找到 这 个 三 角形 应 “| LA 

B C 


是 人 CBH (如 图 3。210) ,也 就 是 由 
CE // BD, 得 人 CHB 一 人 HBD 和 
LHBD = 一 EH, 得 LCHB = 
LCBH= 包 5 CH=CB. 


由 条 件 四 边 形 ABCD 蚌 正方形,CD 一 CB, 所 以 CH=CD, 这 
又 是 两 条 具有 公共 端点 C 的 相等 线段 ,它们 又 可 以 组 成 一 个 等 腰 
三 角形 ,而 它 的 顶 角 一 ECD 是 等 腰 直 角 A 人 DCE 的 一 个 底 角 应 是 
45°, 有 HDC- LAC 8 而 已 证 


ZCHB= 他, 所 以 CDHG= LDHC— ZBHC= :和 -入 = 


45°， 那么 在 人 HDG 中 应 用 三 角形 内 角 和 定理 就 可 得 HGD 
135. 所 以 ZHDG 一 LHGD,GH=D H. 再 


一 步 由 FDG= 二 90", 应 用 等 角 的 余 角 相等 
的 定理 就 可 得 LF=AXHDF,FH==DH ,分 
析 就 可 以 完成 . Fp 
例 54 如 图 3.211, 已 知 :人 4BC 中 ， 
AD 是 角 平分 线 ,BE | AD, 垂 足 是 E,EF// 8 万 一 
CA 交 4B 于 F. 求 证 :AF=BF. E 
分 析 : 本 题 要 证 明 的 结论 是 4 天 一 BF ,而 图 3. 211 
已 知 一 4EB= 90°, 这 样 就 出 现 了 下 是 直角 
入 ABE 的 斜 边 4B 的 中 点 ,所 以 就 可 以 应 用 直角 三 角形 斜 边 上 的 
中 线 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 ( 如 图 3。212), 于 是 要 证 明 AF 
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一 BF ,就 应 证 明 AF、BF 都 与 EF 相等 .由 条 
件 4D 是 角 平 分 线 , 且 EF/CA, 所 以 就 出 现 
了 和 角 平分 线 和 平行 线 的 组 合 关系 ,也 就 必定 
构成 一 个 等 腰 三 角形 的 基本 图 形 . 由 于 EF 


是 角 的 一 边 C4 的 平行 线 , 所 以 它 应 和 角 的 F 

另 一 边 4B 以 及 角 平 分 线 4D 相交 组 成 等 腰 

三 角形 , 即 可 找到 这 个 三 角形 是 人 AE( 如 8 D Cc 
图 3。212) ,于 是 由 EF/CA, 且 被 EA 所 截 ， E 

可 得 人 FEA 二 LCAD, 又 因为 已 知人 BAD= 8. 212 


CAD, 所 以 有 FAE= 人 FEA,AF 二 EF. 再 由 人 AEB==90°, 应 
用 等 角 的 余 角 相等 就 可 证 明 人 FBE= 人 FEB,BF 二 EF ,分 析 就 可 
以 完成 . 

-如果 考虑 条 件 中 出 现 的 4D 是 角 平 分 
线 和 BE | 4D, 就 出 现 了 角 平 分 线 和 向 角 
平分 线 作 的 垂 线 之 间 的 组 合 关系 ,从 而 也 可 
构成 一 个 等 腰 三 角形 的 基本 图 形 . 由 于 角 平 
分 线 AE 的 垂 线 BE 尚未 与 角 的 边 4C 相 
交 , 所 以 延长 BE 交 A4C 的 延长 线 于 C 后 
(如 图 3，213), 就 可 得 人 ABE 宇 人 AGE.、 
BE 二 GE, 那 么 再 由 EF /GA, 也 就 可 证 明 
AF=BF. 

例 54 如 图 3. 214, 已 知 :人 4BC 中 ， 
ZC 二 90',D 是 48B 的 中 点 ,E 是 AC 上 的 一 点 , 且 CE=BD,ED 
的 延长 线 交 CB 的 延长 线 于 F. 求 证 :人 F= 广 人 4 

分 析 ; 本 题 的 条 件 中 出 现 了 LC=90° 和 DD 是 斜 边 4B 的 中 
点 ,所 以 可 应 用 直角 三 角形 斜 边 上 的 中 线 的 基本 图 形 进行 证 明 . 由 
于 图 形 中 只 有 直角 三 角形 而 没有 斜 边 上 的 中 线 , 所 以 应 将 斜 边 上 
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图 3。214 图 3。215 
的 中 线 添上 ,也 就 是 连结 CD( 如 图 3。 215), 即 可 得 CD= AD= 
BD, /4 一 DC4, 这 样 问 题 就 成 为 应 证 CF 一 去 乙 DC4， 

由 条 件 CE 二 BD, 又 可 得 CE 二 CD, 这 是 两 条 具有 公共 端点 C 
的 相等 线段 ,它们 就 可 以 组 成 一 个 等 腰 三 角形 ,而 要 证 明 的 性 质 中 
的 倍 角 , 即 二 DC4 就 是 这 个 等 腰 三 角形 的 项 角 ， 

现在 我 们 要 证 明 的 性 质 是 两 个 角 之 间 的 倍 半 关系 ,所 以 可 根 
据 角 的 倍 半 关系 的 定义 ,将 大 的 角 两 
等 分 ,也 就 是 作 二 DCA4 的 角 平分 线 并 
交 DE 于 G 后 (如 图 3。216), 证 明 它 
的 一 半 , 亦 即 二 ECG 和 人 F 相等 . 由 
于 我 们 作 的 是 等 腰 三 角形 项 角 的 角 平 
分 线 ,所 以 可 应 用 等 腰 三 角形 中 重要 
线段 的 基本 图 形 的 性 质 得 CG 上 DE， 
而 已 知 二 ECF 一 90", 这 样 CG 就 成 为 
直角 入 EFC 的 斜 边 上 的 高 ,于 是 应 用 直角 三 角形 斜 边 上 的 高 的 基 
本 图 形 的 性 质 就 能 推 得 人 ECG 一 和 人 下. 

在 证 明 两 个 角 的 倍 关系 时 ,也 可 以 根据 角 的 倍 半 关 系 的 定义 ， 
作出 小 的 角 的 两 倍 ,再 证 明 所 作出 的 角 与 大 的 角 相 等 于 是 以 FC 
为 边 , 严 为 顶点 作 ZCFG=ACKE, 且 交 AC 的 延长 线 于 G( 如 图 3 
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图 3， 216 





。 217), 问题 就 成 为 要 证 人 EFG = 
人 DCE. 由 于 作出 FG 后 CF 就 是 
人 EFG 的 角 平 分 线 , 且 EG | FC, 出 现 
了 角 平 分 线 和 向 角 平 分 线 所 作 垂 线 之 间 
的 组 合 关系 ,从 而 可 得 到 人 FEG 是 等 采 ct 
三 角形 , 亦 即 FE = FG, 而 我 们 已 证 | 
和 人 CDE 也 是 等 腰 三 角形 ,CE 二 CD, 且 这 FT 
两 个 等 腰 三 角形 有 一 个 公共 的 底 角 , 即 
人 DEC, 所 以 它们 的 顶 角 必定 相等 ,分 析 图 3 217 
也 就 可 以 完成 . 

例 55 如 图 3，218, 已 知 :D 是 半圆 O 的 直径 4B 上 的 一 点 ， 
AC 是 弦 , 过 DD 作 48B 的 垂 线 交 4C 于 匹 , 交 BC 的 延长 线 于 ,过 
C 作 半 圆 的 切线 交 EF 于 G. 求证 :EG=FG. 





A OO DD B A Op BB 


图 3。218 图 3。219 

分 析 : 本题 条 件 中 出 现 4B 是 半圆 的 直径 ,C 是 半圆 上 的 一 
点 ,所 以 可 应 用 半圆 上 的 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 进 行 证 明 , 于 是 
可 得 了 4CB= 90", 又 因为 B.C.F 成 一 直线 ,所 以 人 ECF 也 等 于 
90". 

本 题 要 证 的 结论 是 EG= FG, 这 样 就 出 现 了 G 应 是 直角 
和 FEC 的 斜 边 的 中 点 ,从 而 就 可 应 用 直角 三 角形 斜 边 上 的 中 线 的 
基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 ( 如 图 3，219), 也 就 是 要 证 明 EG = 
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FG, 就 应 证 明 EG 和 FG 都 和 CG 相等 ,进一步 也 就 是 转化 为 要 证 
明 EG= FG 的 等 价 性 质 人 人 GCE 二 人 GEC.， 

由 条 件 GC 与 半圆 相 切 于 C,C4 是 过 切 点 的 弦 , 所 以 可 应 用 
纺 切 角 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 , 也 就 可 得 GCA 一 么 B, 这 样 
问题 就 成 为 要 证 GEC 也 等 于 人 B. 从 图 形 上 我 们 可 以 看 出 
AGEC 是 四 边 形 EDBC 的 一 个 外 角 , 因 此 要 证 ZGEC= 人 B, 就 
应 证 EE.D.B.C 四 点 共 圆 ,而 已 知人 EDB 一 90°, 已 证 明和 人 ECB= 
90°, 所 以 玉 ,D、.B.C 四 点 共 圆 可 以 证 明 . 

在 得 到 了 人 GCE = 人 GEC 后 , 即 可 推 得 EG = 二 CG 而 由 
ECF 二 90", 又 可 推 得 人 GCF 二 人 F, 又 可 得 FG 二 CG, 分析 就 可 
以 完成 . 

例 56 如 图 3，220, 已 知 : 


入 ABC 中 , M 是 BC 的 中 点 ,AX A 

是 过 4 的 一 直线 ,BE 4X,CF 上 4 

AX, 垂 足 分 别 是 EF. 求证 :ME 人 NS 

一 AfF， B¢ IM C 
分 析 : 本 题 条 件 中 出 现 BM 一 


CM, 且 BE AX,CF.L AX, 所 以 x 
BE/ FC, 这 是 过 BC 的 两 个 端点 图 3， 220 
所 作 的 平行 线 , 所 以 可 添加 中 心 对 
称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 . 添加 的 方法 是 将 过 端点 的 平行 线 与 过 
中 点 的 直线 相交 ,于 是 延长 EM 交 CF 于 G( 如 图 3 221), 即 可 证 
明 人 BMESACMG,EM 一 CAM. 又 因为 已 知人 EFG 一 90", 这 样 就 
出 现 了 M 是 直角 和 EGF 的 斜 边 EC 的 中 点 ,从 而 就 可 以 直接 应 用 
直角 三 角形 斜 边 上 的 中 线 的 基本 图 形 的 性 质证 明 ME 一 MF( 如 图 
3。222). 
在 将 过 端点 的 平行 线 与 过 中 点 的 直线 相交 时 ,也 可 以 延长 

FM 交 BE 的 延长 线 于 G( 如 图 3。 223), 那 就 可 证 明令 BGM 室 
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图 3。221 图 3。222 
ACFM,GM=FM, 而 FEG=90", 所 以 也 可 以 直接 应 用 直角 三 
角形 斜 边 上 中 线 的 性 质证 得 ME= MF. 





图 3。223 图 3，224 

本 题 要 证 明 ME= MF ,这 是 两 条 具有 公共 端点 M 的 相等 线 
段 ,所 以 它们 可 以 组 成 一 个 等 腰 三 角形 . 而 要 证 明 这 个 等 腰 三 角 
形 , 也 可 以 应 用 等 腰 三 角形 中 重要 线段 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 
明 . 于 是 首先 应 将 等 腰 三 角形 中 的 这 条 重要 线段 添上 ,也 就 是 作 
MH EF , 垂 足 设 为 媚 ( 如 图 3.， 224), 则 证 明 ME 一 MR 就 可 以 
转化 为 要 证 E 昌 ==FH. 而 由 MH EF, 又 可 以 得 MH/CF/ 
EB, 这 样 就 出 现 了 MH 是 ADCF (可 设 4X 交 BC 于 DD) 内 一 条 
边 CF 的 平行 线段 ,所 以 可 应 用 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 ,于 


是 由 MH/ CF, 可 得 ADMHODADCF,B 一 BW4. 而 由 MH/ 
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EB, 可 得 这 也 是 两 条 平行 线段 , 且 它 们 四 个 端点 两 两 的 连 线 在 DD 
点 相交 ， 所 以 又 可 应 用 平行 线 型 相似 三 角形 的 基本 图 形 的 性 质 进 
行 证 明 . 于 是 由 M 玉 NEB, 可 得 AMHDcABED, 天 厅 一 ,但 


已 知 BM=CM ,， 所 以 有 有 吉林 , 从 而 


就 可 证 明 EH 二 FH, 分 析 也 就 可 以 完 

例 57 如 图 3，225, 已 知 :C 是 半 
圆 O 的 直径 AB 上 的 一 点 ,CD1AB 交 “ “m3 
半圆 于 D, 以 AC、BC 为 直径 分 别 作 半圆 图 3。225 
O, .半圆 0,, EF 是 两 半圆 的 外 公 切 线 ， 
且 与 CD 相交 于 G. 求 证 :CD、EF 互相 平分 . 

分 析 : 由 条 件 4B、4C、BC 分 别 是 半圆 O、 半 圆 O, 和 半圆 0。 
的 直径 ,所 以 半圆 O, 和 半圆 0; 在 C 点 外 切 , 而 已 知 CD 上 4B, 可 
得 CD 是 半圆 O, 和 半圆 0, 的 内 公 切 线 , 从 而 就 可 以 在 每 一 个 半 
圆 中 ,应 用 弦 切 角 的 基本 图 形 的 性 质 得 
LGEC= LGCE, LGFC= LGCF, GE 
二 GC 和 GF 二 GC ,这样 就 出 现 了 一 个 直 
角 三 角形 斜 边 上 的 中 线 的 基本 图 形 , 也 
就 是 可 得 人 ECF 一 90*( 如 图 3， 226). 

由 结论 CD、EF 互相 平分 ,可 得 四 
边 形 ECFD 应 是 一 个 平行 四 边 形 ,而 由 
/ECF 一 90°, 可 得 这 个 四 边 形 应 是 一 个 矩形 ,从 而 人 EDF 也 应 等 
于 90°. 但 由 于 人 EDF 是 一 个 圆周 角 ， 而 这 个 圆周 角 现在 是 直角 ， 
所 以 应 应 用 半圆 上 的 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 可 得 DE、DF 的 延长 
线 应 分 别 经 过 直径 的 端点 4 和 8, 因此 问题 实质 质 上 就 是 要 证 明 
A.E.D 共 线 和 BF.D 共 线 (如 图 3，227). 

而 要 证 明 这 两 组 三 点 共 线 ,我 们 可 以 直接 连接 4D、BD 且 设 
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分 别 与 半圆 O, 和 半圆 O, 相交 于 E' 和 
F' ,然后 证 明 E' 和 8F' 就 是 EE 点 和 下 点 . D 
由 条 件 AB 是 半圆 O 的 直径 ,是 半 贺 上。 A 一 名 让 
的 一 点 ,所 以 一 4DB 一 90*, 根 据 同样 的 首 VD 
理 , 连 结 E'C、F'C 后 ,有 AE'’C 一 90"， 及 O00 COB 
了 BF'C= 90, 从 而 可 得 人 DE'C= 
DF'C= /AE’ DF' ==90°, 四 边 形 DE' 
CF' 是 矩形 ,所 以 ZF' DC 一 人 F'E'C. 又 因为 已 知 DC | 4B, 就 出 
现 了 DC 是 直角 入 ABD 的 斜 边 4 上 的 高 ,从 而 就 可 以 应 用 直角 
三 角形 斜 边 上 的 高 的 基本 图 形 的 性 质 得 人 4 二 人 BDC ,这样 就 进 
一 步 推 得 人 人 F' E'C= 人 A, 于 是 就 可 应 用 弦 切 角 的 基本 图 形 的 性 
质 得 到 F'E' 与 和 人 CE’ 4 的 外 接 圆 ,也 即 与 半圆 O, 相 切 于 E'. 辣 
样 的 道理 也 可 以 证 明 E'F' 与 半圆 0, 相 切 于 F' ,也 就 是 EE'F' 与 
半圆 O, 和 半圆 0; 的 外 公 切 线 , 切 点 分 别 是 E' 、F' ,所 以 E' 和 FF" 
分 别 与 E.F 重合 .而 CD 和 E'F' 是 互相 平分 的 ,所 以 EF 和 CD 
互相 平分 也 就 可 以 证 明 . 

例 58 如 图 3 。 228, 已 知 : 
人 和信 ABC 中 ,了 ACB 一 90",D 是 BC 上 4 


的 一 点 ,以 BD 为 直径 的 半圆 交 4B 于 E 
巨 , 且 CE=53BD. 


图 3。227 


求证 ;CDA=3 人 CBA. c 5 5 B 
分 析 : 由 BD 是 半圆 的 直径 ,就 可 图 3 228 


应 用 半圆 上 的 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 

质 进行 证 明 . 现在 图 形 中 是 有 直径 ,有 半圆 上 的 点 已 ,而 没有 圆周 
角 , 故 应 先 将 圆周 角 添 出 , 即 连结 DE (如 图 3 ，229), 就 可 得 
DEB 一 90*. 于 是 条 件 中 出 现 的 线段 之 间 的 倍 半 关 系 CE 一 十 BD 


中 的 倍 线段 BD 就 成 为 直角 入 BDE 的 斜 边 , 从 而 就 可 以 应 用 直角 
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三 角形 斜 边 上 的 中 线 的 基本 图 形 的 性 
质 进行 证 明 . 但 图 形 中 这 条 和 斜 边 土 的 
中 线 尚未 出 现 ,所 以 连结 OF, 得 OE VS 
二 BD( 如 图 3，229) ,这样 又 可 进一步 4 ~ 人 
推 得 CE 二 OE, 这 是 两 条 具有 公共 端 
点 的 相等 线段 ,它们 可 以 组 成 一 个 等 图 3. 229 
腰 三 角形 ,应 用 等 腰 三 角形 的 基本 图 形 的 性 质 就 可 得 人 ECO== 
EOC. 而 根据 直角 三 角形 斜 边 上 的 中 线 的 基本 图 形 的 性 质 , 又 
可 得 二 EOC= 2 一 B, 所 以 就 有 一 ECO=2 一 有 .又 因为 条 件 中 给 出 
B.D.C 成 一 直线 ,所 以 结论 中 出 现 的 人 CDA 就 成 为 人 ABD 的 一 
个 外 角 , 那 么 应 用 三 角形 外 角 定 理 就 可 得 CD4=D48B 十 人 B， 
而 要 证 的 结论 是 CD4= 3 一 6. 将 两 式 进行 比较 ,可 得 问题 转化 
成 为 要 证 DAB=2 了 人 B, 也 就 是 要 证 DAB 二 人 ECD, 这 样 问题 
就 成 为 要 证 A4.E、.D.C 四 点 共 圆 . 而 由 条 件 B.E、A 成 一 直线 ， 
“BED= 4CB=90", 就 可 以 证 明 这 个 性 质 , 分 析 也 就 完成 . 

例 59 如 图 3. 230, 已 知 :人 4BC 中 ,和 B=2 人 LC,AD 是 高 ， 


EE 是 BC 的 中 点 . 求证 :DE 二 方 4B 


A 
A 
/~ 人 XK、 
B D E C B D E C 


图 3。230 图 3，231 
分 析 ; 本 题 的 结论 DE 一 让 4B 是 两 条 线段 之 间 的 倍 半 关系 ， 
且 其 中 的 4B 是 直角 入 4ABD 的 斜 边 ,所 以 就 可 应 用 直角 三 角形 斜 
边 上 的 中 线 这 个 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 于 是 要 添 斜 边 上 的 中 
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线 , 即 取 AB 的 中 点 下 ,连结 DF, 得 DF 一 六 4B( 如 图 3 231), 从 
而 问题 就 转化 成 为 应 证 DF 二 DE. 

而 由 所 作 的 下 是 4B 的 中 点 和 条 件 瓦 是 BC 的 中 点 ,出 现 了 
两 个 中 点 ,是 多 个 中 点 问题 ,从 而 可 应 用 三 角形 的 中 位 线 的 基本 图 
形 的 性 质 进行 证 明 . 由 于 中 点 .EF 所 在 的 线段 BC、BA 有 公共 端 
点 B, 可 以 组 成 三 角形 . 所 以 EF 这 两 个 中 点 的 连 线 就 是 三 角形 
的 中 位 线 . 但 现在 是 有 三 角形 而 没有 中 
位 线 , 从 而 需 将 中 位 线 添上 , 即 连 结 
EF ,可 得 EFAC4( 如 图 3。232). 

现在 我 们 要 证 的 性 质 是 DF 一 DE， 
而 它们 是 两 条 具有 公共 端点 的 相等 线 六 
段 ,就 可 以 组 成 一 个 等 腰 三 角形 ,问题 
也 就 成 为 一 个 等 腰 三 角形 的 判定 问题 ， 
又 因为 上 .D.B 成 一 直线 ,图 形 中 出 现 了 这 个 要 证 明 的 等 腰 三 角 
形 的 顶 角 的 外 角 , 所 以 要 证 明 DF=DE, 就 可 以 转化 成 要 证 它 的 
等 价 性 质 人 FDB=2 人 FEB. 又 因为 由 直角 三 角形 斜 边 上 的 中 线 
的 基本 图 形 的 性 质 ,可 得 FD 二 FB, 人 FDB 一 人 B, 而 由 条 件 人 B 
二 2 了 /AC, 所 以 问题 就 成 为 要 证 人 C= 二 人 FEB ,或 者 进一步 就 是 要 证 
EF//CA, 而 这 个 性 质 我 们 已 经 证 明 , 从 而 可 完成 分 析 . 

由 于 本 题 要 证 的 结论 DE 万 4B 是 两 条 线段 之 间 的 倍 半 关 
系 , 且 条 件 中 出 现 了 E 是 BC 的 中 点 ,上 述 关系 式 中 的 半 线 段 DE 
的 一 个 端点 已 是 中 点 ,所 以 可 应 用 三 角形 的 中 位 线 的 基本 图 形 的 
性 质 进行 证 明 . 

若 考虑 将 倍 线段 4B 取 作 三 角形 的 边 ,那么 由 是 BC 的 中 
点 ,所 以 AB 应 看 作 是 人 A4BC 的 一 条 边 ,现在 图 形 中 就 是 有 三 角 
形 而 没 有 中 位 线 , 所 以 应 将 三 角形 的 中 位 线 添 上 ,也 就 是 取 AC 的 





DE C 
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中 点 下 ,并 连结 EF (如 图 3，。233), 就 可 
得 EF/ BA ,EF= 记 BA ,LB= ZFEC. 


而 已 知 和 B=2LC, 所 以 有 LFEC=2 
本 /入 

而 在 作 了 4C 的 中 点 下 后 ,由 条 件 4 
LADC = 90", 所 以 下 就 成 为 直角 ?5 5 
入 ACD 的 斜 边 的 中 点 ,这 样 又 可 以 应 用 图 3。233 
直角 三 角形 斜 边 上 的 中 线 的 基本 图 形 的 
性 质 进行 证 明 . 由 于 现在 图 形 中 是 有 直角 三 角形 ,而 没有 斜 边 上 的 
中 线 , 所 以 应 将 斜 边 上 的 中 线 添上 ,于 是 
连结 FD (如 图 3， 234) ,就 可 得 FD= 
FC= 吉 AC，LC 一 人 FDC, 这 样 又 可 进 


一 步 推 得 人 FEC 一 2 人 FDC. 而 已 知 DD、 F 
E.C 成 一 直线 ,人 FEC 是 人 EFD 的 一 《出 、 
个 外 角 , 从 而 可 证 明 ED=EF, 而 EF 二 3 DE c 


二 4AB, 所 以 DE 一 睛 4B 可 以 证 明 . 图 3 234 


若 考 虑 将 半 线 段 DE 取 作 三 角形 的 中 位 线 , 则 首先 应 使 DE 
的 两 个 端点 D 和 五 都 成 为 线段 的 中 点 . 首先 考虑 DD 点 , 则 延长 
AD 到 下 ,使 DF = AD. 接 下 来 就 应 考虑 玉 点 ,尽管 条 件 中 已 给 出 
E 是 BC 的 中 点 ,但 由 于 EE 所 在 的 线段 BC 和 DD 所 在 的 线段 AF 
没有 公共 的 端点 ,不 能 组 成 三 角形 ,所 以 这 个 中 点 的 条 件 还 不 能 
用 . 由 于 EE 所 在 的 线段 必须 要 与 D 所 在 的 线段 AF 有 公共 的 端 
点 ,所 以 这 个 公共 端点 只 能 是 取 4 或 者 取 下 点 . 

若 考 虑 取 公 共 端 点 为 4, 则 连结 AE, 并 延长 AE 到 GG 使 GE 
二 AE ,这样 DE 这 两 个 中 点 的 连 线 就 成 为 三 角形 的 中 位 线 , 而 现 
在 图 形 中 就 出 现 了 有 中 位 线 而 三 角形 不 完整 ,所 以 应 将 三 角形 的 
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边 添 上 ,也 就 是 连结 FG( 如 图 3 .235) ,就 可 
得 DEVFG, 且 DE 二 地 FG, 这 样 问题 就 转化 人 


又 因为 作 了 AE=GE 后 ,由 于 条 件 中 还 有 “D1! | 


给 出 了 BE=CE, 且 BC、4G 在 E 点 相交 ,这 | \ 
样 就 出 现 了 这 两 组 相等 线段 都 位 于 一 组 对 顶 pr & 
角 , 即 一 4EB 和 人 GEC 的 两 边 而 且 成 一 直 
线 ,所 以 可 添加 一 对 中 心 对 称 型 全 等 三 角形 
进行 证 明 , 由 于 现在 出 现 的 是 两 组 相等 线段 ,所 以 添加 的 方法 是 将 
这 四 个 端点 两 两 连结 起 来 ,于 是 连结 GC( 如 . 

图 3。236), 即 可 得 人 AEB 写 人 GEC, AB= 4 


GC, 且 可 得 LB= LGCB, 人 GCB=2 

4CB. 而 问题 则 转化 成 要 证 FG 二 CG. 但 fc 
这 是 两 条 具有 公共 端点 的 相等 线段 ,它们 可 “ 
以 组 成 一 个 等 腰 三 角形 ,但 这 个 等 腰 三 角形 OY 
目前 只 有 两 条 条 .而 没有 底 边 ,所 以 应 将 底 边 
添上 ,也 就 是 连结 FC (如 图 3， 236), 问 题 图 3* 236 

也 就 成 为 一 个 等 腰 三 角形 的 判定 问题 , 即 要 证 明 FG 二 CG, 就 可 以 
转化 成 证 它 的 等 价 性 质 GCE = 人 GFC. 而 我 们 已 经 证 明 PDC/ 
FG, 这 样 就 出 现 了 一 次 等 腰 三 角形 和 平行 线 的 组 合 关 系 , 所 以 一 
定 得 到 一 条 角 平 分 线 , 也 就 是 由 DC、FG 这 一 组 平行 线 被 FC 所 
截 ,可 得 人 GFC = BCF. 问题 就 成 为 要 证 人 BCF = 人 CCF ,FC 
是 人 GCB 的 角 平 分 线 ,进一步 也 就 是 要 证 人 GCB ==2 人 BCK. 但 
我 们 已 证 得 GCB=2 了 A4CB, 所 以 间 题 又 成 为 要 证 人 BCF 二 
一 BC4. 由 条 件 AD.LBC 和 所 作 的 4D 二 FD, 可 得 CB 是 AF 的 
垂直 平分 线 , 所 以 应 用 等 腰 三 角形 中 重要 线段 的 基本 图 形 的 性 质 
就 可 以 证 明 CA 二 CF 和 BCF=- 一 BC4 ,分 析 就 可 以 完成 . 


多 3。235 
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若 考虑 取 公 共 端 点 为 严 , 则 连结 RFE, 并 延长 FE 到 G, 使 GE 
二 FE, 那 么 DE 就 应 是 APRG4 的 中 位 线 ,所 
以 连结 4G 后 (如 图 3。237), 可 得 DE/ 
4G,DE 一 二 4G. 这 样 问题 就 转化 成 为 要 证 
AB=A4G, 而 这 是 两 条 具有 公共 端点 的 相等 
线段 ,它们 可 以 组 成 等 腰 三 角形 ,所 以 连结 
BG 后 ,应 证 4BG= 人 4GB. 而 由 46/ 
BC, 且 可 以 看 作 是 被 BG 所 截 ,所 以 人 AGB 
二 .LCBG, 从 而 又 应 证 ABG 一 人 GBC ,BG 
是 了 ABC 的 角 平 分 线 , ZABC 一 2 人 GBC. 由 条 件 人 人 ABC =2 
4CB, 从 而 问题 又 转化 为 要 证 人 CBC 王 一 4CB. 

又 因为 BE 二 CE,FE 一 GE, 这 两 组 相等 线段 也 是 位 于 一 组 对 
顶 角 , 即 和 BEF 和 人 CEG 的 两 边 , 且 成 一 直线 ,所 以 也 可 添加 一 
对 中 心 对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 ,添加 的 方法 是 将 四 个 端点 两 
两 连结 起 来 ,也 就 是 连结 BF .GC (如 图 3。237) ,就 可 推 得 人 BEF 
ACEG,BF 二 CG. 又 因为 BC 是 AF 的 垂直 平分 线 , 应 用 线段 垂 
直 平 分 线 的 性 质 又 可 得 BA 二 BF, 所 以 4B 一 GCC 四边形 4BCC 
就 是 一 个 等 腰 梯 形 , 而 在 等 腰 梯 形 内 ,应 用 图 形 的 轴 对 称 性 质 , 或 
者 通过 一 对 轴 对 称 型 的 全 等 三 角形 , 即 作 A4CB 绽 人 GBC, 就 可 以 
证 明 上 述 性 质 ,从 而 完成 分 析 . 
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第 四 章 与 国有 关 的 角 


第 一 节 圆周 角 


【分 析 方 法 导 引 ]】 

在 有 关 回 的 问题 中 , 如果 不 考虑 有 关 线 段 之 间 
的 数量 关系 时 ,就 应 想到 要 应 用 与 加 有关 的 角 的 基 
本 图 形 进行 证 明 . 

当 几 何 问题 中 出 现 了 同一 个 国 上 的 四 点 时 ,就 
可 以 想到 应 用 圆周 角 的 基本 图 形 进 行 证 明 . 接 下 来 
就 应 分 析 问 题 中 出 现 的 所 要 研究 和 讨论 的 角 是 出 现 
在 国内 接 四 边 形 的 内 角 或 外 角 上 ,还 是 出 现在 局 级 
所 对 的 贺 周 角 上 . 若 出 现在 圆 内 接 四 边 形 的 内 角 或 
外 角 上 , 则 添 贺 内 接 四 边 形 的 边 而 不 必 连 对 角 线 , 然 
后 应 用 对 角 的 互补 关系 或 外 角 与 内 对 角 的 等 量 关系 
来 完成 证 明 . 若 出 现在 同 强 所 对 的 恩 周 角 上 , 则 添加 
两 条 对 角 线 而 不 必 添 一 组 对 边 , 然 后 应 用 同 弛 所 对 
欧 周 角 的 等 量 关系 完成 分 析 . 

当 几 何 问 题 中 出 现 了 回 的 直径 和 什 贺 上 的 一 点 
或 者 出 现 了 90* 的 图 周 角 时 ,就 可 想到 要 上 应用 牛 加 
上 的 圈 周 角 的 基本 图 形 进 行 分 析 . 如 有 直径 和 个 图 
上 的 点 而 没有 国 周 角 时 ,应 将 个 加 上 的 点 与 直径 的 
两 端点 分 别 连接 ;如 有 90" 的 圆周 角 而 没有 直径 时 ， 
应 连结 圆周 角 的 两 边 与 为 的 交点 ,而 这 条 连 线 必 定 
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过 圆心 ,也 就 必定 是 加 的 直径 . 接 下 来 就 可 以 应 用 直 
角 三 角形 的 性 质 完 成 分 析 . 
当 几 何 问 题 中 出 现 了 相交 圆 的 问题 时 ,就 应 想 
到 要 将 问题 转化 到 一 个 圆 中 的 问题 来 进行 分 析 和 讨 
论 , 转 化 的 方法 是 添加 公共 纺 . 接 下 来 就 可 以 分 别 在 
每 一 个 贺 中 应 用 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 来 完成 分 
析 . 
例 1 已 知 :A4BC 中 ,4B=4C,D 是 4C 的 中 点 ,DE 是 
/4DB 的 角 平 分 线 , 八 AED 的 外 接 圆 交 BD 于 F, 求证 : BF 一 









信众 


留 4。1 图 4。2 

分 析 : 本 题 的 条 件 中 出 现 了 A、E、F.D 四 点 共 圆 ,所 以 可 应 用 
圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 由 于 图 形 中 的 圆 内 接 四 边 形 
尚 不 完整 ,所 以 首先 考虑 连结 EF. 由 于 条 件 中 给 出 和 ADE 一 
BDE, 而 这 两 个 角 都 是 圆周 角 , 所 以 应 用 圆周 角 的 性 质 就 可 得 
AE 二 FE,AE 二 FE. 这 样 问题 就 成 为 要 证 BF 二 2FE. 

又 因为 4.EFD 四 点 共 圆 , 且 D.F、B 成 一 直线 ,所 以 应 用 
圆周 角 的 基本 图 形 或 者 也 就 是 圆 内 接 四 边 形 的 性 质 ,又 可 得 
/BFE 二 A, 这 样 就 出 现 了 EF 是 AB4D 内 一 条 边 DA 的 北平 
行 线段 ,从 而 就 可 以 应 用 逆 平 行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 于 是 由 
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LBFE 一 人 A 和 LFBE= 人 ABD 可 得 ABEFcABD4,F 一 


AB 
全 .但 已 知 4B8= 4C, 且 万 是 4C 的 中 点 ,和 =2, 所 以 全 =2， 
从 而 也 可 证 明 瑟 5 一 2, 分 析 完成 . 


例 2 已 知 :A4BC 内 接 于 @O, 一 4 的 外 角 平 分 线 交 @O 于 
D. 求证 :DB= DC. 





图 4。3 图 4。4 

分 析 : 由 条 件 4.D、B.C 四 点 共 圆 , 所 以 可 应 用 圆周 角 的 基本 
图 形 的 性 质 进行 证 明 . 由 于 图 中 一 D45 是 一 个 圆周 角 , 所 以 根据 
同 弧 所 对 的 圆周 角 相 等 的 性 质 可 得 人 DAB 二 人 DCB. 又 因为 由 
A、D、B.C 四 点 共 赔 和 C、A、E 成 一 直线 ,又 可 得 人 LEAD 一 
LCBD. 而 由 条 件 可 知人 B4D= LEAD, 就 可 得 人 人 DBC = 
DCB , 那 末 DB 一 DC 也 就 可 以 证 明 . 

例 3 已 知 :人 4BC 内 接 于 ©@O, 角 平分 线 AD,CE 相交 于 了， 
AD 的 延长 线 交 @O 于 P. 求 证 :PB=PC=PI. 

分 析 : 本 题 条 件 中 出 现 了 A4BC 内 接 于 @O,P 是 @O 上 的 
点 ,也 就 是 出 现 了 A、B、P.C 四 点 共 圆 , 所 以 可 应 用 圆周 角 的 基本 
图 形 的 性 质 进行 证 明 . 

由 条 件 了 BAP= C4P, 且 这 两 个 角 都 是 圆周 角 , 所 以 可 得 
PB==PC, 并 可 进一步 推 得 PB=PC. 
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图 4。5 图 4*，6 

接 下 来 的 问题 就 是 要 证 明 PT=- PC, 这 是 两 条 具有 公共 端点 
P 的 相等 线段 ,它们 就 可 以 组 成 一 个 等 腰 三 角形 ,问题 也 就 成 为 一 
个 等 腰 三 角形 的 判定 问题 .于 是 要 证 PT= PC ,就 可 转化 为 证 明 它 
的 等 价 性 质 PIC= 人 PCI. 从 图 形 中 我 们 可 以 看 出 人 PCI = 
/APCD 二 + 人 DC1, 而 由 A、I、P 成 一 直线 ,可 得 PIC 是 A4CT 的 
外 角 , PIC= 人 IAC 十 人 ACI, 由 条 件 公 DCI 一 人 4CT, 所 以 问题 
又 成 为 要 证 PCD== 人 14C, 那 末 由 4、B、P\C 四 点 共 圆 ,可 得 
PCB= 一 P4B, 而 已 知人 P4B= 人 P4C, 所 以 分 析 可 以 完成 , 

例 4 已 知 :人 A4BC 内 接 于 ©O,I、K 分 别 是 人 4BC 的 内 心 
和 旁 心 ,IK 交 @O 于 E. 求 证 :EI=EK. 
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分 析 : 由 条 件 7 天 分 别 是 A4BC 的 内 心 和 旁 心 ,可 得 74、 
KA 都 是 一 4 的 平分 线 ,A4、1.E、K 成 一 直线 , 且 IB、KB 分 别 是 
一 已 和 一 有 的 外 角 平 分 线 , 于 是 TB 上 天 8. 而 本 题 要 证 明 的 结论 是 
EI 二 EK ,这样 就 出 现 了 E 是 直角 入 IKB 的 斜 边 的 中 点 ,从 而 可 
应 用 直角 三 角形 斜 边 上 中 线 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 现在 图 
形 中 这 条 和 斜 边 上 的 中 线 尚 未 出 现 , 所 以 应 先 将 它 添 出 ,也 就 是 连结 
EB, 于 是 要 证 有 7 一 五 KR, 就 应 证 明 EI 和 EK 都 和 EB 相等 ,再 进 
一 步 就 应 证 EI 二 EK 的 等 价 性 质 人 EIB 二 人 EBI 成立. 又 因为 


ZEIB = LBAI + LA4BI = 六 LCAB+ 二 /ABC, ZEBI = 


LEBC+ZTBC=EBCT 方 CABC, 所 以 只 要 证 明 人 EBC = 广 


人 CAB= 人 EAC. 而 由 条 件 4A、.B8、E\C 四 点 共 圆 性 质 得 证 . 
例 5 已 知 :7 是 A4BC 的 内 心 , 过 
1.B.C 三 点 作 Q@O. 求 证 :A、B.O.C 四 点 A 
i AA. 
分 析 : 4、B、.O、C 四 点 共 圆 的 证 明 ， 
是 一 个 圆 内 接 四 边 形 的 判定 问题 ,所 以 
可 应 用 圆周 角 的 基本 图 形 或 者 也 就 是 加 
内 接 四 边 形 的 性 质 进 行 证 明 . 但 已 知 图 
形 中 这 个 圆 内 接 四 边 形 尚 不 完整 ,所 以 图 4*9 
应 先 将 它 添 全 ,于 是 应 连结 OB、OC 和 
O4. 但 在 连结 O4 时 ,可 以 发 现 现 在 有 一 
个 A.1.O 三 点 共 线 的 问题 ,所 以 可 先 连 
结 O7, 然 后 证 明 4.7T、O 成 一 直线 ,也 就 
是 要 证 明 O1B 十 了 47B=180" ,进一步 
也 就 是 要 证 LOIB== 人 人 ABI 十 人 BAI= 


示人 LABC+ 诗 人 BAC. 但 已 知 O1=0B， 





图 4。10 
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这 是 两 条 具有 公共 端点 4 的 相等 线段 ,它们 可 组 成 一 个 等 腰 三 角 
形 ,所 以 ZOIB 一 LOBI= 人 IBC 十 人 OBC 一 方 人 B+ 人 La, 从 而 只 


要 证 a = 人 BAC. 由 条 件 O01 二 08= 二 OC, 和 OIB、 和 人 OIC 都 是 
等 腰 三 角形 ,于 是 BOI 十 2( 人 a 十 二 4BC) =180°, LCOI+2 


(Za 十 于 CA4CB) 一 180", 从 而 4Za+ LABC+LACB+ LBOI 


十 COI 二 360*. 但 在 人 OBC 中 ,有 一 BOT 十 CO7 十 2 一 a 一 180 ， 
所 以 人 ABC 十 ACB 十 2 人 a 二 180", 于 是 2La= 人 BAC, 即 人 oe 


一 二 人 BAC, 于 是 A、1.O 共 线 ,这 样 再 进一步 也 就 证 明了 A、B、 


O.C 四 点 共 圆 . 

例 6 已 知 :四 边 形 4BCD 内 接 于 @O, 过 4 作 BD 的 垂 线 ， 
垂 足 是 巨 且 交 DC 的 延长 线 于 G, 过 DD 作 4C 的 垂 线 , 垂 足 是 下 
且 交 4B 的 延长 线 于 五 . 求证 :HG/ BC. 

分 析 : 本 题 要 证 的 结论 HG/ BC 是 两 条 平行 线 的 判定 问题 ， 
由 于 这 两 条 要 证 明 的 平行 线 可 以 看 作 是 被 GD 所 截 ,所 以 问题 就 
是 要 证 人 DCB= 人 DGH. . 

由 条 件 中 出 现 四 边 形 4BCD 内 接 于 @O, 所 以 就 可 应 用 圆 内 
接 四 边 形 或 者 也 就 是 圆周 角 的 基 
本 图 形 的 性 质 进行 证 明 , 于 是 就 
有 DCB 十 人 DAB 王 180", 从 而 
问题 就 转化 成 要 证 人 DC 十 
DAH ==180°, 也 就 进一步 成 为 
要 证 4A. 电 .G.D 四 点 共 圆 . 

现在 要 证 明 4 已 .GD 四 点 
共 圆 ,这 又 是 一 个 圆 内 接 四 边 形 的 
判定 问题 ,所 以 问题 又 可 转化 为 证 图 4 "11 
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了 HAG= LHDG. 又 因为 条 件 中 
还 给 出 AE | 8D,DF 4C, 所 以 
LHAG 和 LHDG 又 分 别 是 
4B8D 和 人 人 ACD 的 余 角 ,于 是 要 
证 明了 HAG= 人 HDG, 又 可 转化 
或 证 ABD= 和 4CD, 但 这 两 个 
角 也 是 同一 条 弧 , 即 4 所 对 的 加 
周 角 ,所 以 由 条 件 4、.B.C.D 四 点 
共 贺 就 可 以 证 明 这 一 性 质 . 1 

如 果 在 证 明 A、 如 .GD 四 点 共 圆 时 ,考虑 转化 为 证 和 AHD= 
ZAGD, 那 末 这 时 由 于 凡 AHD 和 人 AGD 分 别 是 人 BAC 和 
/BDC 的 余 和 角 ; 所 以 问题 就 是 要 证 BAC = 人 BDC ,这样 由 A、 
B.C.D 四 点 共 圆 ,应 用 圆周 角 的 基本 图 形 性 质 也 可 完成 分 析 . 

例 7 已 知 :P 是 等 边 人 ABC 的 边 BC 上 的 一 点 ,PE// BA 交 
AC 于 E,PF/CA 交 AB 于 F, 过 PF.E 三 点 作 @O 交 AB、AC 
于 G. 五 .求证 : 八 PGH 是 等 边 三 角形 . 

分 析 : 本 题 要 证 明和 八 PGH 是 等 边 三 角形 ,所 以 可 证 明 这 个 三 
角形 有 两 个 内 角 是 等 于 60”. 

由 条 件 P.H.G 都 在 OO 上 ,或 者 也 就 是 OO 是 人 PGH 的 外 
接 圆 ,所 以 这 个 三 角形 的 三 个 内 角 都 是 OO 的 圆周 角 , 所 以 要 应 用 
圆周 角 或 圆 内 接 四 边 形 的 基本 图 形 的 性 质 
进行 证 明 . 

由 条 件 G、.P.H.E 四 点 共 圆 ,可 得 
LPGH = LPEH, 于 是 要 证 明 人 PGH = 
60°, 就 是 要 证 人 PEH 二 60", 而 由 条 件 PE 
WBA,LPEH== 人 A 和 已 知人 4A 一 60", 这 
个 性 质 就 可 以 证 明 . 

又 因为 PH.G\F 四 点 共 圆 ,日 4 下 、 











B 成 一 直线 ,所 以 人 BFP= 人 GHP ,这 样 要 
证 GHP=60°, 就 成 为 要 证 人 BFP = 60°， 
而 由 条 件 PE/CAh, 人 BFP= 人 A=60°, 这 
个 性 质 也 可 以 证 明 ,分析 也 就 可 以 完成 . 

例 8 已 知 :OO 中 ,4 是 BC 的 中 点 , 弦 
AD、AE 交 BC 于 让.G,EF、DG 的 延长 线 
交 @O 于 KK.H. 求 证 :KH/ BC. 

分 析 : 本 题 要 证 的 结论 大豆 AN BC 是 
两 条 平行 线 的 判定 问题 , 若 将 KH 和 
BC 看 作 是 被 AE 所 截 , 那 就 可 以 证 明 
LAMK= /AGB. 

由 于 一 4GB 是 @O 的 一 个 圆 内 角 ， 
所 以 应 用 圆 内 角 的 性 质 可 得 人 AGB 的 
度数 等 于 AB 十 CE 的 度数 的 一 一 半 ， 而 已 
知 48 一 AC, 所 以 4B 二 CE= -AC+CE= 


AE, 于 是 AGB 就 应 等 于 AE 所 对 的 加 
周 角 ,而 这 个 圆周 角 图 形 中 尚未 出 现 , 所 
以 应 将 它 添 出 ,于 是 连结 ED, 可 得 
LAGB= /AADE. 

又 因为 4.G.E 成 一 直线 ,出 现 了 
4GF 是 四 边 形 GFDE 的 一 个 外 角 , 所 
以 由 了 4GB = 人 ADE, 就 可 得 四 边 形 
GFDE 是 圆 内 接 四 边 形 或 者 也 就 是 G、 
FD\E 四 点 共 圆 . 

另 一 方面 ,我 们 要 证 明 相等 的 另 一 图 4 16 
人 即 入 AMK 也 是 ©O 的 一 个 圆 内 角 ,所 以 也 有 人 AMK 的 度 

应 等 于 A 十 8 的 度数 的 一 半 , 也 应 等 于 AE 的 度数 的 一 半 , 所 
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图 4。15 








以 问题 就 成 为 要 证 4 到 二 4 万 . 进一步 也 就 是 要 证 它们 所 对 的 圆周 
角 相 等 , 即 应 证 了 AEK 一 人 ADH ,而 由 我 们 已 经 证 明 的 性 质 G、 
F.D.E 四 点 共 圆 ,这 个 性 质 是 可 以 证 明 的 . 

由 于 本 题 的 条 件 中 出 现 了 4 是 BC 的 中 点 ,所 以 也 可 以 直接 





图 4，17 图 4，18 

应 用 垂 径 定理 的 性 质 来 进行 分 析 . 而 现在 图 形 中 尚未 出 现 过 弧 的 
中 点 的 直径 ,所 以 应 先 将 它 添上 ,也 就 是 连结 04, 即 可 得 OA 上 
BC. 而 我 们 要 证 明 的 是 开刀 NBC, 从 而 也 就 应 证 OA_LK 玉 ,这 样 
又 可 转化 为 要 证 4 开 = 4 万 ,根据 前 面 的 讨论 ,这 个 性 质 可 以 证 明 ， 
所 以 分 析 可 以 完成 . 

由 于 本 题 的 条 件 中 出 现 了 4 是 BC 的 中 点 ， 所 以 也 可 应 用 过 
弧 的 中 点 作 切 线 ,也 就 是 弦 的 平行 线 的 方法 进行 证 明 , 于 是 过 A 
作 @O 的 切线 MN, 并 连结 4C, 则 由 4B 一 AC 就 可 得 圆周 角 
/BCA 和 缠 切 角 作 NAC 相等 ,所 以 MN // BC. 这 样 要 证 KHW 
BC 也 就 转化 为 证 尺 昌 /MN, 所 以 也 是 要 证 4K 一 A 术 , 由 于 这 个 
性 质 可 以 证 明 , 所 以 也 可 以 完成 分 析 . 

例 9 已 知 :©I 是 A4BC 的 内 切 圆 , 且 与 三 边 分 别 相 切 于 
DE.F,AI 的 延长 线 交 DF 于 瓦 ， 求证 :CHILAH. 

分 析 , 本 题 条 件 中 出 现 @7 是 三 角形 的 内 切 圆 ,所 以 有 BC 是 
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图 4. 19 图 4. 20 

QI 的 切线 , 切 点 是 万 ,这 样 就 可 以 应 用 切线 的 性 质 或 者 也 就 是 弦 
切 角 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 , 于 是 连结 D1, 可 得 人 CDI= 
90°. 

现在 的 问题 是 要 证 CH | AH, 人 CHI= 90", 于 是 就 要 证 
LCHI= LCDI==90°, 从 而 就 可 以 应 用 圆周 角 或 圆 内 接 四 边 形 的 
基本 图 形 的 性 质 进 行 证 明 , 所 以 问题 就 是 要 证 C.7、 瓦 .也 四 点 共 
圆 . 由 条 件 B.D.C 成 一 直线 ,出 现 了 一 BDF 是 这 个 要 证 明 的 圆 内 
接 四 边 形 的 外 角 , 所 以 就 可 应 用 与 外 角 有 关 的 性 质 进行 证 明 , 由 于 
这 个 四 边 形 尚 不 完整 ,所 以 先 连结 C1, 那 末 证 明 C、TH\D 四 点 
共 圆 就 转化 为 证 BDF= 人 HIC. 

由 条 件 4.1.H 成 一 直线 ,人 HIC 是 A4CT 的 一 个 外 角 , 从 而 
有 HIC= LI1AC 十 人 ICA4, 但 已 知 1 是 人 ABC 的 内 心 ,TA、IC 是 


AABC 的 两 条 角 平 分 线 ,所 以 ZHIC= 方 入 A 十 去 ZC， 这样 间 是 





就 成 为 要 证 BDF 也 等 于 这 A 二 去 人 C. 
但 人 BDF 是 人 BDF 的 一 个 内 角 , 而 由 条 件 BD、BF 分 别 与 
QI 相 切 于 D.F, 所 以 可 应 用 切线 长 定理 得 BD= BF, 那 末 
LBDF 就 等 于 和 BFD, 也 就 有 LBDF 二 方 (180" 一 和 B), 根 据 三 
角形 内 角 和 定理 又 用 A 十 人 8 十 人 C 一 180", 所 以 分 析 可 以 完成 . 
例 10 已 知 : OO、©0’ 相交 于 4、B,P 是 QO 上 的 一 点 ， 
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P4.PB 的 延长 线 交 @O' 于 C.D,PE 1LCD 垂 足 是 E. 求 证; PE 
经 过 点 O. 


图 4。21 图 4。22 

分 析 : 本 题 要 证 明 PE 经 过 O 点 ,所 以 设 PE 交 O 于 后 ， 
就 是 要 证 PF 经 过 点 O,PF 是 ©O 的 直 
径 , 这 样 就 可 应 用 直径 所 对 的 圆周 角 或 
半圆 上 的 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 进 行 
证 明 . 现存 图 形 中 是 有 直径 ,有 半圆 上 的 
点 4, 而 没有 圆周 角 , 所 以 应 将 圆周 角 添 
上 ,也 就 是 连结 AF ,问题 就 成 为 应 证 
LPAF=90°. 

又 因为 条 件 中 给 出 了 P、A、C 成 一 直 图 4.。23 
线 ,所 以 要 证 明 的 这 个 角 一 P4F 就 成 为 四 边 形 AFEC 的 一 个 外 
角 , 而 已 知人 PEC==90°, 所 以 问题 就 是 要 证 PAF = 人 FEC = 
90°, 也 就 是 要 证 4.F、E.C 四 点 共 圆 , 四 边 形 AFEC 是 圆 内 接 四 
边 形 . 但 已 知 P.F.E 也 成 一 直线 ,又 出 现 了 人 PFA 也 是 这 个 四 边 
形 的 一 个 外 和 角 , 所 以 问题 又 可 以 转化 为 证 <PFA= 人 C. 

由 于 LC 是 @O' 的 圆周 角 , 所 以 仍然 可 应 用 圆周 角 或 圆 内 接 
”四 边 形 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 由 条 件 A、.8.D、C 四 点 共 圆 ， 
但 这 个 圆 内 接 四 边 形 还 不 完整 ,所 以 应 先 连 结 4B, 那 末 由 P、B、 
DD 成 一 直线 ,就 可 得 人 PBA== 人 C; 问 题 就 成 为 要 证 PFA 一 
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LPBA. 由 于 这 两 个 角 是 @O 中 同一 条 PC 所 对 的 圆周 角 , 当 然 相 
等 ,所 以 分 析 可 以 完成 . 

例 11 已 知 : 四 边 形 4BCD 内 接 于 @O,AC、BD 相交 于 五 ， 
FG 分别 是 AE、.DE 的 中 点 ,过 下 .G 分 别 作 4E、DE 的 垂 线 相交 
于 五 .求证 ;HEJLBC. 





多 4，21 图 4。25 

分 析 ;本题 要 证 明 HE_LBC ,根据 垂 线 的 定义 ,它们 应 相交 成 
90* 角 ,所 以 应 首先 将 它们 延长 到 相交 ,也 即 延 长 HE 交 BC 于 天 ， 
然后 应 证 一 已 KC 一 90*. 

由 条 件 HF LAC, 人 HFC==90°, 问 题 就 成 为 应 证 人 HKC= 
了 HFC=90°, 从 而 就 可 应 用 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 
这 样 问题 就 成 为 应 证 瑟 .F.K、C 四 点 共 圆 ,进一步 也 就 是 要 证 
AFHK= 人 FCK. 由 于 人 FCK 是 ©O 的 一 个 圆周 角 , 而 已 知 4、 


~ _ 


| 1。27 
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B.C.D 四 点 共 圆 ,所 以 有 4ACB== 一 4DB, 于 是 问题 又 转化 成 要 
证 人 FHK= ADB. 

再 由 条 件 FG 分 别 是 4AE、DE 的 中 点 ,是 多 个 中 点 问题 ,所 
以 可 应 用 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 进 行 证 明 . 由 于 FF.G 所 
在 的 线段 E4 .ED 有 公共 端点 ,可 以 组 成 三 角形 ,所 以 FG 这 两 
个 中 点 的 连 线 就 是 三 角形 的 中 位 线 , 而 现在 图 形 中 是 有 三 角形 而 
没有 中 位 线 ,所 以 应 将 中 位 线 添上 ,于 是 连结 FG, 即 可 得 FG/ 
4D, 那 末 又 有 4DB= 人 FGE, 问 题 也 就 成 为 要 证 人 FHK = 
人 FGE ,这样 也 就 要 证 昌 \F.E.G 四 点 共 圆 ,而 由 条 件 人 HFE= 
HGE 一 90", 这 个 性 质 就 可 以 证 明 . 

例 12 已 知 :AB.CD 是 ©O 的 直径 , 且 4B CDP, 开 .下 分 别 
是 OD.OA 上 的 两 点 ,OE 二 OF ,BE、DF 的 延长 线 交 ©O 于 HG， 
BH .DG 相交 于 K. 求 证 :OK |_DH. 





| 多 4.。28 图 4。29 
分 析 : 由 条 件 OE=OF 和 OFETOR ,可 知 OF.OF 可 组 成 一 个 
等 腰 直 角 三 角形 或 半 个 正方 形 . 又 因为 O08 一 OD.OBLOD, 所 以 
0O8.OD 也 组 成 半 个 正方 形 . 从 而 就 出 现 了 两 个 具有 公共 顶点 O 
的 正方 形 , 于 是 就 可 应 用 旋转 型 的 全 等 三 角形 的 性 质 进行 证 明 . 根 
据 由 公共 顶点 O 发 出 的 四 条 线段 找 全 等 三 角形 的 方法 可 找到 这 
对 全 等 三 角形 应 是 ADFO 和 人 A 人 有 BFEO, 于 是 就 有 ~ODF 一人 OBE， 


由 这 两 个 角 相 等 就 可 得 B.D、K.O 四 点 共 圆 ,于 是 就 可 以 应 用 圆 
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周 角 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 这 样 就 可 以 先 将 贺 内 接 四 边 形 





多 4，30 图 4，31 
添 全 ,也 就 是 连结 BD, 可 得 了 KBD 二 人 KOD. 但 人 KBD 是 圆周 
角 ;, 而 KOD 是 圆心 角 , 这 两 个 角 之 间 的 等 量 关系 就 可 以 转化 为 
它们 所 对 的 弧 之 间 的 倍 半 关系 . 由 于 人 KBD 所 对 的 弧 是 HD, 而 
ZKOD 所 对 的 弧 在 图 形 中 尚未 出 现 , 这 是 因为 <KOD 的 一 边 
OK 尚未 与 圆 相交 ,所 以 可 根据 圆心 角 的 定义 延长 OK 交 @O 于 
M ,得 二 KOD 所 对 的 弧 是 MD, 从 而 可 得 MD= 过 HD, 也 就 是 M 


是 DA 的 中 点 . 由 于 在 这 里 出 现 了 弧 的 中 点 的 性 质 ,所 以 再 应 用 垂 
径 定理 ,就 可 以 证 明 OK_|LDH. 

例 13 已 知 : 人 A4BC 内 接 于 ©O,DE 是 @O 的 弦 , 且 DFE 上 
BC 垂 足 为 已 .分 别 以 BD、BE 为 直径 作 半 圆 交 AB 于 下 .C. 求 
证 :GH : EB=GF : ED. 

分 析 ; 由 条 件 BD 是 半圆 的 直径 ,所 以 就 可 以 应 用 直径 的 性 质 
或 者 也 就 是 半圆 上 的 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 进 行 证 明 . 由 于 
DBEB=90", 所 以 以 BD 为 直径 所 作 的 半圆 必 有 经 过 点 妃 . 又 因为 
F 也 是 以 BD 为 直径 的 半圆 上 的 点 ,所 以 B.H、F、D 四 点 共 圆 ,于 
是 就 可 应 用 圆周 角 的 基本 图 形 或 者 也 就 是 圆 内 接 四 边 形 的 性 质 进 
行 证 明 ,从 而 连结 FH 后 ,可 得 BDH 二 人 BFH. 根据 同样 的 方 
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区 4。32 图 4，33 
法 还 可 以 证 明 BE 五 \.G 四 点 共 圆 ,又 因为 B.G、A 成 一 直线 ,出 
现 了 人 FGH 是 这 个 圆 内 接 四 边 形 的 一 个 外 角 , 所 以 又 可 得 
LBEH= AFGH. 


现在 我 们 要 证 明 的 结论 是 GH : FEB=GP : ED. 对 这 个 比例 
关系 进行 描 图 后 ,可 以 发 现 它们 两 两 组 成 人 HFG 和 人 入 BDE, 所 以 
要 证 明 上 述 比例 关系 ,就 转化 成 应 证 这 两 个 三 角形 相似 , 而 由 前 面 
的 分 析 可 以 发 现在 这 两 个 三 角形 中 已 经 证 明了 两 个 角 对 应 相等 ， 
即 了 HFG= 人 BDE 和 LFGH= 人 DEB, 所 以 这 两 个 三 角形 相似 
就 可 以 证 明 ， 

例 14 已 知 : 人 A4BC 内 接 于 @O ,在 4 的 延长 线 上 取 一 点 
万 ,使 4D= 4C, 在 4C 上 取 一 点 巨 , 使 AE 二 AB, 过 DE 的 直线 
交 @O 于 下 .G. 求 证 :4F. 4G 王 4B， 4C. 
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分 析 : 本 题 要 证 A4F。AG 二 A4B，AC, 由 条 件 A、.F.C.G 四 点 
共 圆 ,可 应 用 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 ,所 以 先 连 结 
CF ,就 可 得 AGF = 二 人 ACF, 而 人 ACF 又 等 于 人 4CB 十 BCF. 
由 4、B.F.C 四 点 共 圆 ,又 可 得 其 中 的 人 BCF= 人 FAD. 

再 由 条 件 中 还 给 出 4B = AE、、AC 二 AD, 上 且 人 BAC 和 
FE4D 可 以 看 作 是 公共 角 , 所 以 就 可 证 明和 信 ABC 和 A4ED 是 一 
对 轴 对 称 型 全 等 三 角形 ,从 而 就 可 以 证 明 人 ACB= 人 DD. 

而 由 条 件 D.F.G 成 一 直线 ,所 以 人 4FG 就 是 A4DF 的 一 个 
外 角 , 应 用 三 角形 外 角 定 理 ,就 有 AFG== 人 D 十 人 FAD, 从 而 可 
得 了 ACF== 人 ACB 十 人 BCF AD 二 人 FAD== 人 AFG. 这 两 个 角 
相等 一 出 现 就 可 得 到 八 AFE 和 入 ACF 是 一 对 道 平行 线 型 相似 三 
角形 ,从 而 可 得 人 ACF = 人 AFE 的 等 价 性 质 AF? 二 AE，。AC 成 
立 .而 AE=AB, 所 以 AF:==A4B。AC, 将 这 个 性 质 与 结论 比较 可 
知 问题 应 证 AF = 4G ,它们 就 是 两 条 具有 公共 端点 4 的 相等 线 
段 , 所 以 可 组 成 一 个 等 腰 三 角形 ,问题 也 就 成 为 一 个 等 腰 三 角形 的 
判定 问题 ,于 是 要 证 4AF 二 AG, 就 可 证 明 它 的 等 价 性 质 作 AFG 一 
了 4GF 成 立 . 由 于 我 们 已 证 明 这 两 个 角 都 与 人 ACF 相等 ,所 以 分 
析 可 以 完成 . ~ 

例 15 已 知 :84、BC 是 OO 的 两 条 弦 ,P 是 BC 上 的 任 一 点 ， 
PD BC,PE | 4B 垂 足 分 别 为 D.E,PD 的 延长 线 交 @O 于 下 . 
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图 4。36 
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求证 ;AF/ DE. 

分 析 : 本 题 要 证 明 AF /DE ,是 两 条 平行 线 的 判定 问题 ,由 于 
它们 可 以 看 作 是 被 FD 所 截 ,所 以 问题 就 是 要 证 人 FF== 人 人 EDK. 

由 于 LF 是 ©O 的 一 个 圆周 角 , 所 以 就 要 应 用 圆周 角 的 基本 
图 形 的 性 质 进行 证 明 . 由 条 件 4.F、B、P 四 点 共 圆 ,人 F 所 对 的 
弧 . 即 AP 所 对 的 另 一 个 圆周 角 尚 未 出 现 ,所 以 应 先 将 这 个 圆周 角 
添上 ,于 是 连结 BP, 即 可 得 人 F = 人 ABP. 问题 又 成 为 要 证 
人 EDF 一 人 ABP. 但 由 PD、F 成 一 直线 ,可 得 人 EDF 是 四 边 形 
BPDE 的 一 个 外 角 , 所 以 问题 就 是 要 证 B.P.D、E 四 点 共 圆 , 那 末 
由 条 件 和 BDP= 人 BEP 一 90°, 可 知 
这 个 性 质 是 可 以 证 明 的 . 

例 16 已 知 :O@O、@O' 相交 于 
4.B,GOO' 的 纺 BC 交 @O 于 D,CA 
的 延长 线 交 QO 于 EE, 过 DE 的 直 
线 交 @O' 于 FF.G. 求 证 :CF 二 CG. 

分 析 : 本题 要 证 明 CF 二 CG ,这 图 14， 38 
是 两 条 具有 公共 端点 的 相等 线段 ,它们 可 以 组 成 一 个 等 腰 三 角形 ， 
问题 就 成 为 一 个 等 腰 三 角形 的 判定 问题 ,于 是 问题 就 可 以 转 而 证 
明 CF=CG 的 等 价 性 质 人 人 CFG== 人 CGF. 








图 4。39 图 4，。40 
由 于 人 CGF 是 @O' 的 一 个 圆周 角 , 所 以 可 应 用 圆周 角 的 基本 


图 形 的 性 质 进 行 证 明 . 于 是 由 条 件 C、.F、B.G 四 点 共 圆 可 发 现 
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人 CGF 所 对 的 CF 所 对 的 另 一 个 圆周 角 尚 未 出 现 ,所 以 应 先 连结 
BF ,就 可 得 人 CGF 一 人 CBF ,问题 就 成 为 要 证 CFG 一 人 CBF. 

由 条 件 EF.G 成 一 直线 ,所 以 要 证 明 的 上 述 等 量 关 系 中 出 
现 的 人 CFG 就 可 看 作 是 ACEF 的 一 个 外 角 , 从 而 就 有 人 CFG = 
全 E 十 人 ECF ,但 人 LE 是 ©O 的 一 个 圆周 角 , 所 以 又 可 以 应 用 圆周 
角 的 基本 图 形 的 性 质 进 行 证 明 , 由 条 件 中 出 现 的 A、E、B.D 四 点 
共 圆 , ZE 所 对 的 是 4D, 所 以 连结 4B, 得 LE= 4BD. 另 一 广 
面 人 ECF 也 是 @O' 的 一 个 圆周 角 , 所 以 根据 C、A4、F、B 四 点 共 圆 
又 可 得 ACF = 二 人 ABF ,而 人 ABD 十 人 ABF 就 是 要 证 明 的 结论 
中 的 人 CBF ,分 析 完 成 . 

例 17 已 知 :四 边 形 4BCD 中 ,4B、DC 的 延长 线 相 交 于 已 ， 
AD、BC 的 延长 线 相交 于 E,ED，EA 二 EC。EB, 人 E、LF 的 角 
平分 线 相交 于 五 .求证 :EH LFH. 


图 4，41 图 4，42 
分 析 : 由 本 题 条 件 中 出 现 的 ED。EA 一 EC，EB 是 线段 之 间 
的 比例 关系 ,所 以 首先 进行 措 图 ,而 经 过 描 图 可 以 发 现 , 两 组 相 乘 
线段 分 别 重合 在 一 直线 上 , 且 有 一 个 公共 端点 ,从 而 可 应 用 由 三 
角形 内 一 条 边 的 逆 平 行 线段 所 得 到 的 逆 平 行 线 型 相似 三 角形 的 性 
质 进 行 证 明 . 根据 端点 和 端点 .内 分 点 和 内 分 点 的 连 线 就 是 逆 平 行 
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线 即 可 找到 这 一 对 相似 三 角形 是 ABCD 和 人 和 八 E4B, 从 而 可 得 
了 EDC= 人 EBA, 所 以 四 边 形 4BCD 是 一 个 圆 内 接 四 边 形 , 或 者 
也 就 是 A4、.B、C、D 四 点 共 圆 . 

另 一 方面 ,我 们 要 证 的 结论 是 EH LFH, 人 LH=90", 而 人 H 
可 以 看 作 是 人 FGH 的 一 个 内 角 , 所 以 可 转 而 证 明 人 HGF 十 
人 GFH 二 90°. 根 据 条 件 FH 是 人 BFC 的 角 平 分 线 , 所 以 人 GFH 
一 亏 人 BFC. 而 由 E.G、HH 成 一 直线 ,又 可 得 人 HGF 是 ABCGC 的 
一 个 外 和 角 , 所 以 有 人 HGF = 人 GCE 十 人 GEC. 而 由 和 八 ECD 吃 
人 和 俯 EAB, 还 可 得 DCE 二 人 A, 同 时 由 条 件 EH 是 AEB 的 角 平 
分 线 , 又 有 LGEC = 超人 DEC, 这 样 问题 就 成 为 要 证 人 A 十 


六 LDEC++ 广 BFC 一 90°, 也 就 是 2A 十 人 DEC++ 人 BFC= 


180°. 但 在 入 ABE 中 ,有 A 十 人 ABE 十 人 AEB 二 180°, 在 八 ADF 
中 ,用 A 十 ADF 十 人 AFD = 180°, 两 式 相 加 就 有 2 人 A 十 
4BFE 二 4FB+A4DF 二 4FD=360". 但 由 于 4.B.C、D 四 
点 共 圆 , 了 ABE 十 人 人 ADF 一 180°, 所 以 2A 二 人 人 AEB++ 人 人 AFD= 
180° 就 可 以 证 明 . 

由 于 本 题 要 证 的 结论 是 EH LFH， 
而 条 件 中 出 现 了 EH 是 人 AEB 的 角 平 
分 线 , 所 以 就 出 现 了 和 角 平 分 线 和 向 角 平 
分 线 所 作 的 垂 线 的 组 合 关系 ,从 而 就 可 
应 用 等 腰 三 角形 的 基本 图 形 的 性 质 来 开 
始 进行 分 析 . 由 于 这 个 等 腰 三 角形 是 角 
平分 线 的 垂 线 和 角 的 两 边 相 交 得 到 的 ， 
所 以 延长 FH 交 EA 于 和 N, 这 样 要 证 
EH LFH, 就 可 以 转化 成 证 EM=EN,， 图 4，43 
再 进一步 就 是 应 证 EM== EN 的 等 价 性 质 人 EMN 二 人 ENM 成 
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立 . 而 由 条 件 .MN 成 一 直线 ,出 现 了 要 证 明 相等 的 这 个 角 即 
LEMN 是 AFCM 的 一 个 外 角 , 所 以 有 EMN = MFC 十 
AMCF ,根据 同样 的 道理 又 有 人 人 ENM= 人 NFA 十 人 人 4, 而 条 件 给 
出 人 MFC== 人 NFA, 这 样 问题 又 转化 成 为 要 证 MCF 二 人 A, 而 
这 个 性 质 通过 AECDoAE4B5 是 可 以 证 明 的 ,所 以 分 析 可 以 完 
成 . 

例 18 已 知 :P 是 A4BC 的 外 接 圆 上 的 任 一 点 ,PD 4B、 
PE BC.、PF | AC, 慌 足 分 别 为 D.E、F. 求 证 :D、.E、F 共 线 . 





图 4。44 图 4 45 

分 析 ; 由 条 件 PE |L BC,PF |」AC, 可 得 人 PEC= 人 PFC= 
90°, 从 而 就 可 应 用 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 , 也 就 可 得 
P.C.F.E 四 点 共 圆 ,但 这 个 圆 内 接 四 边 形 的 基本 图 形 尚 不 完整 ， 
所 以 连结 EF、PC ,可 得 人 EFP= 人 ECP. 

再 由 条 件 PD 1 4B,PF | AC, 又 可 得 人 PDA== 人 PFA= 
90° ,这样 又 可 得 4.D.P.F 四 点 共 圆 ,所 以 连结 DF、PA 后 ,又 可 
得 LZPAD 一 人 PFD. 而 由 条 件 A、.B、P、C 四 点 共 圆 ,又 可 以 应 用 
圆 内 接 四 边 形 的 基本 图 形 性 质 得 LPAB== 人 PCB, 所 以 人 PFE= 
一 PFD, 从 而 就 可 证 明 DF 和 EF 重合 ,分 析 也 就 可 以 完成 . 

例 19 已 知 :P 是 四 边 形 4BCD 的 外 接 贺 上 的 任 一 点 ,PEL 
AB,PF | BC,PG 1CD,PH LAD, 垂 足 分 别 为 EF.G、H. 求 证 : 
PE. PG=PF . PH. 

分 析 : 本 题 要 证 明 的 结论 PE，PG=PF。PH ,是 线段 之 间 
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图 4，46 图 4，47 
的 比例 关系 ,所 以 应 首先 描 图 , 搞 清楚 它 们 之 间 的 位 置 关 系 ,经 过 
描 图 可 以 发 现 这 是 由 一 点 发 出 的 四 条 成 比例 线段 ,从 而 可 通过 添 
加 旋转 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 添加 的 方法 是 将 这 四 条 线段 两 两 
组 成 相似 三 角形 . 
若 考虑 将 PE、PF 和 PH、PG 分 别 组 成 三 角形 , 则 连结 EF、 
G 刀 ,然后 应 考虑 证 明 人 PEFc AP HG. 由 


条 件 ZPER 一 人 PFB 一 90", 所 以 就 可 应 用 


D 

圆周 角 或 圆 内 接 四 边 形 的 基本 图 形 的 性 质 
进行 证 明 , 也 就 是 可 得 P.F、B、E 四 点 共 人 c 
圆 ,而 人 PFE 的 一 个 内 和 角 人 PFE 就 成 为 一 三 G 
个 圆周 角 , 从 而 连结 PB 后 ,可 得 人 PFE= RY 
了 PBE. 根据 同样 的 道理 ,连结 PD 后 也 可 
得 PGH = 人 PDH. 这 样 要 证 明 这 一 对 三 
角形 相似 ,首先 就 可 以 证 <PFE= 人 PGH ,也 就 是 要 证 人 PBE 一 
ZPDA4. 但 因 D、A、B、P 四 点 共 圆 ,上 且 A、B、EE 成 一 直线 ,人 PBE 
是 圆 内 接 四 边 形 4BPD 的 外 角 , 所 以 人 LPBE= 人 PDA. 同样 由 
APEF = 二 APBF、ALPHG= LPDG 和 P、B、D、C 四 点 共 圆 ， 
ZAPBC= LPDC 就 可 得 人 PEF= 人 PHG. 所 以 人 PEFOWAPHG 
就 可 以 证 明 . 

若 考 虑 将 PE.PH 和 PF、PG 分 别 组 成 三 角形 , 则 连结 EH 、 
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FG ,然后 应 考虑 证 APEDc APFG. 那 末 由 
LPEA= 人 人 PHA=90°, 可 得 P.E、A、 归 四 
点 共 圆 , APHE = 人 PAE. 而 由 PFC = 
PGC= 90", 又 可 得 已 .FF.C.G 四 点 共 圆 ， 
PGF = /PCF. 再 由 条 件 4.B.、P.C 四 点 
共 圆 ,又 可 证 明 P4B = 二 LPCB, 所 以 
PHE= 人 PGF. 根据 类 似 的 道理 还 可 进 一 - 
步 证 明了 PEH = 人 LPFG, 从 而 也 可 证 明 
人 和信 PEHODAPFG ,分析 也 可 以 完成 . 

例 20 已 知 :人 A4BC 中 ,4B=4C,4D 是 高 ,E.f 是 4D 上 
的 两 点 , <DBE= 人 EBF 二 人 FBA,CE 的 延长 线 交 AB 于 G. 求 
证 :GF/ BE. 








图 4。 30 疼 4*351 

分 析 : 本题 要 证 明 GF // BE, 是 一 个 平行 线 的 判定 问题 ,所 以 
可 应 用 平行 线 的 基本 图 形 的 性 质 进 行 证 明 . 由 于 GF、BE 可 以 看 
作 是 被 BF 所 截 ,所 以 要 证 GF// BE, 就 可 以 转化 为 证 明和 人 GFB 
二 /EBF. 而 已 知人 EBF 一 人 EBC. 所 以 问题 又 应 证 人 GFB 一 
LEBC. 

又 因为 条 件 中 给 出 4B= 4C,4D 是 高 ,所 以 可 应 用 等 腰 三 角 
形 中 的 重要 线段 的 基本 图 形 的 性 质 进 行 证 明 , 于 是 就 可 得 AD 是 
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BC 的 垂直 平分 线 , EB = EC 和 人 EBC = 
了 ECB. 这 样 问题 又 进一步 转化 为 要 证 人 GFB 
二 人 GCB. 而 这 两 个 角 相 等 一 出 现 ,就 能 发 现 可 
应 用 圆 内 接 四 边 形 或 者 也 就 是 圆周 角 的 基本 图 
形 的 性 质 进行 证 明 . 因此 要 证 明和 人 GFB = 
GCB ,就 可 以 转 而 证 明 B.C、F.G 四 点 共 圆 ， 
因而 考虑 将 圆 内 接 四 边 形 添 完 整 ,也 就 是 连结 
CF, 然 后 就 选取 与 条 件 中 出 现 的 角 有 关系 的 角 
来 进行 证 明 , 所 以 可 选择 证 GBF 一 和 GCF. 但 图 4，52 
已 知 了 GBF = 人 FBE, 所 以 问题 又 成 为 要 证 人 FBE= 人 FCE. 但 
我 们 马上 可 发 现 这 两 个 要 证 明 相等 的 角 现 在 是 位 于 这 个 等 腰 三 角 
形 的 轴 对 称 部 分 ,所 以 又 可 应 用 轴 对 称 型 全 等 三 角形 的 性 质 进 行 
证 明 , 那 未 由 EC=EB,FC 一 FB 和 FE 二 FE, 就 可 证 明 作 FCE 鱼 
人 FBE, 人 FCE 一 人 FBE, 从 而 就 可 以 完成 分 析 . 

例 21 已 知 :P 是 口 4BCD 的 对 角 线 BD 上 的 一 点 ,以 BP 
和 DP 为 直径 作 圆 分 别 交 4B、BC 和 CD.D4( 或 它们 的 延长 线 ) 
于 EH 和 FF.G. 求 证 ;EH//GF. 








图 4。53 图 151 
分 析 ; 由 条 件 BP、DP 分 别 为 两 圆 的 直径 ,所 以 可 应 用 半圆 上 
的 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 现在 对 两 个 圆 来 说 都 是 有 
直径 ,有 半圆 上 的 点 而 没有 圆周 角 , 所 以 应 将 圆周 角 添 上 ,也 就 是 
连结 PE、.PH、PF 和 PG 后 ,可 得 PE AB、PF | CD, 而 我 们 已 
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知 AB/DC, 所 以 E.P、F 共 线 .根据 同样 的 道理 还 可 得 PHL 
BC、PGJAD,G、P.H 共 线 . 

现在 我 们 要 证 明 的 结论 是 EH/GF ,这 是 两 条 平行 线 的 判定 
问题 ,而 现在 EH 和 GF 这 两 条 要 证 明 平 行 的 线段 可 以 看 作 被 
GH 所 截 ,所 以 问题 就 只 要 证 LPHE= 人 PGF. 而 LPHE 是 @O 
的 圆周 角 , 应 用 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 ,由 B、 右 \.P、E 四 点 共 
加 ,可 得 了 PHE 二 人 PBE. 根据 同 桩 的 道理 ,又 可 得 人 PGF = 
PDF ,这 样 问题 又 转化 为 要 证 人 PBE= 人 PDF. 由 于 这 两 个 角 
是 4B 和 DC 这 一 组 平行 线 被 BD 所 截 得 到 的 一 组 内 错 角 ,所 以 
这 个 性 质 就 可 以 证 明 . 

例 22 已 知 :CD 是 直角 入 ABC 的 斜 边 4B 上 的 高 , 角 平 分 
线 AE 交 CD 于 FF, 过 CE.D 三 点 作 ©0O 交 AE 于 G. 求 证 :AG= 
FG. 





多 4，55 图 4。.56 

分 析 : 本 题 要 证 的 结论 是 AG 二 FG, 而 条 件 中 给 出 了 CD 上 
AB, 这 样 就 出 现 了 G 为 直角 入 AFD 的 斜 边 AF 的 中 点 ,从 而 就 可 
以 应 用 直角 三 角形 斜 边 上 中 线 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 由 于 
图 形 中 尚未 出 现 斜 边 上 的 中 线 ,所 以 连结 DG ,这样 要 证 明 4G 一 
FG, 就 应 证 AG、FG 都 和 DG 相等 ,也 就 是 应 转 而 证 AG 二 FG 的 
等 价 性 质 人 GDF= 人 GFD. 

由 于 GDF 是 @O 的 一 个 圆周 角 , 所 以 就 可 应 用 阅 周 角 的 基 
本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 于 是 由 C、E、D、G 四 点 共 圆 ,可 得 人 GDF 
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三 人 GEC, 所 以 问题 成 为 应 证 AFD 二 人 AEC. 而 由 条 件 A、F、E 
和 BE.C 都 成 一 直线 ,了 AFD 和 一 4FEC 可 以 分 别 看 作 是 人 4FC 
和 A4FEB 的 外 和 角 , 所 以 有 人 AFD= LFCA 二 人 CAE, AEC= 
芝 B 十 人 BAE, 而 条 件 中 又 给 出 人 BAE = 人 CAE, 所 以 问题 又 转 
化 成 要 证 人 B= 人 FCAh. 但 已 知 CD 是 直角 入 4BC 的 斜 边 上 的 高 ， 
所 以 应 用 直角 三 角形 斜 边 上 的 高 的 基本 图 形 的 性 质 就 可 以 证 明 上 
述 性 质 , 分 析 也 就 可 以 完成 . . 

例 23 已 知 : 了 是 人 A4BC 的 内 心 ,I 与 三 边 相 切 于 DE、K， 
BF | A1,AG.| BI, 垂 足 分 别 是 站.G. 求 证 ;F.D、E.G 四 点 共 线 . 





图 4357 8 
分 析 : 要 证 明 下 ,DEG 四 点 共 线 ,只 须 分 别 证 明 两 次 三 点 共 
线 即 可 . 车 首先 考虑 证 下.D、E 共 线 , 则 将 这 三 点 分 两 次 连结 ,也 
就 是 连结 FD、ED ,问题 就 是 要 证 明 人 BDF= 人 人 CDE. 
由 条 件 BC 与 @I 相 切 于 ,所 以 可 应 用 切线 的 性 质 或 者 也 就 
是 弦 切 角 的 基本 图 形 的 性 质 进 行 证 明 ,于 是 连结 ID, 就 可 得 
人 BDI ==90", 又 因为 条 件 中 给 出 人 BFI 一 90°, 所 以 和 人 BDI = 
BFT, 而 这 两 个 角 相 等 一 出 现 , 就 可 以 应 用 圆周 角 的 基本 图 形 的 
性 质 进 行 证 明 , 于 是 就 可 得 有 BF、D.、 了 四 点 共 圆 , 人 BDF = 
芝 BIF ,这 样 问题 就 成 为 要 证 人 BIF = 人 CDE. 
由 条 件 A.I、F 成 一 直线 ,就 出 现 了 LBIF 是 八 ABI 的 一 个 
外 角 , 所 以 有 BIF= 人 LIAB 十 人 1B4. 又 因为 已 知 T 是 人 ABC 的 
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内 心 ,14.18B 分 别 是 人 A 和 志 B 的 角 平 分 线 ,所 以 人 BIF 一 专人 4 


+ 直入 B. 又 因为 CD.CE 与 91 分 别 相 切 于 D、E, 人 CDE 是 弦 切 
角 , 所 以 应 用 切线 长 定理 得 到 CD=CE 后 后 ,就 有 CCDE (180 一 
jjG) 二 2, 即 /CDE 一 90" 一 二 ZC, 那 末 同 题 又 成 为 要 证 亏 忆 4 十 


二 人 B= 90" 一 到 CC， 显然 这 个 性 质 只 要 应 用 三 角形 内 角 和 定理 


就 可 以 证 明 . 根据 同样 的 道理 ,也 可 以 证 明 G、E、D 共 线 ,所 以 分 
析 可 以 完成 . 

本 题 在 应 用 切线 的 性 质 ,连结 ID 并 得 ID 上 LBC 后 ,证 明 F、 
DE 共 线 的 问题 也 可 成 为 要 证 人 IDE 十 人 IDF 王 180". 而 在 得 到 
ZIDB= LIFB==90",B、F、D、T 四 点 共 圆 后 ， 又 可 得 CTBF 十 
ZIDF= 180°, 从 而 问题 又 成 要 证 明 人 IDE== 人 1BF. 但 因 已 知 @I 
与 4C 相 切 于 巨 , 所 以 应 用 切线 的 性 质 ,连结 IE, 又 可 得 人 1EC 一 
90°, 所 以 又 有 I.D.C.E 四 点 共 圆 ,于 是 再 应 用 圆 内 接 四 边 形 或 者 


也 就 是 贺 周 角 的 基本 图 形 的 性 质 ,可 得 人 IDE 一 人 1CE== 计 人 C， 
这 样 间 题 又 转 化 为 要 证 明 人 LIBF = 专人 C. 而 LIBF 一 人 DBI+ 


LDBF 一 省 人 B+ (90" 一 人 RHB), 再 由 条 件 A.H.F 成 一 直线 ， 
LFHB 是 4B 的 一 个 外 角 , 就 有 人 FHB= 人 人 ABH+ 人 人 BAH 
一 人 B+ 地 1 4. 所 以 LIBF= 字 人 B 二 (90 一 LB 一 记 人 A)=90° 


Ca 
例 24 已 知 : 人 4BC 中 ,4=90",4B=4C， DD 是 BC 的 中 
点 ,过 D.C 作 ©@O 交 AC 于 E,BE 交 OO 于 下. 求证 :AF | BE 
分 析 : 本 题 条 件 中 出 现 4B=4C 和 BD=CD， 所 以 可 应 用 等 
腰 三 角形 中 的 重要 线 贷 的 芝 本 国 进行 证 明 , 由 于 图 形 中 
。182 。 





A 


A 
是 


B D 





图 4。59 

这 条 重要 线段 尚未 出 现 , 所 以 应 先 连 结 
4D, 即 可 得 4D 1 BC, 且 因 条 件 给 出 
人 BAC 一 90", 所 以 LBAD 一 广 人 BAC= 
45°. 

现在 要 证 的 结论 是 AF | BE, 即 
4FB=90". 而 前 面 已 证 全 4DB= 90"， 
这 样 间 题 就 成 为 要 证 人 AFB= 人 ADB， [4 4 61 
而 这 两 个 角 相 等 一 出 现 ,就 可 以 应 用 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 进 
行 证 明 ,也 就 是 应 转 而 证 4.B、D、F 四 点 共 圆 , 四边形 4BDF 是 
圆 内 接 四 边 形 ,但 我 们 已 证 一 B4D=45", 所 以 应 连结 DF 后 证 明 
B4D=BFD, 进 一 步 就 是 要 证 一 BFD=45*, 而 由 条 件 D.C、 
EF 四 点 共 圆 和 EF、B 成 一 直线 ,所 以 再 应 用 圆周 角 的 基本 图 
形 的 性 质 又 可 得 人 BFD= 人 LC, 由 条 件 八 4ABC 是 等 腰 直 角 三 角 
形 , 所 以 CC=45", 由 此 即 可 证 明 上 述 性 质 , 分 析 也 就 可 以 完成 . 

例 25 已 知 :A4BC 中 ,过 A.C 两 点 的 QO 交 4B、BC 于 
K、.N, 八 4BC、 八 BKN 的 外 接 圆 相交 于 B、M. 求证 :人 BMO= 
90". 

分 析 : 本 题 的 条 件 中 出 现 了 @O 上 的 四 点 , 即 4. 开 、.N.C, 所 
以 可 应 用 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 于 是 首先 应 将 这 个 
圆 内 接 四 边 形 添 全 ,也 就 是 连结 KN. 由 于 条 件 中 还 出 现 C.N、B 
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图 4，62 图 4，63 
成 一 直线 ,所 以 可 得 人 BNK= 人 人 4. 

“又 因为 在 @0" 中 ,现在 也 出 现 了 圆 上 的 四 点 , 即 天 .BAM、N 
四 点 共 圆 ,是 上述 性 质 中 出 现 的 人 BNK 是 这 个 圆 内 的 一 个 圆周 
角 , 而 这 个 角 所 对 的 弧 , 即 BK 所 对 的 另 一 个 圆周 角 尚 未 出 现 ,所 以 
首先 应 连结 KM, 然后 就 可 得 人 BNK = 人 BMK. 这 样 就 可 进一步 
推 得 BMK= 人 4. 





图 4。64 图 4，65 
再 来 看 OO' 中 ,现在 也 出 现 了 A、B、M、C 四 点 共 圆 , 且 人 A 
这 个 圆周 角 成 了 这 个 圆 内 接 四 边 形 的 一 个 内 角 , 于 是 连结 MC ,并 
延长 BM 至 工 ,就 可 得 AZLMC= 人 4, 所 以 就 有 和 人 BMK 一 
LLMC. 现在 我 们 要 证 明 的 性 质 是 人 BMO 一 90", 也 就 是 要 证 
ZBMO= LLM O, 所 以 就 可 转化 为 证 CKMO 一 人 CMO. 
另 一 方面 由 BM.、L 成 一 直线 ,可 得 人 KMC 二 人 BMK 十 
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LLMC=180°, LKMC+2/BMK=180°, 
人 KMC 二 2 了 人 A 二 180°. 在 这 个 关系 式 中 出 
现 了 一 4 的 倍 和 角 , 而 人 4 是 @O 的 一 个 圆周 
角 , 则 它 的 倍 角 应 等 于 它 所 对 的 弧 所 对 的 圆 
心 角 ,但 这 个 圆心 角 图 中 尚未 出 现 ,因而 连 
结 OK 、OC, 即 可 得 LKOC==2 人 4, 于 是 就 . 
有 人 KMC 二 人 人 KOC 一 180°, 而 这 个 关系 式 
一 出 现 就 可 推 得 尺 .M.C、O 四 点 共 圆 ,而 要 图 4， 66 
证 明 相 等 的 这 两 个 角 就 是 这 个 圆 的 圆周 角 , 所 以 应 用 圆周 角 的 基 
本 图 形 的 性 质 ,连结 KC 后 , 有 一 KMO = 人 KCO, ~CMO = 
人 CKO, 而 由 OK 二 OC, 可 得 人 LKCO= LCKO, 所 以 人 KMO= 
了 人 CMO 就 可 证 明 . 

例 26 已 知 : MA、MB、MC 是 @O 的 三 条 弦 , 以 MA、MB、 
MC 为 直径 作 Q@O1、®O:;、@0O;, 它 们 两 两 相交 于 D、E、F. 求 证 :DD、 
EF 共 线 . | 

分 析 : 要 证 明 DE、F 共 线 ,只 要 将 DE、F 分 两 次 连结 ,也 就 
是 连结 DE、.FE 和 ME 后 ,应 证 明 人 DEM 二 人 人 FEM==180*. 

由 条 件 MA、MB 分 别 是 @O,、©0O; 的 直径 ,所 以 可 应 用 半圆 
上 的 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 现在 有 @O、@O: 上 的 
点 也 ,而 没有 圆周 角 , 所 以 应 将 圆周 角 添 上 ， 
于 是 分 别 连 结 MD、4D 和 BD, 可 得 MDA 
二 MDB 一 90°, 从 而 D.4、B 共 线 .根据 同 
样 的 方法 ,连结 BF.CF、MF 后 ,也 可 证 得 
B.F.\C 共 线 . 

现在 要 证 明 的 性 质 中 的 人 DEM 是 人 @O 
的 一 个 圆周 角 , 从 而 就 可 以 应 用 圆周 角 的 基 
本 图 形 的 性 质 进行 证 明 , 也 就 是 由 M.D、A、 
巨 四 点 共 圆 ,可 得 MED= 一 M4D. 又 因为 图 4 67 
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多 4。，68 图 4.。69 


在 @oO 中 ,现在 也 出 现 了 圆 上 的 四 点 , 即 4.M、C,.B, 所 以 四 边 形 
AMCB 也 是 圆 内 接 四 边 形 , 且 D、A、B 成 一 直线 ,这 样 又 可 得 
LMAD = LC, 人 MED== LC. 于 是 问题 就 转化 为 应 证 人 C 十 
AFEM ==180°, 而 由 条 件 E.M.C、F 四 点 共 圆 ,这 个 性 质 可 以 证 
明 , 所 以 分 析 可 以 完成 . 

例 27 已 知 :C.D 是 以 4B 为 直径 的 半圆 上 的 两 点 ,CE 
AB,DF 4B, 垂 足 分 别 为 妃 .F,DG LOC 垂 足 是 G. 求 证 :CE= 


GF. 
C C 
加 / < 厂 
A E 0 F B 


图 4。，70 图 4。，71 
分 析 ; 本 题 条 件 中 出 现 了 DF LA4B,DG 上 OC, 也 就 是 人 DFO 
= DGO=90*, 于 是 就 可 以 应 用 圆周 角 的 基本 图 形 或 者 圆 内 接 四 
边 形 的 性 质 进 行 证 明 ,也 即 可 得 G.O\ 下 .也 四 点 共 圆 , 又 因为 F、 
O.E 成 一 直线 ,所 以 ZCOE 二 人 GDF. 另 一 方面 ,由 于 人 DFO 和 
DGO 都 是 圆周 角 , 且 它们 都 等 于 90", 所 以 又 可 应 用 半圆 上 的 贺 
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周 角 的 基本 图 形 的 性 质 进 行 证 明 , 于 是 连结 OD, 就 可 得 OD 是 四 
边 形 GOFD 的 外 接 圆 的 直径 . 再 由 条 件 ~CEO= 90", 所 以 巨 也 在 
以 OC 为 直径 的 圆 上 ,这 个 圆 也 就 是 ACEO 的 外 接 圆 . 而 OC 和 
OD 是 以 AB 为 直径 的 半圆 的 两 条 半径 ,当然 相等 ,所 以 四 边 形 
GOFD 和 ACEFEO 的 外 接 圆 就 是 两 个 等 圆 ,而 我 们 已 经 证 明 相 等 的 
这 两 个 角 , 即 人 COE 和 LGDF 是 这 两 个 等 圆 的 圆周 角 , 从 而 就 可 
推 得 它们 所 对 的 弧 和 所 对 的 弦 都 相等 ,也 就 可 以 证 明 CE=GF. 

由 于 本 题 的 条 件 中 出 现 了 AB 是 半圆 
的 直径 和 DF | AB, 所 以 也 可 应 用 垂 径 定 
理 的 性 质 来 进行 分 析 . 但 现在 DF 仅 是 半 
弦 , 所 以 应 将 另 一 半 先 作出 ,也 就 是 延长 
DF 交 以 48 为 直径 的 OO 于 石 , 那 末 下 
就 是 DH 的 中 点 . 又 因为 OC 是 @O 的 半 
径 且 OCLDG, 所 以 也 可 以 应 用 垂 径 定理 ， 
也 就 同样 是 延长 DG 交 @O 于 天 ,得 G 是 
DK 的 中 点 ,这 样 就 出 现 了 两 个 中 点 ,成 为 多 个 中 点 问题 ,从 而 可 
应 用 三 角形 的 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 由 于 FF.G 所 在 
的 线段 有 公共 端点 DD, 可 以 组 成 三 角形 ,所 以 FG 这 两 个 中 点 的 连 
线 就 是 三 角形 的 中 位 线 , 而 现在 图 形 中 是 有 中 位 线 ,但 三 角形 不 完 
整 ,从 而 就 应 将 三 角形 的 边 添上 ,也 就 是 连结 KK 巨 , 就 可 得 KH= 
2GF. 再 由 条 件 4B 是 @O 的 直径 ,CE 上 4B ,就 又 可 以 应 用 垂 径 定 
理 , 于 是 延长 CE 交 @O 于 M, 又 可 得 已 是 CM 的 中 点 ,CM = 
2CE. 这 样 要 证 明 CE 二 GF ,就 可 以 转化 为 证 CM= 开 已, 或 者 也 就 
是 要 证 CM 一 KD. 由 CM 4B,DE 4B, 可 得 CM/ DH ,所 以 
CD 二 MH. 而 由 OCJLDK 又 可 得 CD=CK, 于 是 CK 二 MHA, 所 以 
CM= 天启 就 可 以 证 明 . 

例 28 已 知 :OO.、@OO' 相交 于 4、8, 过 B 的 直线 交 O、 
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@OO' 于 C.D. 两 圆 的 弦 CE、DF 的 延长 线 相 交 于 G. 求证 :4、 己 、 
G、E 四 点 共 圆 . 





图 4。73 图 4。74 

分 析 : 本 题 要 证 明 的 结论 A、F.G.E 四 点 共 圆 ,是 一 个 四 点 共 
圆 的 判定 问题 ,所 以 可 应 用 圆周 角 的 基本 图 形 或 圆 内 接 四 边 形 的 
性 质 来 进行 分 析 . 由 于 图 形 中 这 个 圆 内 接 四 边 形 尚未 出 现 ,所 以 连 
结 AE、AF ,由 于 G.F.D 成 一 直线 , 那 末 问 题 就 成 为 要 证 DFA4 
二 /GEA. 又 因为 在 ©O 中 ,也 出 现 了 A、E.C、B 四 点 共 圆 ,所 以 
用 同样 的 方法 ,连结 4B 后 ,可 得 LGEA= 人 CBA, 这 样 问题 又 成 
要 证 人 DFA= ~CB4. 由 于 在 OO' 中 ,也 出 现 了 A、B.D、F 四 点 
共 圆 , 且 D.B.C 成 一 直线 ,所 以 这 个 性 质 是 可 以 证 明 的 ， 

例 29 已 知 :OO0.@OO' 相交 于 A4、B， 
过 B 的 直线 交 O、®0O’ 于 C.D, 两 加 的 
芒 EC、FD 的 延长 线 相交 于 G. 求证 :4、 
EG、F 四 点 共 略 . 

分 析 ; 本 题 要 证 A、.E、G、F 四 点 共 圆 ， 
是 一 个 圆 内 接 四 边 形 的 判定 问题 ,所 以 连 
结 AE、AF 后 ,应 证 明 人 LG 二 人 EAF 一 
180°. 

又 因为 条 件 中 给 出 A.E、C、B 四 点 共 
圆 , 且 E.C.G 成 一 直线 ,所 以 连结 AB 后 ， 图 4"75 

。188 。 











图 4。76 图 4。77 


有 GCCD= 人 EAB. 同样 地 ,由 4.B、D、 忆 四 点 共 圆 和 下 .DG 成 
”一 直线 ,又 可 得 人 GDC= 一 F48. 而 在 AGCD 中 ,ZG 二 LAGCD 十 
GDC=180", 所 以 上 述 性 质 可 以 证 明 ， . 

此 题 也 有 如 图 4* 78 所 示 的 情况 ,此 时 要 证 A、E、G、F 四 点 
共 圆 ,所 以 可 应 用 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 于 是 连结 
AE、AF 后 ,应 证 了 G 十 人 EAF 一 180°. 又 因为 在 @O 中 出 现 了 4、 
C、E、B 四 点 共 圆 ,所 以 连结 4B 后 可 得 人 LC 二 人 EAB. 而 在 @O" 
中 也 出 现 了 A、B.D、F 四 点 共 圆 , 且 G.D、F 成 一 直线 ,从 而 又 可 
得 GDC = LFAB, 而 在 人 GCD 中 ,有 LG 二 + 人 LGDC++ 人 C= 
180°, 所 以 人 人 G 十 人 EAF= 二 180° 就 可 以 证 明 . . 

类 似 地 ,如 图 4.，79 所 示 的 情况 ,此 时 要 证 4、.E、G、F 四 点 共 
圆 , 可 以 连结 AE、AF, 且 由 于 GEC 成 一 直线 ,所 以 应 证 CEA 
= 人 /F. 

又 因为 在 OO 中 ,出 现 了 A.C、B.E 四 
点 共 圆 ,所 以 连结 4B 后 可 得 人 CEA4A= 
CB4, 而 在 OO' 中 也 出 现 了 了 A、B.D、F 
四 点 共 圆 , 且 D、.B.C 成 一 直线 ,所 以 又 有 
CBA= 人 F ,这样 分 析 即 可 完成 . 

如 图 4，80 的 情况 ,此 时 要 证 A、E、 














鲜 4。79 色 1。80 
FG 四 点 共 圆 , 可 以 连结 AE、AF 后 ,应 证 人 G 二 人 EAF. 

由 条 件 A.C、.B.E 四 点 共 圆 ,所 以 连结 4B 后 ,可 得 人 人 EAB= 
LC, 而 在 ©O' 中 又 出 现 4.B、D、F 四 点 共 圆 ,可 得 人 D+ 人 人 BAF 
=—180°, 妈 D+ LEAF+ALEAB=180", LD+AEAF+AC= 
180°, 而 在 和信 DCG 中 ,我 们 有 和 D 十 和 公 G 
十 C=180", 所 以 LG 一 人 EAF 可 以 
证 明 . 

如 图 4。81 的 情况 ,此 时 要 证 A、 
E.G、F 四 点 共 圆 ,可 以 连结 AE、AF 
后 ,应 证 人 G 十 ZEA4F 一 180". 

又 因为 在 @O 中 出 现 了 A、C、E、B 图 4 81 
四 点 共 圆 , 所 以 连结 AB 后 ,可 得 人 C= 人 EAB. 根据 同样 的 道理 
由 A.B.F.D 四 点 共 圆 ,又 可 得 人 D= 人 FAB. 而 在 人 GCD 中 ,有 
/G+ 人 C+ 人 LD=180", 所 以 通过 人 G+ 人 EAB+ 人 FAB 王 180 
就 可 以 证 明 结 论 . | 

如 图 4. 82 的 情况 ,此 时 要 证 A、G、F、E 四 点 共 圆 ,就 可 以 连 
结 AE、AF 后 ,证 明 人 AEG= 人 AFG. 

由 于 过 AEG 是 ©O 的 一 个 圆周 角 , 所 以 由 A、C、B.E 四 点 共 
圆 就 可 连结 4B 后 ,得 过 AEC 一 人 ABC, 那 末 问 题 就 成 为 要 证 明 
/ABC= /AFG. 

另 一 方面 ,在 OO' 中 也 出 现 了 A、B、Ff、D 四 点 共 圆 ,所 以 
LABD= LAFD. 而 要 证 明 相 等 的 这 两 个 角 现 在 分 别 是 ABD 
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和 一 4FD 的 补 角 , 所 以 它们 的 相等 就 
可 以 证 明 . 

如 图 4。83 的 情况 ,此 时 要 证 4、 
G、F.E 四 点 共 圆 ,所 以 可 连结 AE、 
AF 后 ,证 明 人 人 EAF= 人 EGK. 

由 条 件 在 DO 中 ,4.C、BLE 四 点 
共 圆 ,所 以 连结 AB 后 ,有 人 EAB= 
攻 C. 而 由 A、F、B.D 四 点 共 圆 ,又 可 
得 LFAB= 人 LD. 而 人 EAF= EAB 
十 FAB = 二 人 LC 十 人 LD, 从 而 要 证 明 
EGF 二 LC 二 人 D., 由 条 件 C.G.E 成 一 
直线 ,EGF 是 人 GCD 的 外 角 , 所 以 上 述 
性 质 就 可 以 证 明 . 

如 图 4，84 的 情况 ,此 时 要 证 4A、 下 、 
G\E 四 点 共立 ,所 以 可 连结 AE、AF 后 ,证 
明 人 EAF++ 人 人 EGF 一 180". 

由 条 件 4A.C、B、E 四 点 共 圆 ,所 以 连 
结 4B 后 有 EAB= AC, 而 由 A、F、B、 
D 四 点 共 圆 ,又 可 得 人 FAB== 人 D, 所 以 
有 LEAF = AEAB 二 人 FAB= /C+ 
了 D, 问 题 就 应 证 LC 十 人 DD 十 人 EGF = 
180°. 而 在 人 GCD 中 ,CGD 二 人 C+ 人 LD 
二 180°, 人 CGD 和 EGF 是 对 顶 角 ,当然 
相等 ,所 以 分 析 完 成 . 





图 4.82 








图 4，84 


例 30 已 知 :OO.OO' 相交 于 4A、B, 过 4A、B 分 别 作 两 制 线 


交 两 圆 于 C、E、F.D. 求 证 :CE/ DK. 


分 析 : 这 是 一 个 两 圆 相 交 的 问题 ,也 就 是 两 个 圆 的 组 合 图 形 问 


题 , 所 以 可 以 转化 为 一 个 圆 中 的 问题 来 进行 分 析 . 
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由 条 件 在 @O 中 出 现 了 A.C.E、B 四 点 共 圆 , 所 以 可 应 用 贺 
周 角 的 基本 图 形 或 者 也 就 是 圆 内 接 四 边 形 的 性 质 进 行 证 明 . 于 是 
连结 4B ,又 因为 天.B、F 成 一 直线 ,所 以 4BF 一 一 C. 而 在 OO 
中 又 出 现 了 A、B.F.D 四 点 共 圆 ,所 以 又 有 人 ABF 十 人 人 D=180"， 
这 样 进一步 就 可 推 得 ZC 十 人 D 二 180". 而 这 两 个 角 可 以 看 作 是 





图 4。85 色 4。86 

CE.DF 被 CD 所 截 得 到 的 一 组 同 旁 内 角 , 所 以 结论 就 可 以 证 明 . 

此 题 的 割 线 位 置 如 果 是 图 4 86 的 情况 ,此 时 要 证 明 ECV 
DF ,是 一 个 平行 线 的 判定 问题 ,而 EC、DF 可 以 看 作 是 被 EF 所 
裁 ,所 以 问题 就 是 要 证 ZE= 人 F. 而 在 ©O 中 ,人 E 是 一 个 圆周 
角 , 从 而 可 应 用 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 于 是 由 E、C、 
B.A4 四 点 共 贺 和 找 人 ZE 所 对 的 弧 、 即 CB 所 对 的 另 一 个 圆周 角 , 可 
得 连结 AB, 之 E 二 人 CAB. 又 因为 在 ©0' 中 ,现在 也 出 现 了 A、B、 
F.D 四 点 其 圆 , 且 D.A.C 成 -直线 ,所 以 又 有 LCAB 一 人 F, 这 
样 结论 就 可 以 证 明 . 


第 二 节 ” 弦 切 角 


【分 析 方 法 导 引 】 
当 几 何 问题 中 出 现 了 圆 的 切线 或 圆 的 牛 径 的 三 
线 时 ,就 应 想到 要 应 用 歌 切 角 的 基本 图 形 进行 征明. 
。192。 





如 出 现 了 圆 的 切线 ,但 未 出 现 改 切 角 时 ,首先 应 涨 加 
过 切 点 的 弦 或 过 切 点 的 直径 (半径 ) ,然后 在 必要 时 
还 应 涨 加 这 个 往 切 角 所 夹 的 缴 所 对 的 圆周 角 , 从 而 
就 可 以 应 用 弦 切 角 的 基本 图 形 的 性 质 完成 分 析 . 如 
出 现 的 是 圆 的 个 径 的 垂 线 , 则 应 添 加 过 个 径 外 端的 
圆 的 切线 ,然后 再 应 用 弦 切 角 的 基本 图 形 和 平行 线 
的 基本 图 形 的 性 质 完成 分 析 . 
当 几 何 问题 中 出 现 了 相 切 贺 的 问题 时 ,就 应 想 
到 要 将 问题 转化 到 一 个 国 中 的 问题 来 进行 分 析 和 讨 
论 ,转化 的 方法 是 添加 过 切 点 的 两 圆 的 公 切 线 . 接 下 
来 就 可 以 分 别 在 每 一 个 加 中 应 用 纺 切 角 的 基本 图 形 
的 性 质 来 完成 分 析 . 
例 31 已 知 :P4 与 OO 相 切 于 4 , 割 线 PBC 交 @O 于 B.C， 
4PC 的 角 平 分 线 交 AB、AC 于 ED. 求 证 :4AD=AE. 





多 4，87 - 图 4。88 

分 析 ; 本 题 条 件 中 出 现 了 PA 是 @O 的 切线 ,所 以 可 应 用 弦 切 
角 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 由 于 4B 是 过 切 点 的 弦 , 所 以 有 
LZPAB=/C. 

又 因为 本 题 要 证 4D= 4 无 ,这 是 两 条 具有 公共 端点 的 相等 线 
段 ,它们 可 组 成 一 个 等 腰 三 角形 ,问题 就 成 为 一 个 等 腰 三 角形 的 判 
定 问 题 , 于 是 就 可 以 转 而 证 4D = A4E 的 等 价 性 质 人 人 ADE = 
LAED. 
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由 于 条 件 中 还 给 出 C.D、A 成 一 直线 ,所 以 人 ADE 就 成 为 
入 PCD 的 外 角 , 于 是 可 得 人 4DE= LC 十 人 CPD. 根据 同样 的 道 
理 又 可 得 AED= LPAE 十 人 EPAh, 而 由 条 件 又 有 人 CPD= 
芝 EPAh, 所 以 只 须 证 人 C= 人 PAE, 而 这 一 性 质 我 们 已 经 证 明 , 所 
以 分 析 可 以 完成 . 

例 32 已 知 :人 4BC 内 接 于 ©@O, 过 4、.C 作 @O 的 切线 相交 
于 D,BC 的 垂直 平分 线 交 4AB 于 E. 求 证 :ED/ BC. 





| 人 上。，89 全 4。90 
分 析 : 本 题 要 证 ED/ BC, 这 是 一 个 平行 线 的 判定 问题 ,由 于 
ED、BC 可 以 看 作 是 被 4B 所 截 ,所 以 问题 可 成 为 要 证 明 人 AED 
一 一 48C. 
又 因为 DA、.DC 是 @O 的 切线 ,所 以 可 应 用 弦 切 角 的 基本 图 
形 的 性 质 进行 证 明 . 而 现在 4C 是 过 切 点 的 弦 , 所 以 有 人 DAC= 
DCA= ABC ,这样 问 题 就 转化 成 为 要 证 AED== 人 ACD, 而 
这 两 个 角 相 等 一 出 现 ,就 可 以 应 用 圆周 角 的 基本 图 形 或 圆 内 接 四 
边 形 的 性 质 进 行 证 明 , 于 是 问题 就 成 为 要 证 A、EC、D 四 点 共 圆 . 
由 条 件 EF 是 BC 的 垂直 平分 线 , 所 以 可 应 用 等 腰 三 角形 中 
重要 线段 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 ,由 于 图 形 中 这 个 等 腰 三 角 
形 还 缺少 一 条 腰 , 所 以 应 先 将 这 条 腰 添 上 ,也 就 是 连结 CE, 即 可 
得 EB 二 EC. 又 因为 DA=DC 和 人 DAC== 人 人 DCA 一 人 ABC, 所 以 
这 两 个 等 腰 三 角形 的 底 角 都 相等 ,所 以 它们 的 顶 角 也 一 定 相等 ,也 
就 是 了 BEC 二 ADPC, 而 已 知 B.E、A 成 一 直线 ,人 BEC 是 四 边 
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形 4ECD 的 外 和 角 ,; 所 以 A、.EC.D 四 点 共 圆 就 可 以 证 明 . 
例 33 已 知 : @O 中 4B、AC 是 两 条 

弦 , 且 48=AC, 过 C 作 @O 的 切线 交 BA 

的 延长 线 于 D, DE | A4C 垂 足 是 EE. 求证 : / 

BD=2CE. A 

\» 

分 析 : 本 题 条 件 中 出 现 了 DC 是 @O 的 

切线 ,所 以 就 可 以 应 用 弦 切 角 的 基本 图 形 的 A 代 

性 质 进行 证 明 . 由 于 C4 是 过 切 点 C 的 弦 ， 

所 以 DCA 就 是 弦 切 角 , 但 图 形 中 这 个 艾 图 4， 91 

切 角 所 夹 的 驱 . 即 4C 所 对 的 圆周 角 尚 未 出 现 , 所 以 应 将 这 个 圆周 









图 4。92 图 4。93 
角 添 上 ,也 就 是 连结 CB ,可 得 了 DC4= 有. 又 因为 4B= AC, 它 
们 可 组 成 一 个 等 腰 三 角形 ,所 以 人 人 B= 人 ACB, 于 是 又 得 人 DCA= 
了 ACB, 这 样 C4 就 成 为 <DCB 的 平分 线 . 又 因为 条 件 中 给 出 DE 
| AC,; 所 以 DE 是 向 角 平分 线 4C 所 作 的 垂 线 ,这 样 又 可 构成 一 
个 等 腰 三 角形 的 基本 图 形 . 由 于 这 个 等 腰 三 角形 是 由 角 平分 线 的 
垂 线 和 和 角 的 两 边 相 交 得 到 的 ,而 现在 DE 与 角 的 另 一 边 CB 尚未 
相交 ,所 以 延长 DE 交 BC 于 G, 即 可 得 CD=CG 和 DE 一 GE, 这 
样 五 就 成 为 DG 的 中 点 ， 
本 题 要 证 明 的 结论 是 BD 二 2CE. 这 是 两 条 线段 之 间 的 倍 半 关 
系 , 所 以 可 根据 线段 倍 半 关 系 的 定义 ,将 BD 两 等 分 ,也 就 是 取 
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BD 的 中 点 下 ,然后 证 明 BD 的 一 半 即 BF 与 CE 相等 . 在 取 了 BD 
的 中 点 下 以 后 ,就 出 现 了 FE 分 别 是 DB、DG 的 中 点 ,是 多 个 中 
点 问题 ,所 以 可 应 用 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 由 
于 FF.E 这 两 个 中 点 所 在 的 线段 有 公共 端点 D, 可 以 组 成 三 角形 ， 
所 以 FE 这 两 个 中 点 的 连 线 就 是 三 角形 的 中 位 线 , 而 现在 的 问题 
是 有 三 角形 而 没有 中 位 线 , 所 以 应 先 将 中 位 线 添上 ,于 是 连结 
FE, 可 得 FE// BG. 这样 FE 就 成 为 人 ABC 中 的 一 条 边 BC 的 平 
行 线段 ,所 以 请 应 用 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 , 也 就 是 由 FE 
NBC, 可 得 AhFEuA4BC,E 一 ,而 AB 一 AC, 于 是 就 可 证 
明 BF=CE. 

当 连 结 BC, 得 人 LDCA= 人 B 后 ,再 考 
虑 本 题 要 证 的 结论 是 BD==2CE ,这 是 两 条 
线段 之 间 的 倍 半 关 系 , 所 以 可 根据 线段 倍 
半 关 系 的 定义 ,将 半 线 段 CE 延长 一 倍 , 也 
就 是 延长 CE 到 ,使 EF = 二 CE 后 ,证 明 
FC=BD. 但 在 作出 了 FE=CE 后 ,由 条 件 
DE ]CF, 出 现 了 DE 是 CF 的 垂直 平分 
线 ,从 而 就 可 以 应 用 等 腰 三 角形 中 的 重要 图 4 94 
线段 的 基本 图 形 的 性 质 进 行 证 明 . 由 于 这 时 的 等 腰 三 角形 还 缺少 
一 条 腰 , 所 以 连结 DF , 即 可 得 DF 二 DC, 人 DCF = 人 F, 这 样 又 可 
进一步 推 得 人 F= 一 B, 而 这 两 个 角 相 等 一 出 现 , 也 就 出 现 了 有 B、C、 
万 .下 四 点 共 圆 ,或 四 边 形 BCDF 是 圆 内 接 四 边 形 . 另 一 方面 ,由 条 
件 AB 二 AC, 又 可 得 人 B= 了 ACB, 所 以 有 LF 二 人 4CB, 从 而 可 
得 FD/ BC, 那 永 FD 和 BC 就 成 为 这 个 圆 中 的 两 条 平行 弦 , 所 以 
BD==CF 就 可 以 证 明 . 

例 34 已 知 :四 边 形 4BCD 内 接 于 @0, 且 @O' 与 四 边 形 
”4BCD 的 四 边 相 切 于 EF.G、H,EG 与 FE 相交 于 M. 求证 :EG 
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LFH. 





人 图 4。95 图 4。，96 

分 析 ; 本 题 要 证 明 EGLFH ,根据 垂 线 的 定义 ,可 证 明 它 们 相 
交 所 得 的 四 个 角 中 有 一 -个 角 是 直角 ,于 是 就 可 选择 证 明和 人 GMH = 
90". 

由 于 4B 与 @O' 相 切 于 EE, 所 以 可 应 用 弦 切 角 的 基本 图 形 的 
性 质 进行 证 明 .根据 EH 可 以 取 作 过 切 点 E 的 弦 , 所 以 连结 HE、 
HG, 可 得 人 3 二 人 4. 根据 同样 的 道理 ,连结 GF 后 ,又 可 得 人 1 一 
72. 这样 要 证 明 ZGMH ==90°, 就 只 要 证 明 人 2 十 人 4 二 90", 也 就 
是 只 要 证 人 1 十 人 3 二 90". 

由 条 件 A 五 .4AE 与 @O' 分别 相 切 于 矿 .E, 那 末 应 用 切线 长 
定理 可 得 AH 二 AE, 所 以 人 3 就 是 等 采信 AEH 的 底 角 , 于 是 和 人 3 


一 士 (180" 一 A). 根 据 同样 的 道理 ,由 CF、CG 与 0 分 别 相 功 
于 F.G, 也 可 推 得 和 1 一 证 (180" 一 LC). 这 样 就 有 人 1 十 入 3 
= 二 (180 一 人 4) + 寺 (180" 一 LC) 一 180 一 六 (人 A+ 人 LC) 于 是 


要 证 明 攻 1 十 人 3 二 90", 就 可 以 转化 成 为 要 证 人 4 十 人 C 王 180. 而 
Ah 和 人 LC 都 是 @O 的 圆周 角 , 那 末 由 条 件 中 给 出 的 四 边 形 
ABCD 内 接 于 QO, 所 以 可 应 用 圆周 角 的 基本 图 形 或 者 也 就 是 图 
内 接 四 边 形 的 性 质 得 和 4 十 人 C= 二 180°, 分 析 就 可 以 完成 . 
例 35 已 知 :4B8 是 @O 的 直径 ,DPC 上 4B, 垂 足 是 C,DE 与 
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图 4，97 图 4。98 
QO 相 切 于 ,AE 交 CD 于 .求证 :DF=DE. 
分 析 : 本 题 要 证 明 DF==DE, 这 就 是 两 条 具有 公共 端点 的 相 
等 线段 ,它们 就 可 以 组 成 一 个 等 腰 三 角形 ,问题 也 就 成 为 一 个 等 腰 
三 角形 的 判定 问题 ,所 以 间 题 就 是 应 证 DEF 二 人 DFE. 


由 条 件 DE 与 @O 相 切 于 天, 所 以 就 可 应 用 弦 切 角 的 基本 图 
形 的 性 质 进行 证 明 . 由 于 EA 是 过 切 点 的 弦 , 而 弦 切 角 即 DEA 
所 夹 的 AE 所 对 的 圆周 角 尚 未 出 现 ,所 以 应 先 将 这 个 圆周 角 添 出 ， 
于 是 连结 BE, 就 可 得 DEA 二 人 B, 问 题 也 就 成 为 要 证 DFE== 
ZLB. 

由 条 件 C.F.D 成 一 直线 ,DFE 就 成 为 四 边 形 CFEB 的 一 
个 外 角 , 所 以 人 DFE 二 人 B 这 个 性 质 一 出 现 ,就 使 这 个 四 边 形 必 
定 成 为 一 个 圆 内 接 四 边 形 ,这 样 问题 就 成 为 应 证 C.F.E、B 四 点 
共 圆 . 由 条 件 CD | 4B, 即 有 二 PC4 一 90", 而 条 件 中 还 给 出 4B 是 
@o 的 直径 ,所 以 又 可 应 用 半圆 上 的 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 进 
行 证 明 ,于 是 由 无 是 半圆 上 的 一 点 , 即 可 得 全 4EB 一 90", 所 以 C、 
F.E.B 四 点 共 圆 就 可 以 证 明 . 

本 题 在 分 析 证 了 DEF 二 人 DFE 时 ,由 于 人 DEF 是 弦 切 角 , 所 
以 也 可 以 直接 应 用 弦 切 角 的 性 质 得 二 DEF 的 度数 等 于 AE 的 度数 
的 一 半 , 这 样 问题 就 成 为 要 证 DFE 的 度数 也 等 于 4E 的 度数 的 
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一 半 , 而 现在 人 DFE 是 一 个 圆 内 角 , 所 
以 就 要 应 用 圆 内 角 的 性 质 ,于 是 应 先 将 
人 DFE 的 对 项 角 的 边 延长 到 与 OO 相 
交 , 也 就 是 延长 DC 交 ©O 于 瑟 , 就 可 得 
人 人 DFE 的 度数 应 应 等 于 EG 十 A 的 度数 
的 一 半 ， 也 就 得 问题 应 y 证 AE = EG+ 
4 六 ,4 疡 一 46. 由 条 件 4B 是 ©O 的 直 
径 , 且 4B 4GH, 所 以 直接 应 用 垂 径 定 
理 就 可 证 明 上 述 性 质 . 

本 题 在 分 析 证 DEF 二 人 DFE 时 ， 
由 于 条 件 中 出 现 是 4B 是 @O 的 直径 和 
DC LAB 是 直径 的 垂 线 ,所 以 也 可 添加 过 
直径 的 端点 所 作 的 直径 的 垂 线 来 进行 证 
明 . 于 是 过 4 作 4B 的 垂 线 4G, 即 可 得 
AG 与 @O 相 切 于 4, 而 4AE 是 过 切 点 的 
弦 , 所 以 有 一 DEF 一 G4E. 而 在 作出 了 





图 4。100 


G414B 后 ,由 条 件 DC 4B, 就 可 得 CDV4G ,而 这 一 一 组 平行 线 
又 可 以 看 作 是 被 AE 所 截 , 所 以 又 有 人 GAE= 人 DFE， 从 而 也 可 


以 完成 分 析 . 

例 36 已 知 :人 A4BC 的 内 切 圆 @7 
与 三 边 分 别 相 切 于 也 .下 .P,DGLEF, 垂 
足 是 G, 求 证 :FG * CD=EG* BD. 


分 析 : 本 题 条 件 中 出 现 了 BC 与 OI 


相 切 于 D, 所 以 可 应 用 弦 切 角 的 基本 图 
形 的 性 质 进行 证 明 . 于 是 连结 DT ,可 得 
AIDC = 90". 又 因为 条 件 中 给 出 了 
DGF= 90", 这 样 结论 中 所 出 现 的 FG 








和 CD 就 可 以 分 别 看 作 是 两 个 直角 三 角形 的 直角 边 ,而 从 图 形 中 
可 以 发 现 这 时 三 角形 的 斜 边 尚未 出 现 ,所 以 可 先 将 斜 边 添上 ,也 就 
是 连结 DF、CI, 这 样 就 出 现 了 两 个 直角 三 角形 , 即 八 DGF 和 





图 4，102 图 4，103 


和信 CDI. 由 于 和信 DGF 中 的 人 DFG 是 OI 的 一 个 圆周 角 , 而 入 CDI 
中 的 CID 是 @7 的 一 个 圆心 角 , 而 由 CD、CE 与 @I 分别 相 切 于 


D、E, 可 知 应 用 切线 长 定理 及 其 推论 可 得 人 CID== 方 人 EID 一 方 


DE 的 度数 ,这 样 就 有 DFG 二 LCID, 而 人 DGF = LCDI=90"， 
从 而 就 可 发 现 和 证 明 ADGF ACDI, 人 一 2 ,FG “CD=7D. 
DG ,这 样 问题 就 转化 成 要 证 明 EG。BD 也 等 于 1D，DG, 显 然 ， 
用 同样 的 方法 ,连结 BI、.DE 后 ,通过 证 明 人 APGEcABDT, 就 可 
以 证 明 上 述 性 质 ,分 析 也 就 可 以 完成 . 

例 37 已 知 :M 是 A8 的 中 点 , 弦 MC、MD 与 弦 AB 相交 于 
EF. 求 证 :DF、E.C 四 点 共 圆 . 

分 析 : 本 题 要 证 D.F、E.C 四 点 共 圆 ,这 就 是 一 个 圆 内 接 四 边 
形 的 判定 问题 . 但 在 已 知 图 形 中 ,这 个 圆 内 接 四 边 形 尚未 出 现 ,所 
以 要 先 连结 CD, 又 因为 4.F、E 成 一 直线 ,出 现 了 这 个 四 边 形 的 
外 角 , 即 了 AFD, 所 以 证 明 D、F、E.C 四 点 共 圆 的 问题 就 可 以 转化 
成 要 证 DFA= 人 人 C. 
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图 4。104 
由 于 条 件 中 出 现 了 M 是 48 的 中 点 ,所 
以 可 应 用 弧 的 中 点 的 性 质 ,或 者 也 就 是 可 应 
用 垂 径 定理 进行 证 明 ,于 是 连结 OM 交 AB 
于 G 后 ,可 得 OM 上 4B, 这 样 就 出 现 了 4B 
是 半径 OM 的 垂 线 , 从 而 可 添加 过 半径 的 
外 端 所 作 的 半径 的 垂 线 , 也 就 是 圆 的 切线 
后 ,再 应 用 弦 切 角 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 
明 , 所 以 过 M 作 半 径 OM 的 垂 线 PQ, 就 可 
得 PQ/ AB 和 PQ 与 GO 相 切 于 M, 从 而 又 可 分 别 推 得 CDF4 一 
LPMD, LPMD= LC, 所 以 LDFA= 人 人 C 就 可 以 证 明 . 
本 题 在 证 明了 DFA 二 人 C 时 ,由 于 /PDF4 还 可 以 看 作 是 OO 
的 一 个 圆 内 角 ,所 以 也 可 以 直接 应 用 圆 内 角 的 性 质 进行 证 明 . 从 而 
就 有 一 DFA 的 度数 等 于 AD 和 MB 的 度数 之 和 的 一 半 , 而 已 知 BM 
A 所 以 名 + 人 =AD+4M=DM, 从 而 也 就 可 以 证 明 
DFA=/LC. 
例 38 已 知 :人 4BC 内 接 于 ©O,BD、CE 是 高 .求证 :04 十 
DE. 
分 析 ; 本 题 要 证 O4 | DE, 而 04 是 @O 的 半径 ,这 样 就 出 现 
了 DE 是 半径 04 的 垂 线 , 所 以 就 可 添加 过 半径 的 外 端 所 作 的 半 
径 的 垂 线 ,也 就 是 圆 的 切线 后 ,再 应 用 弦 切 角 的 基本 图 形 的 性 质 进 
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图 4。106 








图 4。107 图 4。108 

行 证 明 ,于 是 过 4 作 04 的 垂 线 MN ,就 可 得 MN 与 @O 相 切 于 
4. 而 在 作出 了 MN LO4 后 ,要 证 明 O4 PDFE, 也 就 转化 成 要 证 
MN /DE ,成 为 一 个 平行 线 的 判定 问题 ,由 于 MN 和 DE 这 两 条 
要 证 明 的 平行 线 可 以 看 作 是 被 AB 所 截 ,所 以 问题 就 应 证 MAB 
二 了 AED. 而 由 MN 与 OO 相 切 于 4,4B 是 过 切 点 4 的 弦 , 所 以 
有 MAB= 人 ACB ,这样 问题 又 转化 成 为 要 证 人 A4ED= 人 ACB. 
由 于 4、E、B 成 一 直线 ,所 以 人 AED 可 以 看 作 是 四 边 形 BCDE 的 
一 个 外 角 , 这 样 只 要 4ED 和 一 4CB 这 两 个 角 相 等 的 关系 一 出 
现 , 就 可 得 四 边 形 BCDE 应 是 一 个 圆 内 接 四 边 形 ,也 就 是 问题 成 
为 要 证 明 B.C、.D、E 四 点 共 圆 . 由 于 BD、CE 是 八 ABC 的 两 条 高 ， 
BDC 二 人 人 BEC 一 90°, 所 以 上 述 性 质 可 以 证 明 , 分 析 也 就 完成 . 

本 题 要 证 O04 | DE, 如 设 OA 和 DE 的 
交点 是 G, 则 应 证 一 4GD = 二 90", 也 就 是 在 
A4DG 中 ,应 证 4DG+D4G=90". 

由 条 件 人 人 BDC = 人 人 BEC 二 90", 所 以 B、 
C.D.E 四 点 共 圆 , 且 C、D、4 成 一 直线 ,所 以 
又 可 得 人 ADG== 人 人 ABC. 

接 下 来 再 分 析 人 LDAG, 由 于 人 DAG 是 
©O 的 一 个 圆周 角 , 所 以 可 应 用 圆周 角 的 基 
本 图 形 的 性 质 进行 证 明 , 但 现在 人 DAG 的 一 条 边 AO 尚未 与 @O 
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相交 ,所 以 应 先 将 它们 延长 到 相交 ,也 就 是 延长 40 交 @O 于 下 ， 
那 末 连结 BF 后 ,就 有 DAG== 人 FBC. 但 我 们 作出 的 AF 是 @O 
的 直径 ,应 用 直径 的 性 质 , 就 可 得 人 ABF = 90°, 即 ABC 十 
了 FBC==90°, 分 析 完 成 . : 
例 39 已 知 :4B 是 ©O 的 弦 ,C 是 4B 的 中 点 ,过 C 任 作 一 玫 
CD 交 AB 于 E, 在 BC 上 取 一 点 使 CF=CE,DF 交 AB 于 G. 
求证 : 人 EGC= 人 FGC. 





图 4，110 图 4，111 


分 析 : 本 题 的 条 件 中 出 现 了 C 是 4B 的 中 点 ,所 以 可 应 用 弧 的 
中 点 的 性 质 ,或 者 也 就 是 可 应 用 垂 径 定理 进行 证 明 , 于 是 可 得 连结 
OC 后 ,有 OC 1 48 ,这样 就 出 现 了 4B 是 半径 OC 的 垂 线 , 从 而 就 
可 添加 过 半径 的 外 端 所 作 的 半径 的 垂 线 ,也 就 是 圆 的 切线 后 ,再 应 
用 弦 切 角 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 , 所 以 过 C 作 半 径 OC 的 垂 
线 MN, 得 MN 与 QO 相 切 于 C, 而 CD 是 过 切 点 的 弦 , 所 以 
了 MCD= LF. 又 因为 MN、AB 都 与 OC 垂直 ,所 以 MN/ 4B, 而 
这 两 条 平行 线 又 可 以 看 作 是 被 CD 所 截 ,所 以 又 可 推 得 MCD= 
LCEG, /CEG= /CFG. . 

本 题 要 证 明 的 结论 是 ~EGC= 人 FGC, 那 末 在 八 EGC 和 
AFcc 中 就 出 现 了 两 个 角 对 应 相等 , 且 它 们 还 有 一 条 公共 边 CC， 
所 以 这 两 个 三 角形 必定 全 等 . 但 要 证 明 这 两 个 三 角形 全 等 ,由 于 
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人 EGC= 人 FGC 是 结论 ,不 能 用 ,所 以 还 需要 
另外 一 个 条 件 , 而 第 三 个 角 相 等 的 性 质 与 
人 EGC= 二 人 FGC 是 等 价 的 ,所 以 第 三 个 条 件 
不 能 是 证 乙 ECG= 人 FCG, 从 而 就 必须 要 证 
边 对 应 相等 的 条 件 . 本 题 的 条 件 中 还 给 出 CE 
二 CF ,但 这 是 出 现 两 边 和 其 中 一 边 的 对 角 对 
应 相等 , 尚 不 能 证 明 这 两 个 三 角形 全 等 ,所 以 
这 时 必须 还 要 证 明 GE=GF. 由 于 这 是 两 条 
具有 公共 端点 G 的 相等 线段 ,它们 可 组 成 
一 个 等 腰 三 角形 ,问题 也 就 成 为 一 个 等 腰 三 
角形 的 判定 问题 ,但 这 个 等 腰 三 角形 只 有 两 
条 腰 而 没有 底 边 ,所 以 应 先 将 底 边 添上 ,也 
就 是 连结 EF ,这 样 问题 就 成 为 要 证 GE = 
GF 的 等 价 性 质 人 GEF = 人 GFE. 而 我 们 已 
经 证 明了 ACEG= 人 CFG, 所 以 问题 又 进 一 
步 转化 为 要 证 CEF 二 LCFE. 显然 由 条 件 图 4。113 

CE 二 CF ,就 可 以 证 明 这 个 性 质 , 从 而 即 可 推 得 人 EGC 和 人 入 FGC 
全 等 ,分 析 就 可 以 完成 . 

例 40 已 知 :过 BO 的 圆心 O 向 圆 外 直线 MN 作 垂 线 分 别 交 
MN 和 Q@O 于 4A、8, 过 B 任 作 两 直线 分 别 交 MN 和 @O 于 C.D、 
EE.F. 求 证 :C.D.E、F 四 点 共 贺 . 

分 析 : 本 题 条 件 中 出 现 了 MN 上 O04, 而 0B 是 @O 的 半径 ,所 
以 MN 就 是 半径 OB 的 垂 线 , 于 是 就 可 添加 过 半径 的 外 端 所 作 半 
径 的 垂 线 , 也 就 是 圆 的 切线 后 ,再 应 用 弦 切 角 的 基本 图 形 的 性 质 进 
行 证 明 , 所 以 过 B 作 O08 的 垂 线 BK ,就 可 得 BK 与 @O 相 切 于 
B, 而 BE 是 过 切 点 的 弦 ", 所 以 人 KBE 就 是 弦 切 角 , 而 图 形 中 这 个 
纺 切 角 所 夹 的 弧 , 即 BE 所 对 的 圆周 角 尚 未 出 现 ,所 以 应 先 连结 
EF ,然后 可 应 用 弦 切 角 的 性 质 得 人 KBE= 人 EFD. 
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图 4。114 

本 题 要 证 的 结论 是 C、 DE、F 四 点 共 
圆 , 所 以 要 应 用 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 贰 进 
行 证 明 . 由 于 在 上 述 性 质 中 出 现 了 A 人 EFD， 
所 以 问题 就 应 转 而 证 人 EFD= 人 ECD, 也 
就 进一步 转化 成 要 证 人 KBE 二 人 ECD. 由 
于 这 两 个 角 是 BK 、MN 被 CE 所 截 而 得 到 
的 一 组 同位 和 角 , 所 以 问题 又 成 为 要 证 BK// 
MN, 而 BE 和 RMN 都 是 O4 的 垂 线 ,所 以 图 4。115 
这 个 性 质 可 以 证 明 ,分 析 也 就 可 以 完成 . 

例 41 已 知 ;AB 是 半圆 的 直径 ,MN 与 半圆 相 切 于 CCD 上 
AB,AE | MN ,BF_| MN , 垂 足 分 别 为 DE、F. 求 证 :(1)CE==CD 
=CF;(2)CD:= AE » BF. 

分 析 : 由 条 件 4B 是 半圆 的 直径 ,所 以 就 可 以 应 用 半圆 上 的 圆 
周 角 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 现在 图 形 中 已 经 有 直径 ,有 半圆 
上 的 点 C, 而 没有 圆周 角 , 所 以 应 将 圆周 角 添上 ,于 是 连结 4C、 
BC ,就 可 得 ACB 二 90"， 

由 本 题 要 证 明 的 结论 是 CD==CF, 且 已 知人 CDB== 人 CFB= 
90°, 所 以 CD 和 CF 这 两 条 相等 的 线段 就 成 为 点 C 到 和 DBF 的 两 
边 的 距离 . 而 点 C 到 人 DBF 的 两 边 的 距离 相等 ， 就 说 明 C 点 在 
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和 A OO D B 
图 4。116 图 4。117 
人 DBF 的 平分 线 上 ,或 者 就 是 CD 和 CF 这 两 条 相等 的 线段 是 关 
于 人 DBF 的 平分 线 成 轴 对 称 的 ,因此 就 可 以 应 用 轴 对 称 型 的 全 等 
三 角形 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 , 也 就 是 应 证 人 CBD 和 和信 CBF 
全 等 . 由 人 CDB= 人 CFB 一 90*,CB 二 CB( 是 公共 边 ), 可 知 还 应 证 
明 一 个 性 质 . 

由 条 件 NC 与 半圆 相 切 于 C, 所 以 可 应 用 弦 切 角 的 基本 图 形 
的 性 质 进 行 证 明 , 由 于 BC 是 过 切 点 C 的 弦 , 所 以 有 一 BC 一 
BAC. 这 样 要 证 明 这 两 个 三 角形 全 等 就 可 以 证 人 BCF = 
BCD, 为 此 又 只 须 证 人 BCD= 人 BAC. 由 于 条 件 中 给 出 CD] 
4B, 且 已 经 证 明 BC4= 90", 这 样 就 出 现 了 CD 是 直角 人 4BC 
的 斜 边 4B 上 的 高 ,从 而 就 可 应 用 直角 三 角形 斜 边 上 的 高 的 基本 
图 形 的 性 质证 得 BCcD = 人 BAC = 人 BCF, ACBD 也 就 和 
和信 CBF 全 等 ,也 就 可 以 证 明 CD 二 CF. 根据 同样 的 方法 又 可 证 明 
CD=CE. 

本 题 在 得 到 了 CD 是 直角 人 4BC 的 斜 边 上 的 高 以 后 ,还 可 以 
进一步 应 用 直角 三 角形 斜 边 上 的 高 的 基本 图 形 的 性 质 ,或 者 也 就 
是 应 用 射影 定理 得 CD:=AD，BD, 而 现在 我 们 要 证 明 的 结论 是 
CD: 二 AE，BF ,比较 这 两 个 关系 式 ,可 以 发 现 问 题 就 成 为 要 找 出 
AD.BD 和 AE、BF 之 间 的 关系 . 由 于 BD 和 BF 可 以 看 作 是 已 经 
证 明 的 全 等 三 角形 , 即 人 ABCD 和 ABCF 的 对 应 边 ,所 以 就 有 BD 
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三 BF, 根据 同样 的 道理 还 可 以 有 4D= AE, 所 以 结论 就 可 以 证 
明 . 
本 题 在 证 明 CE==CD=CF 时 ,如 直接 考虑 CD 和 CF 是 两 条 





图 4。118 图 4。119 

具有 公共 端点 的 相等 线段 , 那 就 可 以 添加 等 腰 三 角形 的 基本 图 形 
进行 证 明 , 于 是 连结 DF 后 应 证 LCDF = 人 CFD, 但 人 BDC = 
人 BFC 王 90", 所 以 又 应 证 BDF 二 人 BFD. 而 C.D、.B、F 四 点 共 
圆 ,应 用 圆 内 接 四 边 形 的 基本 图 形 的 性 质 连结 BC 后 ,可 得 人 BDF 
二 人 BCF, 人 BFD== 人 BCD, 这 样 问题 就 成 为 要 证 明 人 人 BCF = 
人 BCD. 那 末 在 连结 4C 后 ,由 人 LBCF = 人 BAC, 人 BCD = 
B4C ,就 可 以 完成 分 析 . 





图 4，120 图 4， 121 
本 题 在 证 明 CE 二 CD==CF 时 ,由 于 出 现 了 人 CDF 和 人 CDE 
是 两 个 顶 角 互 为 邻 补 角 的 等 腰 三 角形 ,所 以 它们 可 以 组 合 而 成 为 
一 个 直角 三 角形 斜 边 上 的 中 线 的 基本 图 形 , 所 以 要 证 明 CD=CF， 
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也 可 以 转化 为 证 ZCDF = 人 CFD. 而 由 人 CDB== 人 CFB=90%, 可 
得 C.D、.B、F 四 点 共 圆 ,所 以 连结 BC 后 ,可 得 人 CDF 一 人 CBF， 
LCFD= LCBD, 这 样 问题 就 成 要 证 人 CBF 二 人 CBD. 由 条 件 
MAN 与 半圆 相 切 于 C, 所 以 应 用 切线 的 性 质 ,连结 OC 后 ,有 OC 上 
MN ,而 已 知 BF MN, 所 以 OC/ BF, 就 可 得 人 CBF == 人 BCO. 
又 因为 OB 和 OC 是 同 圆 的 半径 ,它们 可 组 成 等 腰 三 角形 ,从 而 又 
有 ~CBO= BCO, 这 样 就 可 证 明 人 CBF = 人 CBD. 再 根据 AB 
是 半圆 的 直径 ,C 是 半圆 上 的 一 点 ,所 以 连结 4C 后 ,可 得 人 ACB 
二 90。, 了 ACE 十 人 BCF 一 90°, 而 我 们 已 证 人 4ACE = XADE， 
ABCF 二 人 BDF ,所 以 就 有 人 ADE 二 人 BDF=90*, 人 人 EDF 二 90"， 
从 而 完成 分 析 . 

在 应 用 直角 三 角形 斜 边 上 的 中 线 
这 个 基本 图 形 进 行 证 明 时 ,还 可 以 考 
虑 证 FCD = 二 2 人 CED, 由 于 和 人 FCD 
是 弦 切 角 , 但 这 个 弦 切 角 的 一 边 CD 尚 
未 与 圆 相 交 , 那 末 延 长 CD 与 OO 相交 
于 G( 当 然 这 时 需 先 将 OO 添 出 ) ,就 可 
得 二 FCD 的 度数 就 是 CG 的 度数 的 一 
半 , 而 人 LCED = LCAD, 所 以 人 CED ~ 一 -6 
的 度数 就 等 于 BC 的 度数 的 一 半 , 这 样 图 4 122 
问题 就 成 为 要 证 B 是 CG 的 中 点 . 由 于 4B 是 ©O 的 直径 ,CG 是 
弦 , 而 且 AB4CG, 所 以 应 用 垂 径 定理 就 可 以 证 明 这 个 性 质 . 

例 42 已 知 :AB 是 @O 的 直径 , 弦 AC、BD 相交 于 E,PD、 
PC 与 @O 相 切 于 D.C. 求 证 :PELAB. 

分 析 ; 本 题 要 证 明 PE | 4B, 这 是 一 个 两 条 垂 线 的 判定 问题 ， 
所 以 应 根据 垂 线 的 定义 , 即 它们 应 相交 成 90" 角 ， 将 它们 延长 到 相 
交 , 于 是 延长 PE 交 4B 于 下 ， 问题 也 就 是 要 证 EFA 二 90". 
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图 4。123 

由 条 件 4B 是 ©O 的 直径 ,所 以 可 应 用 
半圆 上 的 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 进 行 证 
明 . 现在 图 形 中 是 有 直径 ,有 半圆 上 的 点 万、 
C, 而 没有 圆周 角 , 所 以 应 将 圆周 角 添上 ,于 
是 连结 4D( 或 BC), 即 可 得 4DB=90°. 这 
样 要 证 明 人 人 EFA 二 90°, 就 成 为 应 证 A、F、E、 
忆 四 点 共 圆 ,也 就 是 四 边 形 A4FED 应 是 贺 
内 接 四 边 形 . 又 因为 P.E、F 成 一 直线 ,出 现 
了 PED 是 这 个 圆 内 接 四 边 形 的 一 个 外 
角 , 所 以 问题 又 可 转化 为 应 证 人 PED = 
LDAB. 

又 因为 PD 与 OO 相 切 于 DD, 所 以 可 应 
用 弦 切 角 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 , 由 于 
BD 是 过 切 点 DD 的 弦 , 人 人 PDB 是 弦 切 角 , 所 


以 用 PDE 二 ADAB, 于 是 问题 就 转化 为 . 


要 证 PED= APDE, 也 就 是 应 证 它 的 等 








图 4。126 
价 性 质 PD= PE 成 立 . 又 因为 PD、PC 分 别 与 @O 相 切 于 DC， 


所 以 可 应 用 切线 长 定理 得 PD= PC. 这 样 问题 实质 上 就 成 为 要 证 
PD=PE=PC, 而 这 个 等 式 一 出 现 ,就 是 要 证 己 是 ACDE 的 外 
心 . 由 于 这 个 人 CDE 目前 尚未 出 现 ,所 以 应 将 它 先 添 出 来 ,也 就 是 
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连结 CD. 

现在 要 证 P 是 和信 CDE 的 外 心 , 则 根据 三 角形 外 心 的 定义 , 它 
应 在 三 角形 三 边 的 垂直 平分 线 上 ,而 其 中 的 一 条 中 垂 线 是 容易 证 
明 的 ,这 是 因为 这 个 三 角形 的 一 条 边 CD 是 连结 两 个 切 点 的 弦 ,所 
以 由 PD、.PC 分 别 与 @O 相 切 于 D.C, 应 用 切线 长 定理 及 其 推论 ， 
即 有 连结 OP 后 ,得 OP 是 CD 的 垂直 平分 线 , 于 是 就 可 得 人 CDE 
的 外 心 必 定 在 OP 上 . 

另 -方面 ,因为 PD 与 @O 相 切 于 DD, 所 以 又 可 以 应 用 切线 的 
性 质 ,也 就 是 连结 OD 后 ,可 得 人 ODP 二 90°, 但 在 作出 了 OD 以 
后 ,由 于 OD 和 O08 是 同 圆 的 两 条 半径 ,所 以 有 OD 二 08, 它 们 就 
可 以 组 成 一 个 等 腰 三 角形 ,应 用 等 腰 三 角形 的 基本 图 形 的 性 质 又 
可 得 人 ODB== 一 B. 而 现在 图 形 中 还 出 现 了 圆 上 的 四 点 , 即 4、B、 
C.D 四 点 共 圆 ,从 而 再 应 用 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 ,又 可 得 公 B 
二 /ACD, 所 以 人 ODB= 人 ACD. 而 这 两 个 角 相等 的 关系 一 出 现 ， 
也 就 出 现 了 一 个 弦 切 角 的 基本 图 形 , 从 而 就 可 以 应 用 弦 切 角 性 质 
定理 的 道 定理 ,得 OD 与 ADEC 的 外 接 圆 相 切 于 D. 而 我 们 已 经 
证 明 PD LOD, 所 以 PD 必定 经 过 入 CDE 的 外 接 圆 的 圆心 ,也 就 
是 人 CDE 的 外 心 也 必 在 PD 上 ,于 是 可 得 人 DEC 的 外 心 必定 是 
OP 和 DP 的 交点 ,也 就 是 P 点 ,从 而 就 可 证 明 PD 二 PE 一 PC, 分 
析 完 成 . 

例 43 已 知 :PA 与 @O 相 切 于 4, 割 线 PBC 交 @OO 于 B、C， 
DD 是 BC 的 中 点 ,求证 :已 .O.D、4 四 点 共 圆 . 

分 析 :; 本 题 条 件 中 给 出 了 P4 与 @O 相 切 于 4, 所 以 可 应 用 蓄 
切 角 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 ,也 就 是 连结 04 后 ,可 得 
LPAO=90". 又 因为 DD 是 弦 BC 的 中 点 ,所 以 又 可 以 应 用 弦 的 中 
点 的 性 质 ,或 者 也 就 是 直接 应 用 垂 径 定理 ,得 连结 OP 后 ,有 
PPDO=9%0*. 于 是 就 得 到 PAO 人 PDO==90". 从 而 就 可 以 证 
明 P.O.D、4 四 点 共 圆 . 
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网 4。127 

例 44 已 知 :P4.PB 与 QO 相 切 
于 4.B, 割 线 PCD 交 @O 于 C.D,AE 
NAPD 交 OO 于 E,EB 交 PD 于 F. 求 
证 :DF=CF. 

分 析 : 本 题 要 证 的 结论 是 DF=CF， 
就 出 现 了 FF 是 割 线 PCD 交 圆 所 得 的 苞 
CD 的 中 点 , 且 PB 与 @O 相 切 于 B, 所 
以 就 可 以 应 用 圆周 角 的 基本 图 形 或 者 也 
就 是 圆 内 接 四 边 形 的 性 质 进行 证 明 . 也 
就 是 由 PB 与 OO 相 切 于 B, 所 以 就 可 
应 用 弦 切 角 的 基本 图 形 的 性 质 , 于 是 连 
结 OB 后 ,有 全 PBO=90°. 又 因为 要 证 下 
是 纺 CD 的 中 点 ,所 以 可 应 用 弦 的 中 点 
的 性 质 或 者 也 就 是 直接 应 用 垂 径 定理 进 
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图 4，129 





图 4。130 
行 证 明 ,于 是 连结 OF 后 ,应 证 PFO=90°, 这 样 问题 也 就 成 为 要 
证 PFO= 人 LPBO=90°, 也 就 是 要 证 P.O、F.B 四 点 共 贺 ， 

由 条 件 4AE/PD, 这 一 组 平行 线 可 以 看 作 是 被 BE 所 截 ,所 以 
有 LE= 人 LPFB, 由 于 出 现 的 是 与 PFB 有 关 的 性 质 ,所 以 要 证 
明 P.O、F、B 四 点 共 圆 ,就 应 证 明了 PFB 二 人 POB, 但 图 形 中 
芝 POB 尚未 出 现 , 所 以 应 先 连结 PO ,这 样 问题 也 就 进一步 转化 成 
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为 要 证 ZE 二 人 POB. 但 人 E 是 ©O 的 一 个 圆周 角 , 而 人 POB 是 
@O 的 一 个 圆心 角 , 所 以 要 证 明 这 两 个 角 相 等 ,就 是 要 证 明 它 们 所 
对 的 弧 之 间 的 倍 半 关 系 ,也 就 是 设 PO 与 @O 相交 于 G 后 ,应 证 明 
4B 二 2 8G, 也 就 是 要 证 G 是 4B 的 中 点 . 由 条 件 PA.PB 与 9O 分 
别 相 切 于 4.B, 应 用 切线 的 性 质 ,连结 O04 后 ,可 得 人 P4O= 
ZZPBO=90", 那 末 再 由 OA 一 0B 和 OP=OP 是 公共 边 ,就 可 以 证 
明和 人 POA 和 和 APOB 是 一 对 轴 对 称 型 全 等 三 角形 ,从 而 就 可 以 证 
明了 POA 二 POB,G 是 4B 的 中 点 . 

例 45 已 知 ; 过 同心 圆 O 外 一 点 了 P, 作 外 圆 的 切线 PA, 切 点 
为 4, 作 内 圆 的 切线 PB、PC, 切 点 为 B.C. 求证: 人 O04B 一 
ZOAC. 

分 析 : 由 条 件 中 出 现 P4 与 外 圆 相 切 于 4, 且 O4 是 过 切 点 的 








图 4。131 图 4，132 
半径 ,所 以 应 用 切线 的 性 质 就 可 得 PAO 二 90. 又 因为 条 件 中 还 
给 出 PB 与 内 圆 相 切 于 B, 所 以 又 可 以 应 用 弦 切 角 的 基本 图 形 或 
者 也 就 是 切线 的 性 质 进行 证 明 , 于 是 连结 OB 后 ,又 可 得 人 PBO= 
90°, 这 样 就 有 过 PAO= 芝 PBO 二 90°, 而 这 个 关系 一 出 现 , 就 出 现 
了 P.A.B.O 四 点 共 圆 , 那 未 应 用 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 连 结 
OP 后 ,有 0O4B= OPB. 

再 由 条 件 PC 也 与 内 圆 相 切 于 C, 所 以 应 用 切线 的 性 质 也 可 
以 有 连结 0C,， OCP 二 90", LPAO= 人 PCO=90°,P、A.0.C 四 
点 共 圆 , ~O4C= LOPC. 这 样 要 证 明 04B= ~O4C ,就 可 以 转 
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化 为 证 OPB= LOPC, 但 PB、.PC 是 
圆 外 一 点 向 内 圆 所 作 的 两 条 切线 ,所 以 
应 用 切线 长 定理 就 可 以 证 明 这 一 性 质 . 

例 46 已 知 ; 和信 ABC 中 ,DD 是 BC 
的 中 点 ,EF 是 4B、AC 上 的 点 , 且 满 足 
DE==DF=DB,AG 是 过 4A、.EF 三 点 所 
作 的 ©O 的 直径 . 求证 :DF、DE 是 OO 图 4.133 
的 切线 . 
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图 4。134 图 4。135 

分 析 : 本 题 的 条 件 中 出 现 了 4G 是 @O 的 直径 ,所 以 可 应 用 半 
圆 上 的 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 ,由 于 现在 图 形 中 是 有 
直径 4G, 有 半圆 上 的 点 已 (或 匹 ) ,而 没有 圆周 角 ,所 以 应 将 圆周 角 
添上 ,也 就 是 连结 GF ,可 得 人 GFA 二 90°, 而 我 们 现在 要 证 明 的 结 
论 是 DF 与 @O 相 切 ,由 于 DF 与 OO 已 经 有 一 个 公共 点 已 ,所 以 
F 点 就 是 切 点 ,而 FG 就 是 过 切 点 的 弦 , 从 而 就 可 以 应 用 弦 切 角 的 
基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 ,也 就 是 要 证 DF 与 @O 相 切 ,就 可 以 转 
化 为 证 DFG= 一 F4G. 

由 条 件 DF=DB=DC, 出 现 了 边 BC 上 的 中 线 DF 等 于 这 条 
边 的 一 半 , 所 以 可 应 用 直角 三 角形 斜 边 上 的 中 线 的 基本 图 形 的 性 
质 进 行 证 明 . 于 是 连结 BF ,由 PDF 一 DB, 可 得 人 DFB 一 DBF ,由 . 
DF 二 DC, 可 得 DFC 二 人 DCF ,而 这 四 个 角 的 和 为 180", 所 以 就 

“。213 。 





B D 





图 4 :136 图 4。137 

有 了 BFC= 人 DFB 十 人 DFC 一 90*. 或 者 也 可 由 DF 二 DB=DC， 
得 到 FF 必定 在 以 BC 为 直径 的 圆 上 ,从 而 也 可 得 人 BFC 一 90°,BF 
| AC, 从 而 就 可 得 GF 和 BF 重合 ,BF 就 是 人 ABC 的 一 条 高 . 根 
据 同 样 的 道理 ,连结 EG、EC 后 ,也 可 证 明 GE]AB,CELAB,GE 
和 CE 重合 ,CE 是 八 ABC 的 另 一 条 高 , 那 末 BF 和 CE 的 交点 G 
就 是 人 A4BC 的 垂 心 . 

由 于 我 们 要 证 的 性 质 是 人 CDFG 一 人 FAG, 而 我 们 已 经 证 得 
“DEFG= 人 DBF ,所 以 问题 就 成 为 要 证 DBF = 人 FAG. 但 由 
BF | AC, 可 得 了 DBF 十 作 4CB 一 90", 所 以 问题 又 进一步 转化 成 
要 证 人 FAG 十 人 4CB==90", 也 就 是 要 证 4G 上 BC. 由 于 我 们 已 经 
证 明 G 是 信 4BC 的 垂 心 ,所 以 根据 三 角形 垂 心 的 定义 ,延长 4C 
交 BC 于 天 后 ,可 得 AK 也 是 人 A4BC 的 一 条 高 ,所 以 上 述 性 质 就 
可 以 证 明 . 

例 47 已 知 :©@O、.©0' 相 交 于 4、B,CD 是 两 圆 的 外 公 切 线 ,- 

切 点 是 CD. 求 证 :~C4D 十 ACBD=180 

分 析 ; 本 题 条 件 中 出 现 了 CD 是 OO 和 0 的 外 公 切 线 , 所 以 
对 每 一 个 圆 来 讲 ,CD 都 是 这 个 圆 的 切线 ,所 以 就 可 应 用 弦 切 角 的 
基本 图 形 的 性 质 来 进行 证 明 . 由 CD 与 GO 相 切 于 C,C4 是 过 切 
点 的 弦 ,但 图 形 中 尚未 出 现 弦 切 角 忆 PC4 所 夹 的 弧 , 即 4AC 所 对 的 
圆周 角 , 所 以 连结 4B, 可 得 人 PCA= 公 ABC. 而 由 CD 与 @O' 相 
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图 4，138 图 4，139 
切 于 D 和 DA 是 过 切 点 的 纺 , 叉 可 得 LCDA 二 人 ABD. 而 在 
AADC 中 ,有 LCAD 十 ACD 十 4DC 二 180°, 所 以 由 人 CAD 十 
ZCBD= /CAD+LABC+LABD= LCAD+LACD+ LADC 
二 180° 就 可 以 证 明 结论 . 


(0 
D 

B 一 

图 4。140 图 4， 141 
例 48 已 知 :O0.@OO' 相交 于 4.B, 过 4 的 割 线 交 两 加 于 
C.D, 过 C.D 作 两 圆 的 切线 相交 于 E. 求 证 :B.D、E、C 四 点 共 圆 . 
分 析 : 本 题 要 证 B.D.E.C 四 点 共 圆 ,是 一 个 圆 内 接 四 边 形 的 
判定 问题 ,从 而 就 可 应 用 圆周 角 的 基本 图 形 或 者 也 就 是 圆 内 接 四 
边 形 的 性 质 进 行 证 明 . 由 于 图 形 中 这 个 圆 内 接 四 边 形 尚未 出 现 ,所 
以 应 先 将 它 添 完整 ,也 就 是 连结 BC、BD, 那 末 问 题 就 可 以 成 为 要 
证 CBD+ 人 LCED==180*. 

由 条 件 EC 是 @O 的 切线 ,所 以 可 应 用 弦 切 角 的 基本 图 形 的 
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性 质 进行 证 明 ,由 于 AC 是 过 切 点 C 的 纺 ,而 图 形 中 弦 切 角 EC4 
所 夹 的 弧 AC 所 对 的 圆周 角 尚 未 出 现 , 所 以 应 先 将 它 添 出 ,也 就 是 
连结 4B, 就 可 得 ECD 二 人 ABC ,根据 同样 的 道理 ,由 ED 是 
Q@O' 的 切线 和 DA 是 过 切 点 的 弦 , 又 可 得 人 EDC 一 一 4BD. 而 在 
AECD 中 ,有 LE 二 + 人 ECD 十 人 人 EDC 一 180°, 所 以 就 可 证 明和 EE 十 
LCBD= 十 4BC 十 了 人 A4BD= LE+ AECD+ EDC = 
180°. 

例 49 已 知 : ©O、©@0’ 相交 于 4、B, 过 8 的 割 线 分 别 交 
Q@O.80' 于 C.D; 过 C 作 @O 的 切线 交 @O' 的 弦 ED 的 延长 线 
于 F. 求 证 :A、C.F.E 四 点 共 圆 . 





图 4，142 图 4. 143 

分 析 ; 本 题 要 证 A.C.F.E 四 点 共 圆 ,是 一 个 圆 内 接 四 边 形 的 
判定 问题 ,所 以 可 应 用 圆周 角 的 基本 图 形 或 者 也 就 是 圆 内 接 四 边 
形 的 性 质 进行 证 明 . 由 于 图 形 中 的 圆 内 接 四 边 形 尚 不 完整 ,所 以 连 
结 AC、AE ,这 样 问题 就 可 以 转化 成 要 证 人 Ff 十 人 人 CAE 一 180°. 

由 条 件 FC 是 ©O 的 切线 ,CB 是 过 切 点 的 弦 , 所 以 应 用 弦 切 
角 的 基本 图 形 的 性 质 ,连结 4B 后 ,有 人 FCB 一 人 BAC. 又 因为 在 
@o' 中 ,出 现 了 圆 上 的 四 点 , 即 A、B、D、E 四 点 共 圆 , 且 ED、F 
成 一 直线 ,出 现 了 和 FDB 是 这 个 圆 内 接 四 边 形 的 一 个 外 角 , 所 以 
又 可 得 人 EDB = 人 BAE. 而 在 人 FCD 中 ,用 F 十 FCB 十 
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FDB= 二 180°, 所 以 就 可 以 推 得 人 F 二 人 CAE= LF 二 + 人 BAC 十 
/BAE=180°. 

例 50 已 知 :©O0、©0' 相交 于 A4、B, 过 B 的 割 线 分 别 交 
@O、©@0' 于 C.D, 过 D 作 Q@0O' 的 切线 交 Q@0O 的 弦 CE 的 延长 线 
于 F. 求 证 :A、EF.D 四 点 共 圆 . 
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图 4。144 图 4.145 

分 析 :本题 要 证 A、.EF.D 四 点 共 圆 ,是 一 个 圆 内 接 四 边 形 的 
判定 问题 ,所 以 连结 AE、AD 后 ,应 证 明 人 LF 二 人 人 EAD 二 180*. 由 
条 件 FD 与 @O' 相 切 于 D,DB 是 过 切 点 的 弦 , 所 以 应 用 弦 切 角 的 
基本 图 形 的 性 质 ,连结 4 下 后 ,有 一 FDB=B4D. 又 因为 条 件 中 
还 给 出 A.C.E、B 四 点 共 圆 ,所 以 应 用 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 
又 可 得 人 C= 人 BAE. 而 在 人 FCD 中 ,有 FF 十 AC 十 PDB= 
180°, 所 以 人 FF 十 人 EAD==180° 就 可 以 证 明 . 

例 51 已 知 :O0、@OO' 相交 于 4、B, 过 B 的 割 线 分 别 交 
@O、@0' 于 C.D, 过 DD 作 @0O' 的 切线 交 Q@O 的 弦 CE 的 延长 线 
于 FF. 求证 :A、.E、.D、F 四 点 共 圆 ， | 

分 析 :本 题 要 证 A、.E.D、F 四 点 共 圆 ,所 以 就 要 应 用 圆周 角 的 
基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 又 因为 条 件 中 还 给 出 FD 与 GO' 相 切 
于 万 ,所 以 又 可 以 应 用 弦 切 角 的 基本 图 形 的 性 质 进 行 证 明 . 这 时 就 
可 以 发 现 圆周 角 的 基本 图 形 中 出 现 的 AD 就 是 弦 切 角 的 基本 图 形 
中 的 过 切 点 的 弦 , 所 以 首先 连结 4D, 这 样 在 圆周 角 的 基本 图 形 中 
就 应 再 连结 4 已 ,问题 就 成 为 应 证 人 FD4= FE4. 而 在 弦 切 角 的 
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色 4。146 图 4。147 

基本 图 形 中 就 应 再 连结 4B, 得 人 FDA== 人 DBA. 这 样 问题 就 成 
为 要 证 FEA= 人 DBA. 

由 条 件 在 @O 中 又 出 现 了 共 圆 的 四 点 4.C、B、E, 所 以 再 次 应 
用 贺 周 角 的 基本 图 形 的 性 质 又 可 得 人 AEC 二 人 ABC ,而 现在 要 证 
明 相等 的 这 两 个 角 , 即 了 FEA 和 一 DB4 分 别 是 这 两 个 等 角 的 补 
角 , 所 以 这 两 个 角 相 等 是 可 以 证 明 的 . 

例 52 已 知 :©O、@O’' 相交 于 4、B, 过 B 作 QO 的 切线 交 
@O' 于 C,@O 的 弦 DB 与 @0' 的 弦 C 巨 的 延长 线 相交 于 F. 求 
证 :A、.D.F、E 四 点 共 圆 . 





图 4。148 图 4，149 

分 析 ; 本 题 要 证 A.D、F、E 四 点 共 圆 ,所 以 连结 4D、AE 后 ， 
再 根据 .EC 成 一 直线 ,问题 就 转化 为 要 证 CEA 一 人 D. 由 条 
件 在 @O' 中 出 现 了 A.B、EC 四 点 共 圆 , 人 CEA 是 一 个 圆周 角 ， 
所 以 连结 4B 后 ,有 LCEA 二 人 CBA. 又 因为 BC 与 OO 相 切 于 
B,BA 是 过 切 点 的 弦 , 所 以 又 可 得 CBA 一 人 DD, 所 以 人 人 CEA 一 
人 DD 就 可 以 证 明 . 
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例 53 已 知 :OO0.@OO' 相交 于 4.B, 过 已 作 @O 的 切线 交 
G@O' 于 C, 过 C 作 @O' 的 切线 交 @O 的 弦 EB 的 延长 线 于 D. 求 
证 :A、E、D.C 四 点 共 圆 . 





图 4。150 图 4，151 

分 析 :本 题 的 条 件 中 出 现 了 DC 与 G0' 相 切 于 C, 且 CB 是 过 
切 点 的 弦 , 所 以 可 应 用 弦 切 角 的 基本 图 形 的 性 质 进 行 证 明 , 于 是 连 
结 4C、4B, 可 得 人 BCD= 人 BAC. 

又 因为 条 件 中 还 出 现 BC 与 @O 相 切 于 B,BA4 是 过 切 点 的 
弦 , 所 以 连结 Eh 后 ,又 可 得 人 CBA= 人 FE. 

现在 问题 是 要 证 明 A4.E、.D.C 四 点 共 圆 ,这 是 一 个 圆 内 接 四 
边 形 的 判定 问题 ,由 于 已 经 出 现 的 是 有 关 人 LE 和 BCD 的 性 质 ， 
所 以 问题 就 可 以 转化 成 为 证 一 下 十 4CD=180", 也 就 是 要 证 一 五 
+ /LACB+LBCD=180°, LCBA+ LACB+ 人 BAC==180", 但 
现在 这 三 个 角 是 人 ABC 的 三 个 内 角 , 上 述 性 质 当然 成 立 , 所 以 分 
析 可 以 完成 . 

例 54 已 知 :O0.@O' 内 切 于 4, OO 的 纺 4B 交 @O' 于 C， 
G@O 的 纺 BD 和 @O' 的 弦 CE 的 延长 线 相交 于 F. 求证 :A、F.D、 
EE 四 点 共 圆 . 

分 析 ; 本 题 要 证 A.F.D.E 四 点 共 圆 ,所 以 要 应 用 圆周 角 的 基 
本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 

又 因为 条 件 中 给 出 了 @O 和 @O' 内 切 于 4, 是 一 个 两 贺 相 切 
的 问题 ,所 以 可 通过 添加 过 切 点 的 公 切 线 , 将 问题 转化 到 一 个 圆 中 
的 弦 切 角 的 问题 来 进行 分 析 . 于 是 过 A 作 两 圆 的 外 公 切 线 MN， 
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图 4。152 图 4。153 
这 样 圆周 角 的 基本 图 形 中 的 DA 和 EA 就 都 成 了 过 切 点 的 弦 , 所 
以 应 先 连结 DA、EA. 从 而 由 MA 与 @O 相 切 于 4,AD 是 过 切 点 
的 荡 , 可 得 MA4D= 一 B. 由 MA4 与 60' 相 切 于 4,A4E 是 过 切 点 
的 纺 , 可 得 了 MAE 过 ACE. 又 因为 B.C、A 成 一 直线 ,人 4ACE 是 
入 FBC 的 一 个 外 角 , 所 以 有 LF 二 人 ACE 一 人 B, 而 由 角 的 差 的 定 
义 , 又 可 得 XDAE = 人 MAE 一 人 MAD, 从 而 就 可 证 得 人 FF = 


”LDAE ,也 就 可 以 证 明 结论 . 


例 55 已 知 :O0.@OO' 内 切 于 4,@OO 的 纺 AB 交 @O' 于 C， 
Q@O 的 孩 BD 交 @O' 的 弦 EC 的 延长 线 于 F. 求 证 ;A、E、F、D 四 
点 共 圆 . ， 





图 4，154 图 4*，155 
分 析 : 本题 要 证 A.E、F、D 四 点 共 圆 ,所 以 连结 AD、AE 后 ， 
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应 证 和 D 十 人 人 E=180". 

又 因为 GO 和 Q@0O' 内 切 于 4, 所 以 可 通过 添加 过 切 点 的 公 切 
线 ,将 问题 转化 到 每 一 个 圆 中 的 弦 切 角 问 题 来 进行 讨论 . 于 是 过 4 
作 两 贺 的 外 公 切 线 MN. 这 样 由 M4 与 @O' 相 切 于 4,4C 是 过 切 
点 的 纺 ,就 可 得 人 M4C= 人 E, 同 样 地 由 NA 与 @O 相 切 于 4,4B 
是 过 切 点 的 弦 , 又 可 得 了 N4B= 一 D. 而 人 M4C 十 AN4B5=180"，. 
所 以 人 D+ 十 人 E==180* 也 就 可 以 证 明 . 

例 56 已 知 :@O0.@O' 内 切 于 4,@OO 的 纺 48 交 @O 于 C， 
过 B 作 @O 的 切线 交 @O' 的 弦 DC 的 延长 线 于 .求证 :A、.D、B、 
EE 四 点 共 圆 . 





图 4。156 图 4.。157 

分 析 : 本 题 应 证 4.D、B、E 四 点 共 圆 ,所 以 连结 4D 后 ,可 证 
LADE= /ABE. 

又 因为 条 件 中 给 出 @O.G@O' 内 切 于 4, 所 以 可 添加 过 切 点 的 
公 切 线 ,将 问题 转化 到 每 一 个 圆 中 的 弦 切 角 的 问题 来 进行 讨论 ,于 
是 过 4 作 两 圆 的 外 公 切 线 MN. 由 NA 与 @O' 相 切 于 4,4C 是 过 
切 点 的 纺 , 就 可 得 人 NAC 二 人 ADE. 而 由 NN4 与 OO 相 切 于 4， 
EB 与 @O 相 切 于 B,4B 是 连结 两 切 点 的 弦 ， 又 可 得 人 NAB= 
LABE,PMAADE=AABE 就 可 以 证 明 . 

例 57 已 知 :OO.@O' 内 切 于 4,OO 的 纺 4B 交 OO 于 C， 
过 C 作 @O' 的 切线 交 @O 的 弦 BD 于 EE. 求 证 :A、C、E.D 四 点 共 
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图 4。158 图 4.159 

分 析 : 本 题 要 证 A.C.E.D 四 点 共 圆 ,所 以 连结 AD 后 ,再 考 
虑 EC.F 成 一 直线 ,就 应 证 人 ACF= 人 人 ADE. 

又 因为 条 件 中 给 出 @O.@O' 内 切 于 4, 所 以 可 添加 过 切 点 的 
公 切 线 , 将 问题 转化 到 每 一 个 圆 中 的 弦 切 角 的 问题 来 进行 讨论 ,于 
是 过 4 作 两 圆 的 外 公 切 线 MN. 则 由 M4 与 GO 相 切 于 4,4B 是 
过 切 点 的 弦 , 可 得 MAB= 4DB. 而 由 MA、FC 分 别 与 @O' 相 
切 于 4.C,AC 是 连结 两 切 点 的 弦 , 又 可 得 MAC 一 4CF ,所 以 
了 ADE 二 人 ACF 就 可 以 证 明 . 

例 58 已 知 : QO、©0' 相交 于 A、B, 过 4 的 割 线 分 别 交 
OOO' 于 C.D,BC 交 @0O' 于 EE, 过 C 作 0O 的 切线 CF. 求证: 
CF/ ED. 





图 4。160 图 4。161 
分 析 : 本 题 要 证 CFVED, 是 一 个 平行 线 的 判定 问题 ,由 于 
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CF 和 DE 可 以 看 作 是 被 CD 所 截 , 所 以 问题 可 成 为 要 证 人 FCD= 
ZPD. 

由 于 LD 是 @O' 的 一 个 圆周 角 , 所 以 可 应 用 圆周 角 的 基本 图 
形 的 性 质 进行 证 明 . 由 条 件 A、.E、B、D 四 点 共 圆 ,所 以 连结 4AB 
后 ,有 一 D= ~B. 又 因为 FC 与 OO0 相 切 于 C,C4 是 过 切 点 的 弦 ， 
所 以 应 用 弦 切 角 的 基本 图 形 的 性 质 可 得 人 PFCPD= 一 B, 从 而 也 就 
可 以 推 得 LFCD= 人 PD. 

例 59 已 知 :@OO 与 @O' 外 切 于 已 ,过 己任 作 两 割 线 分 别 交 
两 圆 于 4.C.B、D. 求 证 ,4CVADB. 





图 4。162 图 4.。163 

分 析 : 本 题 要 证 明 4C DB, 是 两 条 平行 线 的 判定 问题 , 由 于 
AC 和 DB 可 以 看 作 是 被 CD 所 截 ,所 以 问题 就 成 为 要 证 人 C 一 
LD. 

由 于 条 件 中 给 出 ©O 和 @O' 外 切 于 已 ,是 一 个 两 圆 相 切 的 问 
题 ,所 以 可 通过 添加 过 切 点 的 公 切 线 将 问题 转化 成 每 一 个 圆 中 的 
驴 切 角 的 基本 图 形 来 分 析 . 于 是 过 己 作 @OO、@OO' 的 内 公 切 线 
MN ,由 MP 与 @O 相 切 于 已 ,P4 是 过 切 点 的 弦 , 可 得 人 MPA= 
ZC; 而 由 NP 与 @0' 相 切 于 P,PB 是 过 切 点 的 弦 , 又 可 得 
ANPB= D. 再 由 MN 与 4B 在 己 点 相交 ， 又 有 LMPA= 
ZNPB, 所 以 人 C= 人 D 就 可 以 证 明 . 

例 60 已 知 :@0.@O' 内 切 于 P,OO 的 弦 4B 交 @O' 于 C、 
万 .求证 :了 4PC= 一 BPD. 
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图 4。164 图 4.。165 

分 析 : 本 题 条 件 中 出 现 了 @oO 和 Q@O’' 内 切 于 P, 是 一 个 两 贺 
相 切 的 问题 ,所 以 可 以 通过 添加 过 切 点 的 公 切 线 将 问题 转化 成 每 
一 个 贺 中 的 弦 切 角 的 基本 图 形 问 题 来 进行 分 析 . 从 而 过 P 作 两 圆 
的 外 公 切 线 MN. 由 MN 与 @O 相 切 于 P,PA 是 过 切 点 的 弦 ,所 
以 LMPA= 人 PBA. 间 样 地 由 MN 和 @0O' 相 切 于 P,PC 是 过 切 
点 的 弦 , 所 以 又 可 得 MPC 一 人 PDC. 但 由 C.D、B 成 一 直线 ,可 
知 芝 PDC 成 了 APBD 的 一 个 外 角 , 所 以 就 有 人 BPD= 人 PDC 一 
人 PBA. 而 根据 角 的 差 的 定义 ,又 有 人 APC= MPC 一 人 MPA4， 
所 以 和 APC= 人 BPD 就 可 以 证 明 . 
例 61 已 知 :@0.@O' 外 切 于 已, 割 线 4D 交 两 加 于 A、B、 
C.D. 求 证 :APD+ 人 BPC==180". 





图 4* 166 峰 4，167 
分 析 : 由 条 件 @O.@OO' 外 切 于 了 ,是 一 个 两 贺 相 切 的 问题 ,所 
以 可 添加 过 切 点 的 公 切 线 ,将 问题 转化 为 每 一 个 圆 中 的 弦 切 角 的 
”基本 图 形 问 题 来 讨论 ,于 是 过 己 作 两 圆 的 公 切 线 PE 交 AD 于 E. 
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由 EP 与 @O 相 切 于 P,PB 是 过 切 点 的 弦 , 可 得 人 人 BPE= 人 4, 而 
由 EP 与 @0' 相 切 于 P,PC 是 过 切 点 的 弦 , 又 可 得 人 EPC= 和 人 D. 
这 样 就 有 BPC 二 人 BPE 十 人 EPC 二 人 A 二 人 D, 从 而 问题 就 转 
化 成 为 要 证 明 玫 APD 十 人 4 十 人 <D=180". 显然 ,由 这 三 个 角 是 
A4PD 的 三 个 内 角 , 就 可 以 证 明 上 述 结论 . 

例 62 已 知 ;@0O 与 O01、@O; 分 别 外 切 于 4、.B,0O10; 交 两 
圆 于 C.D. 求证 :A、.C、.D、B 四 点 共 圆 . 





疾 4，168 图 4。169 

分 析 : 本 题 要 证 的 结论 是 A.C、D、B 四 点 共 圆 ,这 是 一 个 圆 内 
接 四 边 形 的 判定 问题 ,所 以 可 应 用 圆周 角 的 基本 图 形 或 者 也 就 是 
圆 内 接 四 边 形 的 性 质 进 行 证 明 . 由 于 图 形 中 的 圆 内 接 四 边 形 尚未 
出 现 , 所 以 应 先 连 结 AB、AC、BD, 由 于 条 件 中 还 出 现 01.C、D 成 
一 直线 ,所 以 问题 也 就 成 为 要 证 明和 人 ACO, 二 人 ABD. 

又 因为 条 件 中 出 现 了 ©@O、©O; 外 切 于 B, 是 一 个 两 圆 相 切 的 
问题 ,所 以 可 添加 过 切 点 的 公 切 线 , 将 问题 转化 成 每 一 个 圆 中 的 弦 
切 角 的 基本 图 形 问 题 来 分 析 , 于 是 过 B 作 @O、@©0; 的 内 公 切 线 
MN ,这 样 就 出 现 了 一 4BM 和 一 DBM 都 是 弱 切 角 , 且 要 证 的 性 质 
中 出 现 的 一 4BD 就 是 这 两 个 角 的 和 . 

另 一 方面 由 @O.@OO, 外 切 于 B, 可 得 O、B8、O: 共 线 ,从 而 可 
根据 共 线 点 的 定义 连结 00; 后 ,有 00; 必定 过 B. 根据 同样 的 道 
理 , 由 @O.@O, 外 切 于 4, 可 得 连结 O0; 后 ,OO 必定 过 4. 这 样 

。225 。 





应 用 弦 切 角 的 性 质 就 可 得 人 ABM 一方 
LO, 人 LDBM 一 方 人 O01, 于 是 就 有 ABD 
= /ABM+ /DBM = (LO+ ZO), 


那 未 问题 就 成 为 要 证 全 4CO, 也 等 于 二 
(0 十 人 0:). 但 在 OO 中 ,OIC 和 O4 
是 同 圆 的 两 条 半径 ,它们 就 可 以 组 成 一 个 图 4 "170 
等 腰 三 角形 ,一 4CO; 也 就 成 为 这 个 等 腰 三 角形 的 一 个 底 角 ,于 是 
就 有 过 4ACO, 二 (180° 一 人 O01) 二 2, 问 题 也 就 转化 为 要 证 人 O 十 人 0。 
二 180° 一 人 O, 亦 即 人 人 O 十 人 Os 十 人 O01 二 180°, 显 然 在 人 O010; 中 
这 个 性 质 是 成 立 的 ,所 以 分 析 就 可 以 完成 . 

例 63 已 知 :OO 与 OO0' 外 切 于 C,O0' 的 延长 线 交 @O、 
G@OO' 于 4.B, 过 C 作 CD1L4B 交 以 4B 为 直径 的 半圆 于 D,AD、 
BD 分 别 交 OO、®0O’' 于 EF. 求 证 ;EF 是 OO.@OO' 的 外 公 切 线 . 





AR 
CT 





图 4。171 图 4。172 
分 析 : 本 题 要 证 明 EF 是 ©@O、©0O' 的 外 公 切 线 ,所 以 可 根据 

两 圆 的 外 公 切 线 的 定义 ,证 明 EF 分 别 与 两 个 圆 相 切 . 
由 条 件 AC、BC 分 别 是 @O、.@O' 的 直径 ,所 以 可 应 用 半圆 上 
的 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 来 进行 证 明 . 现在 图 形 中 是 有 直径 ,有 
半圆 上 的 点 五 .FF ,而 没有 圆周 角 , 所 以 应 将 圆周 角 添上 ,于 是 连结 
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CE.CF, 可 得 AEC 二 人 CFB=90°. 

现在 的 问题 是 要 证 FE 与 @O 相 切 于 五 ,所 以 就 可 应 用 弦 切 
角 的 基本 图 形 的 性 质 进 行 证 明 ,由 于 EC 应 是 过 切 点 的 弦 , 所 以 问 
题 就 成 为 要 证 明 人 FEC 一 人 A. 

而 由 我 们 已 得 的 CEA 二 人 CFB 二 90°, 以 及 A、E、D 和 B、 
F.D 都 成 一 直线 ,又 可 得 CED 一 ~CFD=90 ,DEC 下 四 点 
共 圆 ,所 以 FEC= FDC, 于 是 问题 就 转化 为 要 证 人 FDC 一 
一 4. 

再 由 条 件 4B 是 半圆 的 直径 ,D 是 半圆 上 的 一 点 ,所 以 
4DB= 90*, 而 条 件 中 还 给 出 CD 上 4B, 这 样 CD 就 成 为 直角 
入 4BD 的 斜 边 上 的 高 ,于 是 应 用 直角 三 角形 斜 边 上 高 的 基本 图 形 
.的 性 质 可 得 二 BDC= 一 4. 根据 同样 的 道理 ,也 可 以 证 明 FE 与 
@O' 相 切 于 下 ,分 析 即 可 完成 . 

本 题 要 证 明 FE 与 OO 相 切 于 EE, 所 
以 也 可 以 直接 根据 切线 的 判定 定理 , 连 
结 OE 后 ,应 证 FEO 一 90", 而 已 知 A、 
E.D 成 一 直线 ,从 而 也 就 是 要 证 人 AEO 
十 了 DEF 一 90". 

由 条 件 4B 是 半圆 的 直径 ,D 是 半 
圆 上 的 一 点 ,所 以 有 过 4DB 一 90", 那 末 
在 人 FED 中 ,就 有 人 人 DFE 二 人 人 DEF = 
90° ,问题 也 就 转化 成 要 证 AEO= 人 DFE. 

由 条 件 OE 和 O04 都 是 OO 的 半径 ,它们 可 组 成 等 腰 三 角形 ， 
从 而 就 可 由 OA 二 OE , 推 得 人 4EO= 一 4. 

又 因为 条 件 中 给 出 CDLAB, 且 由 4C 是 @O 的 直 和 给 ,EE 是 半 
圆 上 的 一 点 ,所 以 连结 CE 后 ,可 得 4EC= 90", 从 而 又 出 现 了 
CE 是 直角 和信 ADC 的 斜 边 上 的 高 , 那 末 又 可 以 应 用 直角 三 角形 斜 
边 上 的 高 的 基本 图 形 的 性 质 ,得 A= 人 DCE. 





[多 4，173 
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再 由 BC 是 @O' 的 直径 ,F 是 半 贺 上 的 一 点 ,所 以 连结 CF 
后 ,用 BFC= 二 90°", 那 末 由 4、.E、D 和 B、F.D 都 成 一 直线 ,可 得 
了 CED= LCFD 二 90°,C、.F.D.E 四 点 共 圆 , DCE 二 人 DFE. 所 
以 了 AEO 二 人 DFE 就 可 以 证 明 . 

例 64 已 知 :©O、©0’' 外 切 于 P,A4D 是 QO、@0O' 的 外 公 切 
线 , 切 点 是 4.D,AB 是 直径 , BC 与 @O' 相 切 于 C. 求证 ;BC = 
BA. 





图 4，174 图 4。175 


分 析 : 由 于 @O.@O' 外 切 于 了 ,所 以 可 添加 过 切 点 的 公 切 线 ， 
把 问题 转化 成 为 一 个 圆 中 的 弦 切 角 的 基本 图 形 问题 来 分 析 . 于 是 
过 已 作 @O.@O' 的 内 公 切 线 交 4D 于 五. 这 样 , 在 OO 中 就 出 现 
EA、EP 都 与 QO 相 切 , 切 点 分 别 是 A、P, 所 以 EP 二 EA, 同 时 它 
们 也 是 两 条 具有 公共 端点 的 相等 线段 ,就 可 组 成 一 个 等 腰 三 角形 ， 
但 这 个 等 腰 三 角形 只 有 两 条 腰 而 没有 底 边 , 故 连结 P4, 可 得 
LEAP 和 人 EPA 这 两 个 弦 切 角 相 等 . 根据 同样 的 道理 ,在 @ 〇 O' 中 
连结 PD 后 ,也 可 得 EP 二 ED, 人 EDP 一 人 EPD. 由 于 这 四 个 角 之 
和 等 于 180", 所 以 “4PD= 4PFE 二 ADP 忆 =90"， 

由 条 件 4B 是 @O 的 直径 ,所 以 可 应 用 半圆 上 的 圆周 角 的 基 
本 图 形 的 性 质 进 行 证 明 ,现在 图 形 中 是 有 直径 ,有 半圆 上 的 点 已 ， 
而 没有 圆周 角 , 故 连结 BP, 就 可 得 4PB=90", 于 是 一 4PD 十 
了 APB==180°,B、P.D 成 一 直线 . 又 因为 DA 与 OO 相 切 于 4 ,而 
AB 是 @O 的 直径 ,所 以 人 DAB = 90". 这 样 4P 就 成 为 直角 
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A4BD 的 斜 边 上 的 高 ,于 是 就 可 应 用 直角 三 角形 斜 边 上 的 高 的 基 
本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 由 于 结论 中 出 现 的 线段 是 654 ,所 以 应 用 
射影 定理 时 ,可 选取 BA:=BP，BD, 从 而 问题 转化 为 要 证 明 BC? 
也 等 于 BP。 BD. 但 现在 BC 与 @O’' 相 切 于 C,BPD 是 割 线 , 所 以 
应 用 切割 线 定理 就 可 以 证 明 上 述 性 质 . 

例 65 已 知 :O@0.@OO' 外 切 于 有 4, 外 公 切 线 BC 与 OO、@O 
相 切 于 B.C. 求证 :以 BC 为 直径 的 圆 与 00' 相 切 . 





图 4。176 4。177 

分 析 ; 由 于 @O 与 @O' 外 切 于 4, 是 一 个 两 圆 相 切 的 问题 ,所 
以 可 通过 添加 过 切 点 的 公 切 线 ,将 问题 转化 成 每 一 个 圆 中 的 切线 
问题 来 解决 .于 是 过 4 作 @O.@O' 的 内 公 切 线 交 BC 于 DD, 那 末 
由 DB、D4 分 别 与 BO 相 切 于 8、4, 应 用 切线 长 定理 即 可 得 DB 
二 DA ,根据 同样 的 道理 还 可 得 D4= DC. 这 样 D 就 成 为 BC 的 中 
点 ,所 以 以 BC 为 直径 所 作 的 圆 必定 过 点 4. 这 样 问题 就 只 要 证 这 
个 圆 与 00' 相 切 于 4. 但 DA 是 这 个 圆 的 半径 , 且 00' 上 D4, 所 
以 00' 必定 与 这 个 以 BC 为 直径 的 圆 相 切 于 点 4. 

例 66 已 知 ;:@0.@O' 外 切 于 4, 外公 切线 BC 与 OO.OO 
相 切 于 B.C. 求证 :以 OO' 为 直径 的 圆 与 BC 相 切 ， 

分 析 : 以 OO' 为 直径 的 圆 也 就 是 以 OO' 的 中 点 为 圆心 \ 以 也 
OoO' 的 长 为 半径 所 作 的 圆 . 于 是 取 OO' 的 中 点 D, 然 后 应 证 以 D 
为 圆心 .以 DO 长 为 半径 所 作 的 圆 必 定 和 BC 相 切 ,也 就 是 证 DD 到 
BC 的 距离 就 等 于 DO. 于 是 过 DD 作 DE | BC, 垂 足 是 五 ,问题 就 应 
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证 DE= DO=DO'， 
又 因为 BC 是 两 贺 的 外 公 切 线 ,所 以 a __ ， 

BC 也 可 以 看 作 是 每 一 个 加 的 切线 ,于 是 Ey 

又 可 应 用 弦 切 角 的 基本 图 形 的 性 质 进行 GC ) 

证 明 ,从 而 连结 OB 和 0' C, 就 可 得 

LOBC= /LO0' CB= 90°,0B/ DE/NO’ 

C ,于 是 巨 就 是 BC 的 中 点 ,DE 就 是 梯形 图 4 178 

00'CB 的 一 条 中 位 线 . 而 应 用 梯形 中 位 

线 的 性 质 可 得 DE 一 = 全， 


2 
而 DO= DO' = 2 一 人， 所 以 就 有 


DPO= DO' ==DE, 从 而 就 可 完成 分 析 . 

例 67 已 知 :OO、OO' 外 切 于 P， 
外 公 切 线 4B.CD 分 别 与 两 圆 相 切 于 4、 
BC、.D. 求 证 :四 边 形 4CDB 可 以 外 切 于 一 个 圆 . 








图 4。180 图 4，181 

分 析 : 要 证 明 四 边 形 4CDB 可 以 外 切 于 一 个 圆 ,首先 应 确定 
这 个 内 切 圆 的 圆心 和 半径 . 

由 于 @O 和 G@O' 外 切 于 P,4B.CD 是 两 圆 的 外 公 切 线 , 所 以 
这 是 一 个 轴 对 称 图 形 , 且 连 心 线 就 是 它 的 对 称 轴 . 于 是 这 个 内 切 图 
的 圆心 必 在 连 心 线 00' 上 ,而 四 边 形 4ACDB 也 应 是 一 个 等 腰 梯 
形 . 从 而 就 应 先 证 明 这 个 四 边 形 是 等 腰 梯 形 . 
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由 于 4B、.CD 对 每 一 个 圆 来 讲 都 是 切线 ,所 以 可 应 用 切线 的 
性 质 , 或 者 也 就 是 可 直接 应 用 切线 长 定理 及 其 推论 来 进行 证 明 .于 
是 延长 4B.CD 相交 于 S 后 ,就 有 SB 一 SD,SA 二 SC, 从 而 就 可 得 
4B=CD. 再 进一步 ,连结 SO 和 SO' 后 ,又 可 得 SO、SO' 都 是 
4SC 也 就 是 BSD 的 角 平 分 线 ,所 以 SO、.SO' 必定 重合 在 一 直 
线 上 . 又 因为 OO.@O' 外 切 于 尸 ,所 以 O.P.O' 、S 成 一 直线 . 如 设 
OS 与 AC、BD 分 别 相交 于 已 .下 , 那 末 应 用 等 腰 三 角形 中 重要 线段 
这 个 基本 图 形 的 性 质 就 可 得 BD 1 SO,4C1SO, 所 以 4CV BPD. 
这 样 四 边 形 A4CDB 就 是 一 个 等 腰 梯 形 . 
又 因 @O、@OO' 外 切 于 已, 是 一 
个 两 圆 相 切 的 问题 ,所 以 可 通过 添加 
过 切 点 的 公 切 线 ,把 问题 转化 成 每 一 
个 圆 中 的 切线 的 问题 来 分 析 . 于 是 过 
P 作 @O、©O' 的 内 公 切 线 交 48 于 
G, 则 有 GPLOO'. 而 由 GA、GP 分 
别 与 @O 相 切 于 4、.P,GB、GP 分 别 图 4 ”182 
与 @0' 相 切 于 B.P, 又 可 得 GA=GP==GB, 即 G 是 AB 的 中 点 . 
而 由 GP LOO' ,又 可 推 得 AE/GP/ BF ,从 而 应 用 梯形 的 中 位 线 
的 性 质 可 得 EP 二 FP, 即 P 是 EF 的 中 点 .这 就 说 明 已 应 是 这 个 
等 腰 梯 形 ACDB 的 内 切 贺 的 圆心 . 于 是 问题 就 成 为 要 证 明 以 了 为 
圆心 ,以 PE 长 为 半径 所 作 的 贺 必 定 和 这 个 等 腰 梯 形 的 四 边 相 切 . 
由 于 PE 二 PF 以 及 AC LEF、BDLEF, 所 以 这 个 圆 必定 与 4C、 
BD 分 别 在 EE 点 和 下 点 相 切 , 那 末 问 题 就 成 为 应 证 这 个 圆 必定 与 
两 条 腰 相 切 , 也 就 是 要 证 P 到 4B、CD 的 距离 也 等 于 PE, 从 而 过 
P 作 PHJAB 交 4B 于 瑟 , 问 题 就 成 为 要 证 PH 一 PE. 由 于 
ZZPHA= ALPEA=90", 所 以 要 证 明 相等 的 这 两 条 线段 PH 和 
PE 就 成 为 P 到 人 CAB 的 两 边 的 距离 ,这 样 点 了 就 应 在 人 CAB 
的 角 平分 线 上 ,或 者 也 就 是 PH、PE 这 两 条 要 证 明 相等 的 线段 是 
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关于 C48B 的 角 平 分 线 成 轴 对 称 的 ,从 而 就 可 以 通过 添加 一 对 轴 
对 称 型 的 全 等 三 角形 的 方法 进行 证 明 . 由 于 现在 图 形 中 没有 对 称 
轴 , 所 以 应 先 将 对 称 轴 添上 ,也 就 是 连结 PA, 问 题 就 成 为 应 证 
人 PAE 虽 人 和 PAH. 因 PA=PA, 人 人 PEA=APHA 一 90', 且 因由 
LGAP= LAGPA, 了 AGPA= LEAP, 可 推 得 XPAE 二 LPAH, 所 
以 这 两 个 三 角形 全 等 ,于 是 就 可 证 明 这 个 圆 与 4B 相 切 于 五 , 根 
据 同 样 的 道理 可 以 证 明 这 个 圆 也 一 定 和 CD 相 切 ,从 而 完成 分 析 . 

例 68 已 知 :OO0.@OO' 外 切 于 已 ,OO 的 纺 4B 的 延长 线 与 
@O' 相 切 于 C, 4P 的 延长 线 交 @O' 于 D. 求 证 :; 人 BPC = 
ZCPD. 





图 4，183 图 4，184 

分 析 ; 由 于 @O.@OO' 外 切 于 已 ,是 一 个 两 圆 相 切 的 问题 ,所 以 
可 通过 添加 过 切 点 的 公 切 线 ,把 问题 转化 成 为 一 个 圆 中 的 弦 切 角 
的 基本 图 形 问 题 来 进行 讨论 ,于 是 过 P 作 @O、©0' 的 内 公 切 线 
交 BC 于 E. 这 样 由 PE 与 @O 相 切 于 P,PB 是 过 切 点 的 纹 , 可 得 
AEPB= APAB. 又 因为 EP、EC 分 别 和 @O' 相 切 于 PC, 所 以 
LEPC= /AECP, 而 人 BPC== 人 人 BPE 十 人 CPE, 从 而 应 证 CPD 
也 等 于 BPE 十 人 CPE. 因 条 件 中 还 给 出 A、.P.D 成 一 直线 ， 
LCPD 是 A4PC 的 一 个 外 角 , 所 以 就 有 人 CPD== 人 A 十 人 ECP， 
故 由 也 4A 二 EPB 和 ECP 二 人 CPE 就 可 以 证 明 结论 . 
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第 一 节 轴 对 称 型 


【分 析 方 法 导 引 】 

在 几何 问题 中 ,对 于 线段 相等 或 角 相等 的 问题 ， 
如 果 不 是 直接 与 某 一 基本 图 形 的 应 用 条 件 相 联系 
时 , 则 上 应 先 分 析 或 观察 相等 的 线段 或 角 所 具有 的 位 
置 特征 或 位 置 关 系 . 

如 两 条 相等 的 线段 或 两 个 相等 的 角 出 现在 一 个 
等 倒 三 角形 的 轴 对 称 部 分 ,或 者 也 可 以 是 出 现在 等 
厌 梯 形 等 轴 对 称 图 形 的 对 称 部 分 时 ,就 可 以 想到 要 
应 用 轴 对 称 型 全 等 三 角形 的 基本 图 形 进 行 分 析 。 接 
下 来 就 可 以 根据 图 形 的 轴 对 称 部 分 找到 相应 的 全 等 
三 角形 , 当 完 成 分 析 的 思路 沾 不 完全 清晰 时 ,可 将 图 
形 中 出 现 的 各 对 全 等 三 角形 全 部 列 出 ,再 从 中 筛选 
出 与 条 件 或 结论 有 联系 的 一 对 或 若干 对 全 等 三 角 
形 ,然后 再 应 用 全 等 三 角形 的 性 质 来 完成 分 析 , 

如 果 几 何 问题 中 出 现 了 两 条 相等 的 线段 或 两 个 
相等 的 角 是 关于 某 一 直线 或 线段 成 轴 对 称 时 ,具体 
地 说 也 就 是 两 杀 相 等 的 线段 在 某 一 直线 的 两 侧 , 且 
在 直线 上 同一 点 与 直线 成 等 角 时 ,就 可 以 想到 要 应 
用 轴 对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 。 接 下 来 就 应 看 鲜 
形 中 的 对 称 轴 有 否 出 现 , 若 对 称 轴 人 尚未 出 现 的 , 则 首 
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”上 先 考虑 将 对 称 轴 涨 上 ; 若 对 称 轴 已 经 出 现 的 , 则 再 看 
对 称 轴 两 侧 的 对 称 图 形 是 否 完 整 , 如 某 一 部 分 向 不 
完整 的 , 则 应 将 其 添 出 ,也 就 是 应 将 对 称 轴 一 侧 的 图 
形 , 主 要 是 三 角形 , 沿 对 称 轴 翻 折 过 去 。 然 后 就 可 以 
找 出 图 形 中 出 现 的 所 有 的 全 等 三 角形 ,并 根据 与 条 
件 .结论 的 联系 ,并 应 用 全 等 三 角形 的 性 质 来 完成 分 
析 . 
例 1 已 知 : 人 A4BC 中 ,4B=AC,BD、CE 分 别 是 人 <B、 人 人 C 
的 角 平 分 线 .求证 :BD=CE. 
分 析 : 本 题 要 证 明 相 等 的 两 条 线段 BD、CE 
是 等 腰 三 角形 的 两 底 角 平 分 线 , 它 们 位 于 这 个 A 
等 腰 三 角形 的 轴 对 称 部 分 ,所 以 可 应 用 轴 对 称 
型 全 等 三 角形 进行 证 明 . 
根据 由 图 形 的 轴 对 称 部 分 找 全 等 三 角形 的 
方法 ,可 以 发 现 图 形 中 出 现 的 轴 对 称 型 全 等 三 D 
角形 共有 三 对 ,而 以 要 证 明 相 等 的 线段 BD、CE 
为 边 的 全 等 三 角形 则 是 其 中 的 两 对 ,所 以 选用 “ 5 
哪 一 对 全 等 三 角形 进行 证 明 就 出 现 了 两 种 可 能 图 5 .1 
若 将 BD.CE 看 作 是 A4BD 和 A4CE 的 一 组 对 应 边 , 那 末 
在 A4BD 和 人 入 ACE 中 ,已 经 给 出 了 4B 二 AC, 人 A 二 人 A 是 公共 
角 , 所 以 还 要 证 明 一 个 性 质 。 由 条 件 人 4BC 是 等 腰 三 角形 ,应 用 等 
腰 三 角形 的 性 质 可 得 人 ABC 一 了 ACB, 而 BD、CE 是 角 平 分 线 , 所 
以 “4BD= 人 ACE, 从 而 就 可 以 证 明 这 两 个 三 角形 全 等 . 
若 将 BD.CE 看 作 是 入 BDC 和 入 CEB 的 一 组 对 应 边 , 那 末 在 
人 BDC 和 和 CEB 中 ,由 AB=AC, 可 得 BCD= 人 CBE,BC=CB 
是 公共 边 ,再 由 BD.CE 是 角 平 分 线 ,又 可 得 LCBD 一 人 BCE, 所 
以 这 两 个 三 角形 全 等 也 可 以 证 明 . 
* 234°* 


例 2 已 知 :A4BC 中 ,4BAC,D、E 分别 是 AC、4B 上 的 


”点 , 且 4D= 4 已 ,BD.CE 相交 于 下 ,求证 :FC=FB. 





分 析 : 本题 要 证 明 FC 二 FB, 而 这 两 条 要 证 
明 相 等 的 线段 位 于 等 腰 三 角形 的 轴 对 称 部 分 ， A 
所 以 可 应 用 轴 对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 . 

根据 由 图 形 的 轴 对 称 部 分 找 全 等 三 角形 的 
方法 ,可 以 发 现 图 形 中 出 现 的 轴 对 称 型 全 等 三 E D 
角形 共有 三 对 ,而 要 证 明 相 等 的 线段 FC 和 FB 
可 以 看 作 是 其 中 的 一 对 , 即 AFCD 和 人 入 FRBE 的 
对 应 边 ,所 以 问题 就 成 为 要 证 这 两 个 三 角形 全 
等 . 图 5。2 

现在 在 AFCP 和 八 FBE 中 ,已 经 出 现 的 条 件 是 由 AB=AC 
和 AD=AE, 得 CD=BE. 再 由 BD、CE 相交 于 ,又 可 得 人 CFD 
二 了 BFE, 所 以 还 要 证 明 一 个 性 质 . 由 于 FC=FB 是 要 证 的 结论 ， 
不 能 用 ,而 如 果 证 第 三 条 边 相 等 , 即 证 FD 二 FE, 则 将 出 现 两 边 和 
其 中 一 边 的 对 角 对 应 相等 的 条 件 , 也 还 不 能 证 明 这 两 个 三 角形 全 
等 ,所 以 这 一 性 质 也 不 能 用 ,这 样 第 三 个 条 件 就 只 能 是 证 一 组 对 应 
角 相 等 , 即 要 证 FCD= 人 FBE 或 和 FDC= 人 FEB. 

若 考 虚 证 FCD= 人 FBE, 则 由 于 这 两 个 角 既 可 以 看 作 是 
人 FCD 和 人 入 FBE 的 一 组 对 应 角 , 也 可 以 看 作 是 八 ACE 和 人 和信 ABD 
的 一 组 对 应 角 , 而 AFCD 和 人 FBE 全 等 是 要 证 的 结论 ,不 能 用 ， 
所 以 问题 就 转 而 应 证 八 ACE 和 A4BD 全 等 . 而 在 这 两 个 三 角形 
中 ,条 件 中 已 给 出 4C=4B,AE 二 AD, 且 和 4 二 人 4 是 它们 的 公 
共 角 , 所 以 这 两 个 三 角形 全 等 可 以 证 明 ,也 就 可 得 人 FCD = 
LFBE. 

若 考 虑 证 ZFDC 二 人 FEB, 则 由 于 A.D\C 和 A4、E、B 都 成 一 
直线 ,所 以 可 转 而 证 明 一 4DB== 4EC, 而 这 两 个 角 可 以 看 作 是 
入 4BD 和 入 ACE 的 一 组 对 应 角 , 所 以 通过 证 明 这 两 个 三 角形 全 
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等 ,也 就 可 以 完成 分 析 . 

如 果 在 证 FDC 二 人 FEB 时 ,直接 考虑 这 两 个 角 既 可 以 看 作 
是 人 FCD 和 人 入 FBE 的 一 组 对 应 角 , 也 可 以 看 作 是 和信 BDC 和 
入 CEB 的 一 组 对 应 角 , 所 以 问题 就 成 为 要 证 八 BDC 绽 人 CEB. 而 
在 这 两 个 三 角形 中 ,由 4B==AC, 可 得 人 BCD= 人 CBE,BC=CB 
是 公共 边 , 且 CD=BE, 所 以 这 两 个 三 角形 全 等 也 就 可 以 证 明 . 

在 考虑 证 明 FC=FB 时 ,由 于 它们 是 两 条 具有 公共 端点 下 的 
相等 线段 ,所 以 它们 可 组 成 一 个 等 腰 三 角形 ,问题 也 就 成 为 一 个 等 
腰 三 角形 的 判定 问题 ,于 是 问题 就 转化 成 要 证 FC 二 FB 的 等 价 性 
质 了 人 FBC== 人 FCB. 而 这 两 个 角 也 可 以 看 作 是 人 DBC 和 和 A 人 ECB 
的 一 组 对 应 角 , 所 以 问题 可 成 为 要 证 人 DBC 电 人 ECB. 而 由 CD= 
BE, DCB= AEBC,BC=CB 就 可 以 证 明 上 述 结论 . 

例 3 已 知 :A4BC 中 ,4B==AC,D.E 是 BC 上 的 两 点 ,AD 
一 AE. 求 证 :BD=CE. 

分 析 : 在 本 题 要 证 的 结论 BD=CE 中 ， 

我 们 可 以 发 现 这 两 条 相等 线段 是 位 于 等 腰 三 

角形 的 轴 对 称 部 分 ,所 以 可 应 用 轴 对 称 型 全 LNN 
等 三 角形 进行 证 明 . 现在 图 形 中 在 轴 对 称 的 

位 置 上 出 现 的 全 等 三 角形 有 两 对 , 即 人 4BD 2 D E C 
和 入 ACE, 人 和信 ABE 和 和 俯 ACD. 所 以 应 用 哪 一 
对 全 等 三 角形 进行 证 明 就 出 现 了 两 种 可 能 . 

由 于 要 证 明 相 等 的 线段 BD、CE 可 以 看 作 是 人 4BD 和 
入 ACE 的 一 组 对 应 边 , 所 以 可 首先 考虑 证 人 A4BD 和 人 A4CE 全 
等 ,由 条 件 4B= 4C.4D= AE, 且 由 于 这 是 出 现在 等 腰 三 角形 中 
的 轴 对 称 型 全 等 三 角形 ,所 以 可 应 用 等 腰 三 角形 的 性 质 进行 证 明 ， 
那 未 由 AB 二 4AC, 可 得 B= 人 C ,但 这 时 出 现 的 是 两 边 和 其 中 一 
边 的 对 角 对 应 相等 ,仍然 不 能 证 明 这 两 个 三 角形 全 等 . 所 以 还 要 田 
外 证 明 一 个 性 质 ,由 条 件 4D= 4 已 ,应 用 等 腰 三 角形 的 性 质 可 得 
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图 5。3 





AADE = 人 AED, 而 由 B.D、E 和 D、E、C 成 一 直线 ,就 可 证 明 
4DB=4EC, 这 样 就 可 证 明和 人 4BDS22 人 4CE. 

如 果 应 用 八 ABE 和 入 ACD 这 一 对 全 等 三 角形 进行 证 明 , 那 
未 可 由 4B 二 AC,AD= AE, 应 用 等 腰 三 角形 的 性 质 可 得 人 B= 
ZC, 了 AEB= 4DC, 从 而 就 可 证 明 A 人 4BES2A4CD,BE 一 CD， 
然后 在 这 两 条 相等 线段 中 ,将 它们 的 公共 部 分 DE 减 去 , 即 可 证 得 
BD=CE. . 

由 于 本 题 要 证 明 相等 的 线段 BD 和 CE 是 位 于 一 个 等 腰 三 角 
形 的 轴 对 称 部 分 ,所 以 可 添加 轴 对 称 型 的 全 等 
三 角形 进行 证 明 . 由 于 图 形 中 现在 没有 对 称 A 
轴 , 于 是 可 先 将 对 称 轴 添 上 ,也 就 是 过 4 作 
AF | BC, 垂 足 是 亚 , 那 未 由 4D= 4 已 ,4 天 一 
AF 和 AFD = 人 AFE = 二 90, 就 可 证 明 上 CC 
入 ADF 避 入 AEF, DF 二 EF. 根据 同样 的 道 
理 , 还 可 以 证 明和 八 ABF 综 八 ACF ,BF 二 CF ,所 
以 BD 二 CE 也 就 可 以 证 明 . 

例 4 已 知 :四 边 形 4BCD 中 ,ADA/ BC,AC==BD. 求 证 :AB 
=DC. 


A D A D 
、 四 
、 
AN 
、 
AN 
N 
N 
、\、 


图 5。5 区 5。6 
分 析 ; 本 题 要 证 4B= DC ,实质 上 就 是 要 证 四 边 形 ABCD 是 
等 腰 梯 形 . 这 样 要 证 明 相等 的 这 两 条 线段 4B 和 PC 就 位 于 这 个 
等 腰 梯形 的 轴 对 称 部 分 ,从 而 就 可 应 用 轴 对 称 型 全 等 三 角形 进行 
证 明 . 根据 由 图 形 中 的 轴 对 称 部 分 找 全 等 三 角形 的 方法 ,我 们 可 以 
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发 现 以 4B 和 PC 为 对 应 边 的 全 等 三 角形 有 两 对 , 即 人 4BC 和 
APpcB,A4BD 和 ADC4. 

车 考虑 证 明 人 ABC 和 人 DCB 全 等 , 则 已 经 有 的 条 件 是 AC 
DB,BC=CB, 所 以 还 应 证 明 它 们 的 夹 角 相等 , 即 要 证 人 4CB 一 
DBC. 由 于 条 件 中 给 出 AD/ BC, 所 以 AC=DB 是 关于 梯形 对 
角 线 的 性 质 ,所 以 可 将 对 角 线 平移 到 具有 公共 的 端点 ,也 就 是 过 D 
作 DE/ AC 交 BC 的 延长 线 于 EE, 即 可 得 四 边 形 ACED 是 平行 四 
边 形 , 从 而 就 有 AC 二 DE, 也 就 可 得 DB=DE. 而 这 是 两 条 具有 公 
共 端 点 DD 的 相等 线段 ,它们 就 可 以 组 成 一 个 等 腰 三 角形 ,从 而 应 
用 等 腰 三 角形 的 性 质 , 就 可 得 人 DBC 一 人 E. 而 由 AC/ DE, 这 一 
组 平行 线 可 以 看 作 是 被 BE 所 截 ,又 可 得 LE= 人 A4CB, 所 以 
4CB= 二 DBC 就 可 以 证 明 . 

若 考虑 证 明 人 A4BD 和 和 DCA 全 等 , 那 也 可 以 用 类 似 的 方法 
完成 分 析 。 

例 5 已 知 : A4D= 4C,4CB= 4DB. 求 证 :4BC = 
LABD. 





也 
图 5。7 图 5。8 
分 析 : 由 本 题 的 条 件 AC 二 4D 和 ~4CB=4DB 可 知 , 若 结论 
ABC= 46D 成 立 , 则 和 A4BC 和 A4BD 必定 是 一 对 轴 对 称 型 
的 全 等 三 角形 . 
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在 A4BC 和 入 ABD 中 ,虽然 还 出 现 了 4B 一 48 是 公共 边 的 
条 件 , 但 构成 的 是 两 边 和 其 中 一 边 的 对 角 对 应 相等 ,还 不 能 证 明 这 
两 个 三 角形 全 等 ,所 以 必须 另 证 一 个 条 件 . 

由 于 4C 和 4D 是 两 条 具有 公共 端点 的 相等 线段 ,所 以 它们 
可 组 成 一 个 等 腰 三 角形 ,而 这 个 等 腰 三 角形 现在 只 有 腰 而 没有 底 
边 , 所 以 应 将 底 边 添上 ,也 就 是 连结 CD, 这 样 应 用 等 腰 三 角形 的 
性 质 就 可 得 4CD=~A4DC ,而 已 知 Z4CB= 和 4DB, 从 而 就 可 
推 得 BCD= 6DC,BC=BD, 这 样 也 就 可 以 完成 分 析 ， 

例 6 已 知 : 人 4BC 中 48B=AC,D 是 BC 的 中 点 ,DELAB， 
DF | AC, 垂 足 是 玉 、F. 求 证 :DE=DF. 

分 析 :本题 要 证 明 相 等 的 两 条 线 跨 DE 和 DF 位 于 等 腰 三 角 
形 的 轴 对 称 部 分 ,所 以 可 应 用 轴 对 称 型 的 全 等 三 角形 进行 证 明 . 由 
图 形 的 轴 对 称 部 分 我 们 就 可 以 找到 人 DBE 和 人 DCF 应 是 一 对 轴 
对 称 型 全 等 三 角形 . 而 在 这 两 个 三 角形 中 ， 已 经 出 现 的 条 件 有 DB 
二 DC, LDEB= 人 DFC 一 90, 同 时 由 4B 一 AC, 还 可 得 人 B 一 
ZC, 所 以 这 两 个 三 角形 全 等 就 可 以 证 明 . 


A 


E 下 





B D C 
图 5 .9 图 5。10 
本 题 的 分 析 也 可 以 从 4B 一 4C 和 BD=CD 开始 ,由 于 出 现 
了 等 厢 三 角形 底 边 的 中 点 ,所 以 可 应 用 等 腰 三 角形 中 的 重要 线段 
这 个 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 于 是 连结 4D, 就 可 得 D4 是 
人 BAC 的 角 平 分 线 , 那 末 再 由 DE 4B,DF 14C, 应 用 角 平分 线 
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的 性 质 就 可 证 明 DE 二 DF. 显然 ,应 用 角 平 分 线 的 性 质 ,实质 上 也 
就 是 证 明了 一 次 轴 对 称 型 全 等 三 角形 ,所 以 通过 证 八 ADE 名 
A4DP, 也 可 以 完成 分 析 . 

例 7 已 知 : 人 4BC 中 ,AB 一 24C, 人 人 4=2 人 B. 求 证 :人 C= 
90°. 


~ Ee 
图 5.，11 图 5。12 


分 析 ; 本 题 的 条 件 中 给 出 了 一 4 一 2 一 B, 这 是 两 个 角 之 间 的 信 
半 关 系 , 所 以 可 根据 角 的 倍 半 关 系 的 定义 开始 进行 分 析 . 

。 车 考 虑 先 作 出 二 4 的 一 半 , 则 作 二 B4C 的 角 平 分 线 交 BC 于 
D, 那 未 人 CAD== 人 DAB= 人 LB, 由 于 DAB 和 LAB 是 人 D4B 的 
内 角 , 所 以 由 这 两 个 角 相等 ,就 可 得 DA=DB. 

再 由 条 件 4B3= 24C, 那 末 根 据 线 段 的 
倍 半 关 系 的 定义 , 取 4 的 中 点 玉 后 ,可 得 % 
1 


AE= 十 4B=AC, 但 由 于 这 样 就 出 现 了 等 B 
腰 AD4B 的 底 边 48 的 中 点 已 ,所 以 可 应 

用 等 腰 三 角形 中 的 重要 线段 这 个 基本 图 形 5 ? ? 
的 性 质 进行 证 明 ,于 是 连结 DE 后 ,可 得 图 5 .13 


DE | 4B, 也 就 是 DEA 一 90°. 由 于 现在 出 现 的 两 条 相等 线段 

AE 和 AC 是 关于 4D 成 轴 对 称 的 ,从 而 就 可 应 用 轴 对 称 型 的 全 等 

三 角形 进行 证 明 . 由 于 这 时 角 平 分 线 4AD 是 对 称 轴 , 所 以 就 可 找到 

这 对 全 等 三 角形 应 是 A4DC 和 A4DFE ,而 根据 AE==AC,， 人 DAC 

二 人 DAE,AD 二 AD, 就 可 证 明 这 两 个 三 角形 全 等 . 从 而 就 可 证 得 
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LC= /DEA= 90". 

在 由 条 件 4B= 24C ,并 根据 线段 倍 半 
关系 的 定义 进行 分 析 时 ,也 可 以 先 作 出 AC 4 
的 两 倍 , 也 就 是 延长 4C 到 巨 使 CE= 4C， ~ 人 人 人 
那 末 就 有 AE 一 24C 一 AB, 这 样 AE 和 4B ~ 
这 两 条 相等 线段 就 是 关于 角 平 分 线 4D 成 
轴 对 称 的 ,所 以 可 应 用 轴 对 称 型 全 等 三 角形 y 
进行 证 明 . 而 由 4D 是 对 称 轴 , 就 可 以 找到 
这 对 全 等 三 角形 应 是 A4BD 和 人 A4ED, 于 图 5 "14 
是 应 先 连 结 DE. 这 样 在 人 A4BD 和 人 A4ED 中 ,就 有 AB= AE， 
LBAD= LEAD,AD= AD, 所 以 和 人 ABD 号 和 八 4ED, 也 就 可 得 
DE 二 DB 二 DA, 八 DAE 也 是 等 腰 三 角形 ,而 我 们 已 经 作出 了 EC 
二 AC, 所 以 应 用 等 腰 三 角形 中 的 重要 线段 
的 基本 图 形 的 性 质 就 可 证 得 DC 上 4C- A 

如 果 在 根据 两 个 角 的 倍 半 关系 的 定义 
进行 分 析 时 ,考虑 作出 二 B 的 两 倍 , 由 于 这 

C 


时 二 B 有 两 条 边 ,所 以 以 哪 条 边 作为 两 倍 和 角 


一 
一 一 
一 
pe 


的 一 边 就 出 现 了 两 种 可 能 . 1 
若 考虑 以 BC 为 边 ,在 一 B 的 外 侧 作 角 . Dp” 

则 作 达 4BD 一 2 人 B, 或 者 也 就 是 作 人 CBD 图 5 15 

一 4BC 交 AC 的 延长 线 于 D, 即 可 得 人 4BD= 人 A,DB= DA. 
由 于 我 们 作出 的 BC 是 4BD 的 角 平 分 线 , 而 要 证 的 结论 是 AC 
上 BC, 构 成 了 角 平 分 线 和 向 角 平分 线 所 作 垂 线 之 间 的 组 合 关 系 ， 
所 以 必定 也 得 到 一 个 等 腰 三 角形 的 基本 图 形 ,所 以 问题 就 是 要 证 
BD= B4, 实 质 上 也 就 是 要 证 BD.B4 和 DA 都 相等 . 由 条 件 AB 
一 24C, 所 以 问题 就 是 要 证 BD 也 等 于 24C. 由 于 这 两 个 数量 关系 
涉及 夹 了 ABD 的 两 边 ,所 以 想到 要 应 用 三 角形 的 角 平分 线性 质 ， 
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4 BD 3 
即 有 2 一手 ,但 窜 =2, 所 以 斌 一 2, 即 BD 二 2CD, 但 我 们 已 证 


BD== AD, 所 以 有 4D=2CD,4C= DC, 从 而 就 可 证 得 BD= BA， 
ACLBC. : 

车 考虑 以 B4 为 边 ,在 LB 的 外 侧 作 和 角 , 则 作 和 CBD 
二 2/CBA 交 CA 的 延长 线 于 D, 即 可 得 人 BAC 一 2 人 ABC 
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图 5。，16 图 5。，17 
一 2/ABD. 由 C、4、D 成 一 直线 ,可 得 人 BAC 就 是 A4BD 的 一 
个 外 角 , 人 入 ABD 就 是 一 个 等 腰 三 角形 , 即 AB==AD, 但 已 知 4B 一 


24C, 所 以 有 AD==24C, 色 =2. 而 BA 现在 是 人 CAD 的 角 平分 


碱 ,所 以 又 可 应 用 三 角形 的 角 平分 线 的 性 质 得 22 一 ,和 =2， 
BD 二 2BC. 这 样 又 可 以 根据 线段 倍 半 关系 的 定义 , 取 BD 的 中 点 
玉 后 ,可 得 BE= BC. 从 而 就 出 现 了 BE 和 BC 这 两 条 相等 线段 是 
关于 角 平 分 线 BA 成 轴 对 称 的 ,所 以 可 添加 一 对 轴 对 称 型 全 等 三 
角形 进行 证 明 , 也 就 是 连结 AE 后 ,由 BE=BC, 人 ABE 一 人 ABC 
和 AB= 4B, 可 得 人 ABC 各 入 ABE, LC 一 人 AEB, 这 样 要 证 明 
_AC=90", 就 可 以 转 而 证 人 4EB 一 90". 而 在 人 4BD 中 ,4B= 4D， 
BE 二 DE, 所 以 上 述 性 质 可 以 证 明 , 分 析 也 就 可 以 完成 . 

例 8 已 知 : 人 4ABC 中 ,AB=AC, 和 人 人 A=100°,CD 是 角 平 分 
线 . 求 证 :BC=CD 十 4D. 
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图 353， 18 图 5。19 
分析: 本题 要 证 的 结论 BC= CD 十 4D, 是 一 条 线段 等 于 两 条 
线段 的 和 ,所 以 可 根据 线段 和 差 关 系 的 定义 ,在 线段 CB 上 截取 
CE 二 CD ,然后 应 证 BE 二 AD. 由 于 截 得 的 线段 CE 和 CD 是 两 条 
具有 公共 端点 的 相等 线段 ,所 以 它们 可 组 成 一 个 等 腰 三 角形 ,现在 
这 个 等 腰 三 角形 只 有 两 条 腰 而 没有 底 边 ,所 以 连结 DE, 就 可 得 
LCDE= /CED. 

由 条 件 4B= 4C, 一 4=100", 应 用 等 腰 三 角形 的 性 质 可 得 
LAB= AhCH 一 二 (180" 一 1007) 二 40", 而 CD 是 角 平 分 线 , 所 以 


/BCD=- 广 。 40* 一 20", 于 是 就 有 CED 一 到 (180" 一 207) 一 80 


从 而 就 得 到 人 CED= 二 2 人 B, 而 由 B、E、C 成 一 直线 ,又 有 人 CED 
是 AEBD 的 外 角 , 由 此 就 得 人 EBD 是 等 腰 三 角形 或 BE=DE, 这 
样 问题 就 成 为 应 证 DE= AD. 

由 于 条 件 中 给 出 CD 是 角 平 分 线 ， 
所 以 人 BCD 和 4CPD 这 两 个 相等 的 角 A 


D 

就 是 关于 CD 成 轴 对 称 的 ,从 而 就 可 以 ~、 
添加 轴 对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 . 由 pA 
于 图 形 中 已 经 出 现 了 对 称 轴 CD; 所 以 添 和 “ C 
加 的 方法 是 将 三 角形 沿 对 称 轴 翻 折 , 若 图 5*20 
考虑 将 A4CD 沿 CD 翻 折 过 去 , 则 由 人 BCD= 人 ACD, 可 知 CA 
必定 落 在 CB 上 ,所 以 具体 的 添加 方法 就 是 :在 CB 上 截取 CF 一 
C4, 再 连结 DF. 则 由 CF=CA, 和 人 FCD= 人 ACD 和 CD=CD, 就 
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可 得 AFCDE2A4CD,DF=D4. 这样 问题 就 转化 成 要 证 DE= 
DF ,而 这 又 是 两 条 具有 公共 端点 D 的 相等 线段 ,它们 可 以 组 成 一 
个 等 腰 三 角形 ,问题 也 就 成 为 等 腰 三 角形 的 判定 问题 ,所 以 问题 又 
应 转化 成 证 DE= DF 的 等 价 性 质 了 人 DEF 二 人 DFE. 但 我 们 已 证 
LDEF = 80", 从 而 又 应 证 LDFE 也 等 于 80", 由 于 人 DFE 是 
DRFC 的 补 角 , 而 DFC== 人 A 二 100°, 所 以 分 析 可 以 完成 . 


本 题 在 根据 线段 和 差 关 系 的 定义 来 
进行 分 析 时 ,也 可 以 考虑 将 CD 和 AD 马 _、 A 
这 两 条 线段 接 起 来 ,也 就 是 延长 CD 到 上 、 光 
已 ,使 DE 二 DA, 那 末 问 题 就 成 为 要 证 pq NN 
CE 二 CB. 但 这 是 两 条 具有 公共 端点 C 3 有 c 
的 相等 线段 ,它们 可 组 成 一 个 等 腰 三 角 图 5。21 


形 , 于 是 连结 BE, 然 后 应 证 CE=CB 的 等 价 性 质 作 E== 人 CBE. 文 
因 4B=4C,4=100", 所 以 4BC= 一 4CB=40", 而 CD 是 角 
平分 线 , 所 以 人 BCD= 20", 那 末 问 题 也 就 是 要 证 一 已 一 80" 

由 于 一 BCD 和 二 4CD 这 两 个 相等 的 角 是 关于 CD 成 轴 对 称 
的 ,所 以 可 添加 轴 对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 , 于 是 在 CB 上 截取 
CF 二 CA, 并 连结 DF , 即 可 得 人 ACDAFCD,DA==DF,， 人 DFC 
二 /A==100". 而 B.F.C 成 一 直线 ,所 以 ZBFD==80°, 这 样 问题 
就 是 要 证 人 E= 人 BFD, 而 这 一 性 质 也 是 等 价 于 人 EBA== 人 FBA 
二 40", 所 以 人 BDE 和 ABDF 必定 也 是 一 对 轴 对 称 型 全 等 三 角 
形 . 而 在 这 两 个 三 角形 中 ,已 经 出 现 的 条 件 是 DE=DA== DF ,DB 
二 DB, 所 以 还 要 证 一 个 性 质 , 由 于 上 述 已 讨论 的 两 组 相等 的 角 都 
是 结论 ,不 能 用 ,所 以 只 能 证 明 第 三 个 角 , 也 就 是 这 两 条 对 应 边 的 
夹 角 相等 , 即 要 证 BDE 一 人 BDF. 由 条 件 4B、CE 相交 于 DD, 可 
得 了 BDE= “CD4. 而 在 A4CD 中 ,CD4=180" 一 100 一 20 一 
60°. 而 LCDF = LCDA, 所 以 人 BDF 一 180" 一 2X60° 二 60", 所 以 
攻 BDE 一 人 BDF 可 以 证 明 , 分 析 也 就 可 以 完成 ， 
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例 9 已 知 :人 A4BC 中 ,人 B=2LC,AD 是 角 平 分 线 . 求证; 
AC= AB+BD. 


Ze 
E 
图 5。22 图 5，23 

分 析 : 本 题 要 证 明 4C 二 4B 十 BD, 这 是 一 条 线段 等 于 两 条 线 
段 的 和 ,所 以 可 根据 线段 和 差 关系 的 定义 来 开始 进行 分 析 . 

若 根 据 线 段 和 的 定义 , 则 可 将 BD 接 到 4B 上 ,也 就 是 延长 
AB 到 EE, 使 BE=BD, 那 末 AE 就 等 于 AB 十 BD, 问 题 就 成 为 要 
证 AE=AC. 

但 在 作出 了 BE=BD 后 ,由 于 这 是 两 条 具有 公共 端点 的 相等 
线段 ,所 以 它们 可 组 成 一 个 等 腰 三 角形 ,于 是 连结 ED, 又 因为 EE、 
B、4 成 一 直线 ,出 现 了 ABD 是 这 个 等 腰 三 角形 的 项 角 的 外 角 ， 
所 以 可 得 ABD=2 人 E, 而 已 知人 ABD==2 人 LC, 从 而 就 有 人 人 E= 
C. 而 条 件 中 已 给 出 EAD== 人 人 CAD, 且 4D= 4D, 所 以 人 AED 
和 入 ACD 就 是 一 对 轴 对 称 型 的 全 等 三 角形 , 那 末 4 无 =4C 也 就 


可 以 证 明 . 
本 题 在 根据 线段 和 的 定义 进行 

分 析 时 ,也 可 考虑 将 4B 接 到 BD 上 ， _ 

也 就 是 延长 DB 到 EE, 使 EB= B4， SA 

这 样 就 有 ED 一 AB 十 BD, 问 题 也 就 多 一 上 一 一 六 

成 为 要 证 AC 一 ED. 5 


由 于 在 作 了 EB=54 以 后 ,它们 
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也 是 两 条 具有 公共 端点 的 相等 线段 ,所 以 也 可 以 组 成 一 个 等 腰 三 
角形 ,于 是 连结 AE, 又 因为 E.B、C 成 一 直线 ,应 用 等 腰 三 角形 的 
基本 图 形 的 性 质 就 有 ABC 一 2 已, 而 已 知人 4BC= 一 2 一 C, 所 以 
ZE== 人 C. 而 这 两 个 角 相 等 一 出 现 , 就 得 到 八 AEC 也 是 等 腰 三 角 
形 , 也 就 是 AE=AC, 那 末 问 题 就 成 为 要 证 ED 二 EA. 这 又 是 两 条 
具有 公共 端点 的 相等 线段 ,它们 又 可 以 组 成 一 个 等 腰 三 角形 ,问题 
也 就 成 为 一 个 等 腰 三 角形 的 判定 问题 ,这 样 就 应 证 ED 二 EA 的 等 
价 性 质 人 EAD= 人 EDA. 而 由 ED.C 成 一 直线 ,可 知人 EDA 是 
~ 人 4ADC 的 一 个 外 角 , 所 以 有 LEDA== 人 LC 十 LCAD, 而 人 DAE 又 
等 于 EAB 十 人 BAD, 且 已 知 ZCAD 一 人 BAD, 所 以 问题 就 成 要 
证 了 BAE== 人 LC. 但 因 这 两 个 角 都 和 和 人 E 相等 ,所 以 分 析 即 可 完 
成 . 
本 题 的 分 析 也 可 以 根据 线段 差 的 定义 来 
开始 进行 ,于 是 在 4C 上 截取 AE 二 4B, 那 末 A 
问题 就 是 要 证 EC= BD. 而 在 作出 了 4 五 二 人 NS 
AB 后 ,由 AD 是 角 平 分 线 , 就 出 现 了 4E 和 
4B 这 两 条 相等 的 线段 是 关于 4D 成 轴 对 称 
的 ,从 而 可 添加 轴 对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 
明 . 于 是 连结 DE 后 ,由 AE=AB, 人 EAD= 人 BAD 和 AD= A4D， 
即 可 推 得 AE4D 生 人 BAD,ED= BD, 那 末 问 题 也 就 成 为 要 证 
ED==EC. 但 这 是 两 条 具有 公共 端点 的 相等 线段 ,所 以 它们 可 组 成 
一 个 等 腰 三 角形 ,问题 就 成 为 一 个 等 腰 三 角形 的 判定 问题 ,而 由 
CE.A 成 一 直线 ,所 以 问题 就 应 证 AED=2 人 C, 而 由 人 AED= 
有 和 已 知 ZB= 2C, 就 可 以 证 明 上 述 性 质 . 
例 10 已 知 :A4BC 中 ,LA 有 一 60", 角 平分 线 AD、CE 相交 于 
F. 求 证 :AC==AE 十 CD. 
分 析 : 本 题 要 证 AC 二 AE 十 CD, 是 一 条 线段 等 于 两 条 线段 的 
和 ,所 以 可 根据 线段 和 的 定义 ,在 AC 上 截取 4G= 4 巨 , 然 后 证 明 
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图 5。26 图 5。27 

CG=CD. 

由 条 件 4D 是 角 平 分 线 , 所 以 4G 和 AE 这 两 条 相等 线段 就 
是 关于 4D 成 轴 对 称 的 ,从 而 就 可 添加 轴 对 称 型 全 等 三 角形 进行 
证 明 , 于 是 连结 FG, 由 AE=AG, 人 EAF= /GAF 和 AF==AF， 
即 可 证 得 AE4FS2AG4F， 

现在 要 证 的 结论 是 CG=CPD, 而 已 知 CE 是 角 平 分 线 , 所 以 
CG、.CD 这 两 条 相等 线段 也 是 关于 CE 成 轴 对 称 的 ,从 而 也 可 应 用 
轴 对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 , 也 就 是 应 证 人 CGF 纪 人 CDF. 而 
在 这 两 个 三 角形 中 ,已 经 有 的 条 件 是 人 GCF= 人 人 DCF ,CF 二 CF， 
所 以 还 要 证 明 一 个 性 质 . 由 于 CG=CD 是 结论 ,不 能 用 . 而 GF = 
DF ,即使 证 明了 相等 ,出 现 的 也 是 两 边 和 其 中 一 边 的 对 角 对 应 相 
等 ,还 不 能 证 明 这 两 个 三 角形 全 等 ,所 以 第 三 个 条 件 只 能 是 证 明 一 
组 角 对 应 相等 .于 是 就 应 证 了 DFC 二 人 GFC, 或 和 FDC== 人 FGC， 
实际 上 这 两 个 性 质 是 等 价 的 ,所 以 可 证 明 其 中 的 任意 一 个 . 若 证 
LDFC== 人 GFC, 则 由 AD、CE 相交 于 FF, 可 得 人 DFC= 人 EFA，. 
也 就 等 于 GFA, 或 者 也 就 是 这 四 个 角 都 相等 ,但 EFC 成 一 直 
线 , AEFA 十 LGFA 十 人 GFC==180°, 所 以 问题 也 就 成 为 要 证 
了 GFC 和 人 DFC 都 等 于 60". 

由 条 件 一 B=60", 所 以 在 A4BC 中 就 可 得 LBAC 十 人 BCA 
二 180" 一 60" 二 120°, 而 4D.CE 是 角 平 分 线 ,就 有 FAC 十 人 FCA 
一 十 (CBAC 二 人 BCA) 一 启 " 120" 一 60", 那 末 , 在 人 RAC 中 就 有 


"，247。 





AAAFC=180" 一 (CAF4C 二 ARFC4)=180" 一 60" 一 120". 而 已 知 C、 
下 克成 一 直线 ,所 以 人 EF4 一 180" 一 人 4FC 一 180" 一 120" 一 60"， 
而 ZGFA= 人 EFA=60°, 从 而 就 可 得 人 GFC 二 180* 一 (人 人 EFA 二 
ZGFA) 二 180° 一 (60° 十 60°) 二 60°, 而 人 DFC 也 等 于 人 EFA, 所 以 
就 可 得 了 GFC= 二 人 DFC, 从 而 就 可 完成 分 析 . 

例 11 已 知 ;:A4BC 中 ,4CB=90",CE 是 中 线 ,D 是 AB 
上 的 一 点 ,过 D.B 分 别 作 AC、EC 的 平行 线 相交 于 下 .求证 :CD 一 


CF. 
C 
AAA AT 
A ED B A ED B 


图 5°，28 图 535。，29 
分 析 ; 本 题 的 条 件 中 出 现 了 一 4CB= 90",CE 是 中 线 ,所 以 就 
可 以 应 用 直角 三 角形 斜 边 上 的 中 线 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 
于 是 就 可 得 EC= EB= E4,A 人 EBC 是 等 腰 三 角形 , 人 ECB 一 
FEBC. 又 因为 BFNEC, 这 组 平行 线 和 等 腰 三 角形 的 组 合 ,就 必 
然 得 到 一 -条 角 平 分 线 ,也 就 是 由 BF、EC 这 组 平行 线 被 BC 所 截 ， 
所 以 LECB = 人 FBC, 从 而 可 推 得 


ZEBC= ZFBC. > 
再 由 条 件 DF/ 4AC, 人 ACB 二 90", 又 A 
可 得 DF.LBC, 而 我 们 已 经 证 明 人 DBC= 
FBC ,这样 就 出 现 了 DF 是 向 角 平 分 线 “ ED 8 
BC 所 作 的 垂 线 ,从 而 就 可 以 应 用 轴 对 称 图 5， 30 
型 全 等 三 角形 进行 证 明 ,也 就 可 得 人 BDG 宇 ABFG,DC 一 PFC， 这 
样 BC 就 成 为 DF 的 垂直 平分 线 , 所 以 CD 一 CF 就 可 以 证 明 . 
例 12 已 知 :人 ABC 中 ,BC 一 24B,D 是 BC 的 中 点 ,E 是 
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BD 的 中 点 .求证 :AC==24E. 


A A . 
B E D C 8B E DD C 


图 5。31 网 5，32 

分 析 :本 题 要 证 明 AC 二 24E, 这 是 两 条 线段 之 间 的 倍 半 关 
系 ,所 以 可 根据 线段 倍 半 关系 的 定义 ,将 倍 线段 4C 二 等 分 ,也 就 
是 取 AC 的 中 点 下 以 后 ,应 证 AC 的 一 半 也 就 是 4F 和 AE 相等 

在 作出 了 FF 是 AC 的 中 点 后 ,由 已 知 刀 是 BC 的 中 点 ,就 出 现 
了 两 个 中 点 ,是 多 个 中 点 问题 ,就 可 以 应 用 三 角形 中 位 线 的 基本 图 
形 的 性 质 进行 证 明 . 由 于 D、F 所 在 的 线段 BC、AC 有 公共 的 端点 
C, 可 以 组 成 三 角形 ,所 以 DF 这 两 个 中 点 的 连 线 就 是 三 角形 的 中 
位 线 . 而 现在 图 形 中 是 有 三 角形 而 没有 中 位 线 ,所 以 应 将 中 位 线 汪 
上 ,也 就 是 连结 DF, 就 可 得 DFAB4,DF 一 二 48. 另 一 方面 ,由 


条 件 BC==24B, 且 DD 是 BC 的 中 点 ,所 以 有 BD=B4, 但 EE 也 是 


BD 的 中 点 ,从 而 得 DE 一 地 BD== 直 AB, 所 以 DE= DF. 


这 样 ,由 我 们 要 证 的 结论 4E= AF, 就 可 以 发 现 八 ADE 和 
A4DF 必定 是 一 对 轴 对 称 型 全 等 三 角形 . 由 于 在 这 两 个 三 角形 中 
已 经 出 现 了 两 条 边 对 应 相等 的 条 件 ,而 第 三 条 边 相 等 是 结论 ,不 能 
用 ,这 样 第 三 个 条 件 只 能 是 证 明 这 两 条 边 所 夹 的 角 相等 ,也 就 是 应 
证 人 ADE 二 人 ADF. 而 由 DF// BA, 可 得 人 ADF = 人 BAD, 由 
BD=BA, 又 可 得 BDA= 人 BAD, 所 以 上 述 性 质 可 以 证 明 . 

本 题 在 根据 线段 之 间 的 倍 半 关 系 的 定义 进行 分 析 时 ,也 可 以 
先 作 出 半 线 段 的 两 们 ,也 就 是 延长 4AE 到 FF, 使 FE= AE, 那 末 问 
题 就 应 证 AC= AF. 
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而 在 作出 了 FE=AE 后 ,由 于 条 件 中 
还 出 现 BE 二 DE, 且 4AF、BD 相交 于 瓦 ,就 A 
出 现 了 两 组 相等 线段 都 位 于 一 组 对 顶 角 的 
两 边 , 且 成 一 直线 ,所 以 可 添加 一 对 中 心 对 
称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 . 添加 的 方法 是 8 上/ 5 
将 四 个 端点 两 两 连结 起 来 ,于 是 连结 DF， 
则 由 FE= AE, 人 FED 人 AEB, DE = 
BE, 就 可 得 : FED 人 AEB,AB= FD， 图 5。33 
ABE= 二 人 FDE. 这 样 由 条 件 BC=24B, 就 可 得 BC 二 2FD, 而 已 
知 BD=CD, 所 以 FD=CD. 

现在 由 我 们 要 证 的 结论 AF 二 AC, 就 可 以 发 现 八 AFD 和 
入 ACD 是 一 对 轴 对 称 型 全 等 三 角形 . 而 在 这 两 个 三 角形 中 ,现在 
已 经 出 现 的 条 件 是 FD==CD 和 4D= 4D, 所 以 还 要 证 明 一 个 条 
件 . 但 第 三 条 边 相 等 的 性 质 是 结论 ,不 能 用 ,所 以 只 能 证 这 两 边 所 
夹 的 角 相 等 ,也 就 是 要 证 人 4DF 一 人 4PC， 由 条 件 B.D、C 成 一 直 
线 , 所 以 人 4DC 是 人 BAD 的 外 角 , 就 用 APC== 人 人 B 十 人 BA4D， 
而 ZADF 二 LFDE+ 人 LBDA, 且 已 经 证 明 LB 一 人 FDE, 所 以 间 
题 就 转化 成 要 证 BAD 二 BDA4, 但 我 们 已 经 有 BD 二 BA, 所 以 
这 一 性 质 可 以 证 明 . | 

例 13 已 知 :E 是 正方 形 4BCD 的 对 角 线 4C 上 的 一 点 ,CE 
一 CB, 过 EE 作 EFJ.LAC 交 AB 于 FF. 求 证 :AE 一 EF 一 FB. | 


D C D 5 
A F B A F B | 


图 5，34 图 5。35 
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分 析 : 由 4C 是 正方 形 4BCD 的 对 角 线 ,可 得 人 CAB=45°， 
而 已 知 作 AEF 一 90" ,就 可 得 A4FE 也 是 等 腰 直 角 三 角形 ,于 是 
AE 二 EF ,从 而 只 要 证 明 EF 二 BF. 由 于 FE 14C,FB BC, 所 以 
要 证 明 相等 的 这 两 条 线段 EF 、BF 就 成 为 正 到 一 4CB 的 两 边 的 
距离 ,从 而 下 点 就 应 在 人 ACB 的 角 平 分 线 上 ,或 者 也 就 是 EF 和 
BF 这 两 条 相等 线段 是 关于 一 4CB 的 角 平 分 线 成 轴 对 称 ,从 而 就 
可 以 通过 添加 轴 对 称 型 全 等 三 角形 的 方法 进 
行 证 明 .. 由 于 已 知 图 形 中 没有 对 称 轴 , 所 以 可 
将 对 称 轴 添 上 , 即 连结 CF. 那 末 由 CE=CB、 
CF 二 CF 和 LCEF = LCBF 二 90°, 就 可 证 明 
人 CFE 和 入 CFB 全 等 . 
本 题 的 分 析 在 证 明了 AE=EF 后 , 接 下 来 
-的 分 析 也 可 从 条 件 CE=CB 开始 ,由 于 这 两 条 图 5.。36 
相等 的 线段 具有 公共 的 端点 C, 所 以 它们 可 组 成 一 个 等 腰 三 角形 ， 
而 现在 这 个 等 腰 三 角形 只 有 两 条 腰 而 没有 底 边 ,所 以 应 先 将 底 边 
添上 ,也 就 是 连接 EB, 即 可 得 人 CEB= 二 人 ACBE, 而 已 知人 CEF = 
CBF 二 90", 所 以 人 FEB 二 人 FBE, 也 就 可 以 证 明 EF=BF. 
例 14 已 知 :正方 形 4BCD 中 ,以 C 为 圆心 .CB 为 半径 作 
BD,P 是 BD 上 的 一 点 ,PC 交 以 BC 为 直径 的 半圆 于 E,PF | AB 
垂 足 为 .求证 :PE=PF. 








图 5。37 
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分 析 ; 由 条 件 BC 是 半 轩 的 直径 ,所 以 要 应 用 半圆 上 的 圆周 角 
的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 由 于 已 知 图 形 中 有 直径 ,有 半圆 二 的 
点 巨 , 而 没有 圆周 角 , 所 以 应 将 圆周 角 添 出 , 即 连结 BE, 得 人 BEC 
二 90", 而 已 知 C.E.P 成 一 直线 ;所 以 人 BEP 一 90". 由 条 件 公 BFP 
二 90", 这样 要 证 明 相等 的 这 两 条 线段 PE 和 PF 就 成 为 P 到 
/EBF 的 两 边 的 距离 ,P 点 就 应 在 人 EBF 的 平分 线 上 ,也 就 是 
PE 和 PF 这 两 条 相等 的 线段 是 关于 人 EBF 的 平分 线 成 轴 对 称 
的 ,从 而 就 可 以 添加 轴 对 称 型 的 全 等 三 角形 进行 证 明 . 由 于 已 知 图 
形 中 没有 对 称 轴 , 所 以 可 先 将 对 称 轴 添 上 ,也 就 是 连结 BP ,然后 
就 应 证 八 BPE 和 人 入 BPF 全 等 . 在 这 两 个 三 角形 中 ,现在 已 有 BP 
二 BP 和 /BEP 一 人 BFP 一 90°, 所 以 还 需要 一 个 条 件 . 

如 考 虚 证 PBE= 人 PBF, 则 由 人 ABC 二 90" 和 BC 分 别 是 半 
贺 .8D 的 直径 和 半径 ,可 得 4B 是 BD 和 半圆 的 切线 . 而 BP、BE 
分 别 是 过 切 点 的 弦 , 所 以 可 应 用 弦 切 角 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 
明 , 也 就 是 可 分 别 得 到 人 FBP 一 喜人 BCP， 
ZFBE 一 人 BCE, 从 而 就 可 以 证 得 人 FBP 一 


A 
LEBP. 
如 考 虚 证 LBPF = 人 LBPE, 则 由 PF1L APS 
AB,CB | 4B, 可 得 人 BPF= 人 CBP, 而 由 CP 
二 CB, 又 可 得 人 BPE== 人 CBP ,分 析 . 
例 15 已 知 :等 边 人 ABC 中 ,延长 BC 到 
DD, 延 长 BA 到 巨 , 使 AE=BD. 求 证 :CE=DE. 
分 析 : 本题 的 条 件 中 出 现 了 AE=BD, 所 以 BE=AB+AE, 
就 等 于 4B 十 BD. 这 是 一 条 线段 等 于 两 条 线段 的 和 的 问题 ,所 以 
可 根据 线段 和 的 定义 ,将 4B 和 BD 这 两 条 线段 接 起 来 ,也 就 是 延 ， 
长 BD 到 下 ,使 DF 一 AB, 那 就 可 得 BF 一 BE， 而 这 是 两 条 具有 公 
共 端 点 的 相等 线段 ,它们 就 可 以 组 成 一 个 等 腰 三 角形 ,于 是 连接 


B C 
多 5。39 
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B 5 D B Cc D 
图 5.。40 

EF ,再 由 一 B 一 60", 可 知人 ABEF 不 仅 是 
一 个 等 腰 三 角形 ,而 且 是 一 个 等 边 三 角 
形 ., 也 就 是 BE 二 BF 一 EF, AF=/B= 
60°. 而 我 们 要 证 明 相 等 的 这 两 条 线段 
CE 和 DE 就 出 现在 这 个 等 边 三 角形 的 
轴 对 称 部 分 ,从 而 就 可 应 用 轴 对 称 型 全 
等 三 角形 进行 证 明 . 那 末 在 人 EBC 和 





和 人 EFD 中 ,由 EB 二 EF,AB=AF 和 图 5.42 
BC=FD, 就 可 以 在 证 明 这 两 个 三 角形 全 等 以 后 证 得 结论 . 
本 题 在 根据 线段 和 的 定义 来 进行 分 析 时 ， 


也 可 以 将 线段 和 的 问题 转化 成 线段 差 的 问题 
来 进行 讨论 . 于 是 由 BE= 4B 十 BD, 转 化 为 
BD= BE 一 AB, 从 而 在 EB 上 截取 EF = 4B， 
就 可 得 BF 二 BD, 这 又 是 两 条 具有 公共 端点 的 
相等 线段 ,它们 可 组 成 一 个 等 腰 三 角形 ,于 是 
连结 DF, 再 由 人 8B 一 60"; 就 可 得 八 BDF 是 等 
边 三 角形 ,BD= BF 一 DF. 而 我 们 现在 要 证 明 
相等 的 这 两 条 线段 EC 和 ED 可 分 别 看 作 是 图 5.43 

和 人 ECA 和 APDEF 的 边 ,而 在 这 两 个 三 角形 中 ,我 们 有 4E= BD= 
FD, LCAE= AEFD=180°—60°=120°,CA 二 AB=EF, 所 以 这 
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两 个 三 角形 全 等 可 以 证 明 ,分 析 也 就 可 以 完成 . 

例 16 已 知 :D 是 等 边 人 4BC 内 的 一 点 , 且 4D=BD,P 是 
和 信 ABC 外 的 一 点 ;上 且 人 DBP = 人 DBC,BP= BA. 求 证 ;人 P= 
30°. 





| 图 5。44 图 5。45 

分 析 ; 由 本 题 的 条 件 BP 一 B84 和 人 4BC 是 等 边 三 角形 ,可 得 
BA 二 BC,BP=BC, 又 因为 <DBP 二 人 DBC, 就 出 现 了 BP 和 BC 
这 两 条 相等 线段 是 关于 BD 成 轴 对 称 的 ,从 而 就 可 以 添加 轴 对 称 
型 全 等 三 角形 进行 证 明 . 根据 BP 和 BC 关于 BD 的 轴 对 称 性 ,就 
可 以 找到 这 对 全 等 三 角形 应 是 人 BPD 和 入 BCD, 于 是 连结 CD， 
而 在 这 两 个 三 角形 中 ,已 经 有 BP 一 BC, 人 DBP= 人 DBC,BD= 
BD, 所 以 这 两 个 三 角形 全 等 ,LP 二 和 BCD, 这 样 问题 就 可 转化 成 
要 证 人 BCD 王 30", 但 已 知人 BC4=60", 所 以 又 应 证 和 人 BCD = 
ZACD. 而 这 两 个 角 相 等 一 出 现 ,就 说 明 这 两 个 相等 的 角 是 关于 
CD 成 轴 对 称 ,所 以 仍然 可 应 用 轴 对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 . 根 
据 攻 BCD 和 二 4CD 关于 CD 的 办 对 称 性 ,就 可 以 找到 这 对 全 等 
三 角形 应 是 ABCD 和 人 A4CD, 而 在 这 两 个 三 角形 中 ,已 出 现 的 条 
件 是 BD= 4D,BC= 4C,CD=CD, 所 以 这 两 个 三 角形 全 等 ,分 析 
就 可 以 完成 . 

例 17 已 知 :EF 分别 是 正方 形 ABCD 的 边 4D、4B 上 的 
两 点 , ECF 二 45,CG_ 上 LEF,G 是 垂 足 :求证 :CC 一 ( 忆 . 

分 析 : 本 题 要 证 明 CG 二 CD, 而 条 件 中 又 给 出 了 人 人 CDE = 
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LCGE = 90° 和 CE = CE, 所 以 人 CED 和 

人 CEG 应 是 一 对 轴 对 称 型 的 全 等 三 角形 ,但 要 个 一 一 zg 
证 明 这 一 对 三 角形 全 等 ,由 于 CG=CD 是 结论 :NH 
不 能 用 ,所 以 还 要 再 证 明 一 个 性 质 . BN 

由 条 件 人 ECF=45°, 上 且 了 BCD==90°, 所 以 
有 人 BCF 十 DCE 二 90" 一 45"= 一 45°, 这 是 两 个 4 
角 的 和 的 问题 ,因而 可 根据 两 个 角 的 和 的 定义 图 5。46 
将 这 两 个 角 拼 起 来 ,也 就 是 以 C 为 顶点 .CD 为 
一 边 ,在 正方 形 4BCD 外 作 作 DCH = 人 BCF， 
这 样 就 有 人 ECH = 45°", 也 就 得 人 ECH = 
' CECF ,而 这 两 个 角 相等 一 出 现 ,也 就 是 出 现 了 
这 两 个 相等 的 角 是 关于 CE 成 轴 对 称 的 ,从 而 
又 可 以 应 用 一 次 轴 对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 
明 .根据 入 CED 和 和信 CEG 也 是 一 对 轴 对 称 型 全 
等 三 角形 可 知 下 点 的 对 称 点 五 应 在 ED 的 延 
长 线 上 ,因此 在 作 人 DCH 的 边 CH 时 就 应 交 多 5 47 
ED 的 延长 线 于 妃 . 这 样 就 出 现 了 人 和信 ECH 和 和信 ECF 应 是 一 对 轴 
对 称 型 全 等 三 角形 ,而 它们 的 一 组 对 应 角 , 即 人 CEH 和 人 CEF 也 
同时 是 ACED 和 ACEG 的 一 组 对 应 角 , 所 以 问题 就 成 为 要 证 
和 人 CEH 宇和 人 CEF. 而 在 这 两 个 三 角形 中 ,已 经 出 现 的 条 件 是 
ECH= 人 ECF==45°,CE 二 CE, 所 以 还 要 再 证 明 一 个 条 件 . 由 于 
LCEH = LCEF 是 要 证 的 结论 ,不 能 用 ; LH = 人 EFC 与 
人 CEH == 人 CEF 是 等 价 的 性 质 ,也 不 能 用 ;而 EH=EF 即使 成 
立 , 但 构成 的 是 两 边 和 其 中 一 边 的 对 角 :, 不 能 用 来 证 明 这 两 个 三 角 
形 全 等 ,因而 只 能 证 明 CH=CK. 

由 于 CH 和 CF 是 两 条 具有 公共 端点 的 相等 线段 , 且 它 们 又 
互相 垂直 ,所 以 可 组 成 一 个 等 腰 直 角 三 角形 ,也 就 是 半 个 正方 形 . 
而 已 知 四 边 形 4BCD 也 是 正方 形 , 从 而 又 出 现 两 个 具有 公共 顶点 
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C 的 正方 形 ,所 以 就 可 出 现 一 对 旋转 型 的 全 等 三 角形 ,根据 由 公共 
顶点 C 发 出 的 两 组 相等 线段 两 两 组 成 全 等 三 角形 的 方法 ,可 得 
ACEDS2ACcFB, 全 等 的 条 件 是 CD=CB,CD 末 = 人 CBF = 
90", DCH 三 人 BCF = 二 90 一 人 DCF. 所 以 CH=CF. 这 样 进一步 
就 可 证 明和 信 ECH 和 人 和 ECF, LCEH = LCEF, 那 末 人 CED 写 
和信 CEG 也 就 可 以 证 明 , 分 析 也 就 可 以 完成 . 

例 18 已 知 :A4BC 中 ,4CB=90",4C=BC,D、 是 4B 
上 的 两 点 ,了 DCE=45°. 求 证 :DE’=AD’ 十 BE. 





图 5。，48 图 5。49 

分 析 : 本 题 条件 中 出 现 了 二 DCE 一 45", 且 一 4CB 一 90", 所 以 
DC4+ECB=90 一 45" 一 45". 这 是 一 个 两 个 角 之 和 的 问题 ， 
所 以 可 根据 两 角 和 的 定义 ,将 DCA 和 人 ECB 这 两 个 角 拼 起 来 ， 
也 就 是 以 C 为 顶点 ,以 C4 为 一 边 ,在 
和 信 ABC 的 外 面 , 作 4CF= 人 ECB, 这 
样 就 可 得 人 DCF = 45°,， 人 DCF = 
DCE. 而 这 两 个 角 相等 的 关系 一 出 现 ， 下 
就 出 现 了 这 两 个 相等 的 角 是 关于 CD 成 
轴 对 称 的 ,从 而 就 可 以 添加 轴 对 称 型 全 
等 三 角形 进行 证 明 ,于 是 在 所 作 的 EE 
DCF 的 边 CF 上 ,截取 CF 二 CE, 并 连 
结 DF, 就 可 由 CF=CE, DCF 二 人 DCE==45° 和 DC 一 DC ,证 得 
ADCFOQADCE, DE= DF. 
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由 我 们 所 作 的 CF 二 CE 和 人 ECF=45° 十 45° 二 90°, 可 知 CF、 
CE 可 组 成 一 个 等 腰 直 角 三 角形 ,而 已 知人 4BC 也 是 等 腰 直 角 三 
角形 , 且 这 两 个 等 腰 直 角 三 角形 有 公共 的 直角 顶点 C, 所 以 必定 出 
现 一 对 旋转 型 全 等 三 角形 . 找 这 对 全 等 三 角形 的 方法 是 将 由 公共 
顶点 C 发 出 的 四 条 线段 , 即 CF.CA、CE、CB 两 两 组 成 全 等 三 角 
形 , 于 是 连结 4F, 那 末 在 和信 ACF 和 :和信 BCE 中 ,由 4C = BC， 
人 ACF = 一 人 BCE 和 CF 一 CE, 就 可 得 八 ACF 和 和 八 BCE, 那 末 AF= 
BE, 人 CAF 二 人 CBE 二 45°, 进 一 步 就 可 得 人 FAB=45° 十 45°= 
90°, 而 在 Ri 和 八 FDA4. 中 ,应 用 勾 股 定理 就 有 DF?= AD: 十 4A, 而 
DF 二 DE,AF == BE, 所 以 分 析 可 以 完 
成 . 人 

本 题 条 件 中 出 现 了 人 DCE = 45°， 
4CB=90", 所 以 就 有 一 DC4 十 人 ECB A 
一 45"= 人 DCE, 那 末 根 据 角 的 和 的 定 4 个 到 E B 
义 ; 就 可 以 在 LDCE 内 作 人 DCF =- 
二 DC4 ,然后 可 得 人 ECF = 人 ECB. 

在 作出 了 和 DCF= /pCA 后 ,就 出 现 了 这 两 个 相等 的 角 是 关 
于 DC 成 轴 对 称 的 ,从 而 就 可 添加 轴 对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 . 


图 5。51 





图 5.52 图 5。53 
由 于 图 形 中 已 经 出 现 了 对 称 轴 CD, 所 以 添加 的 方法 就 是 将 
和 六 ACD 沿 对 称 斩 翻 折 过 去 ， 这 时 因 DC4= 一 DCF ,所 以 C4 就 
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会 沿 CF 落下 ,于 是 就 可 以 在 射线 CF 上 截取 CE=C4 ,连结 DF 
后 ,就 可 得 人 A4CDSAFcDp,F=~4=45" 和 PDF 一 D4. 根 据 同 
样 的 道理 ,由 CF=C4=CB,FCE 一 BCE 和 CE 二 CE, 又 可 证 
明 AFCE 和 人 入 BCE 也 是 一 对 轴 对 称 型 全 等 三 角形 ,所 以 FE= 
BE, EFC 二 人 B=45°, 进 一 步 就 可 得 人 DFE==45° 十 45° 二 90”， 
这 样 在 直角 入 DEF 中 ,就 可 应 用 


勾 股 定理 得 DE?=DF? 十 EF?, 从 D C 
而 也 可 完成 分 析 ~ 
例 19 已 知 : EE 是 正方 形 
ABCD 内 的 一 点 ， 人 EBC = | 
ECB=15". 求 证 :人 4FED 是 等 4 B 
边 三 角形 . 图 5。54 


分 析 : 本 题 要 证 八 AED 是 等 
边 三 角形 ,也 就 是 要 证 明 AE 二 ED 二 AD. 而 已 
知 四 边 形 4BCD 是 正方 形 ,4D=4B, 所 以 问 DP C 
题 成 为 要 证 4 天 = 4B ,而 这 是 两 条 具有 公共 端 
点 的 相等 线段 ,它们 可 以 组 成 一 个 等 腰 三 角 
形 , 问 题 也 就 成 为 一 个 等 腰 三 角形 的 判定 问 


题 , 于 是 问题 就 转化 成 为 证 明 AE 二 AB 的 等 价 4 B 
性 质 了 ABE 二 人 AEB. 而 已 知人 EBC 一 15°， 图 5.55 
/ABC=90°, 所 以 ZABE 一 90" 一 15" 二 75, 从 而 又 只 要 证 明 
/AEB=75°. 


而 由 条 件 人 EBC= 人 ECB=15° ,可 得 人 AEBC 也 是 等 腰 三 角 
形 , 且 它 的 顶 角 和 BEC 二 180 一 15 一 15° 二 150? ,所 以 要 证 人 人 AEB 
二 75°, 就 是 要 证 明了 AEB 等 于 人 BEC 的 一 半 ， 也 就 是 要 证 


人 AEB 一 方 人 BEC. 这 这 样 就 出 现 了 两 个 角 之 间 的 倍 半 关 系 , 从 而 
就 可 以 根据 角 的 倍 半 关 系 的 定义 ， 将 倍 和 角 , 即 和 BEC 两 等 分 ,也 就 
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是 ZBEF 和 人 人 AEB 相等 . 但 由 于 


A 人 EBC 是 等 腰 三 角形 ,所 以 在 作出 了 多 C 

角 平分 线 EF 后 ,应 用 等 腰 三 角形 中 

的 重要 线段 的 基本 图 形 的 性 质 , 就 可 区 

得 BF BC, 且 BF 一 CF， df 
现在 的 问题 是 要 证 明 4EB 一 “4 5 

FEB, 而 这 两 个 角 相 等 的 关系 一 出 图 5. 56 


现 ,就 说 明 这 两 个 相等 的 角 是 关于 BE 成 轴 对 称 的 ,所 以 可 添加 轴 
对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 . 由 于 已 知 图 形 中 已 有 对 称 轴 BE, 所 
以 添加 轴 对 称 型 的 全 等 三 角形 的 方法 是 将 三 角形 沿 对 称 轴 翻 折 ， 
于 是 就 可 将 人 4BE 沿 对 称 轴 BE 翻 折 过 去 ,由 于 人 AEB 应 和 
LFEB 相等 ,所 以 翻 折 后 ,4 五 应 落 在 EF 和 EF 的 延长 线 上 ,而 
由 ABE 二 75", 可 知 BA 应 落 在 与 BE 交 成 75" 角 的 射线 上 . 而 已 
知人 EBF 二 15", 所 以 在 正方 形 外 还 应 作 一 个 60° 的 角 , 于 是 以 BC 
为 边 .B 为 顶点 作 人 CBG==60° 交 EF 的 延长 线 于 G, 从 而 只 要 证 明 
和信 ABE 和 入 GBE 全 等 . 在 这 两 个 三 角形 中 ， 已 经 出 现 的 条 件 是 
/ABE 二 LGBE==75",BE 一 BE, 所 以 还 需要 一 个 条 件 . 因 人 人 AEB 
二 /BEF 是 要 证 的 结论 ,不 能 用 ;而 人 BAE 二 人 BGCE 又 是 和 AEB 
二 BEF 的 等 价 性 质 , 也 不 能 用 ;而 AE 和 GE 即使 证 明了 相等 ， 
出 现 的 也 是 两 边 和 其 中 一 边 的 对 角 对 应 相等 ,也 不 能 证 明 这 两 个 
三 角形 全 等 ,所 以 也 不 能 用 . 这 样 问题 就 只 能 证 明 BC 一 34， 但 
BA 是正 方形 的 边 长 ,所 以 问题 就 要 证 BC 也 等 于 正方 形 的 边 长 . 
但 由 所 作 的 人 CBG = 60* 和 我 们 已 得 到 的 人 BFG 一 90" ,可 知 BG 
是 30° 角 的 直角 三 角形 的 斜 边 , 所 以 有 BG 二 2BF ,而 前 面 已 证 BC 
二 2BF, 所 以 BG= BA 就 可 以 证 明 . 在 证 明了 AE 一 AD 后 ,根据 
同样 的 道理 也 可 证 明 DE 二 DA, 所 以 分 析 可 以 完成 . 

本 题 要 证 A4ED 是 等 边 三 角形 ， 实质 上 就 是 要 证 AE=AB. 
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图 5。57 图 5。58 
由 条 件 一 BEPC =15°, 了 全 ABC 一 90°, 所 以 人 ABE==75°. 对 于 15* 和 
75° 这 两 个 角 来 说 ,它们 的 和 是 90°, 而 它们 的 差 是 另 一 个 特殊 角 
60°, 所 以 人 ABE 就 等 于 和 人 EBC 十 60°， 这 样 根 据 角 的 和 差 关 系 的 
定义 ,就 有 在 人 人 ABE 内 以 B 为 顶点 ,以 BA 为 一 边 , 作 一 4BF 一 
了 CBE 二 15° 后 ,可 得 人 EBF==60°. 但 在 作出 了 人 ABF= /CBE 
后 ,由 于 B84 二 BC, 所 以 就 出 现 了 这 两 个 相等 的 角 和 这 两 条 相等 线 
段 都 是 关于 一 4BC 的 角 平分 线 ,也 就 是 正方 形 的 对 角 线 BD 成 轴 
对 称 的 ,所 以 就 可 以 添加 轴 对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 . 添加 的 方 
法 就 是 将 人 EBC 沿 对 称 轴 BD 翻 折 过 去 ,于 是 在 射线 BF 上 截取 
BF== BE, 并 连接 AF ,就 可 由 BA=BC,ABF 一 人 CBE 二 15° 和 
BF= BE, 推 得 八 ABFACBE. 
另 一 方面 ,由 BF=BE, 这 是 两 条 具有 公共 端点 B 的 相等 线 
段 , 所 以 它们 可 组 成 一 个 等 腰 三 角形 ,于 是 连结 EF ,再 由 人 EBF 
一 90" 一 15" 一 15" 一 60", 可 得 人 BERP 是 一 个 等 边 三 角形 ,FE=FB. 
这 样 再 由 要 证 的 结论 AE= 4B, 就 可 以 发 现 八 4AFE 和 和信 AFB 也 
是 一 对 轴 对 称 型 全 等 三 角形 . 而 在 这 两 个 三 角形 中 ,已 经 有 AF= 
4F ,FE 一 FEB, 而 第 三 条 边 相等 是 结论 ,不 能 用 ,所 以 证 明 这 两 个 
三 角形 全 等 的 第 三 个 条 件 只 能 是 证 这 两 条 边 的 夹 角 相 等 ,也 就 是 
要 证 一 4FF= 4FB. 但 人 4FB= BEC 一 180" 一 2X15" 一 150"， 
所 以 问题 就 是 要 证 人 AFE 也 等 于 150", 由 于 和 AFE = 360° 一 
AFB 一 人 BFE==360" 一 150° 一 60° 二 150°, 所 以 分 析 可 以 完成 . 
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本 题 在 根据 了 ABE 二 人 BEC 十 60° 的 性 质 进 
行 分 析 和 添 线 时 ,也 可 以 以 B 为 项 点 .以 BE 为 下 5 
一 边 , 作 人 人 EBF = 人 EBC==15°, 这 样 就 出 现 了 
EBP 和 LEBC 这 两 个 角 是 关于 BE 成 轴 对 称 、 

的 ,所 以 可 添加 轴 对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 . : 
添加 的 方法 就 是 将 人 EBC 沿 对 称 轴 BE 翻 折 过 4. B 
去 . 于 是 在 射线 BF 上 截取 BF = BC, 并 连结 图 5。59 
EF, 就 可 证 明和 八 BEF 名人 BEC, EF = EC， 

LBEF= BEC 一 180" 一 2X15" 一 150". 这 样 ,就 ， We 
出 现 了 EF 和 EC 是 两 条 具有 公共 端点 的 相等 线 

段 , 它 们 就 可 以 组 成 一 个 等 腰 三 角形 ,于 是 连结 

FC ,人 EFC 首先 应 是 等 腰 三 角形 . 再 由 人 FEC== 
360°— LBEF — LBEC=360°—150°—150°= 4 -8 
60*, 所 以 人 AEFC 也 是 一 个 等 边 三 角形 ， [多 5。60 

现在 要 证 明 的 性 质 是 AE=AB, 而 4B 一 BC 一 BF, 且 BE 一 
CE==CF ,所 以 人 4BE 和 入 BCF 也 必定 是 一 对 绕 正 方形 的 中 心 旋 
转 90* 的 全 等 三 角形 . 而 在 这 两 个 三 角形 中 ,已 经 有 AB= BC,BE 
二 CF, 而 第 三 条 边 相 等 , 即 4 下 = BF 是 结论 ,不 能 用 ， 所 以 第 三 人 
条 件 只 能 是 证 明 这 两 边 的 夹 角 相等 ,也 就 是 要 证 人 ABE 一 
LBCF, 但 人 ABE 一 90" 一 15" 一 75%, 而 人 BCF 一 LBCE+ ALECF 
二 15° 十 60°; 也 等 于 75°, 所 以 分 析 也 就 可 以 完成 . 

例 20 已 知 :人 A4BC 中 ,AB=4C,CD 是 高 ,已 是 BG 上 的 任 
一 点 ,PE 4B,PF1AC, 垂 足 分 别 是 互 、 丰 . 求证 : PE 十 PF = 
CD. 

分 析 : 本 题 要 证 明 PE 十 PF 二 CD, 是 一 一 条 线段 等 于 两 条 线段 
的 和 ,所 以 可 根据 线段 和 的 定义 ,在 CD 上 截取 DG=PE 后 ,再 证 
明 留 下 的 CG=PF. 

在 作出 了 DG=PE 后 ,由 条 件 CD.L 4B， PE 14B， 可 得 DG 
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图 5。61 图 5。62 
ANEP, 所 以 四 边 形 DEPG 就 应 是 平行 四 边 形 , 于 是 连结 PG, 再 由 
GDE=90", 就 可 得 四 边 形 DEPG 是 矩形 ,了 PGC= 90". 这 样 要 
证 明 相等 的 这 两 条 线段 CG 和 PF 就 成 为 一 对 轴 对 称 型 的 全 等 三 
角形 ,也 就 是 APFC 和 人 入 CGP 的 对 应 边 , 于 是 问题 就 可 证 人 PFC 
空 AcGP. 由 于 已 经 证 明 PFC=CGP=90",PC=CP 是 公共 
边 , 所 以 还 要 再 证 一 个 性 质 . 由 4B8=4C ,可 得 4BC= “4CB， 
而 由 PG/H BA, 又 可 得 人 ABC= LGPC, 所 
以 有 LFCP== LGPC, 从 而 就 可 以 完成 分 
桥 . . 

本 题 在 作出 了 PG, 并 得 到 了 四 边 形 
DEPG 是 矩形 后 ,就 出 现 了 PG/ BA4, 是 三 
角形 内 一 条 边 的 平行 线段 ,所 以 可 应 用 平行 
线 型 相似 三 角形 进行 证 明 , 于 是 延长 PG 交 
4C 于 天 , 则 由 4B= 4C, 就 可 得 天 已 = 天 C， 图 5。63 
那 末 CG 和 P 严 就 成 为 等 采 三 角形 两 腰 上 的 高 ,所 以 结论 可 以 证 
明 . 





本 题 在 根据 线段 和 的 定义 进行 分 析 时 ,也 可 以 考虑 将 PE 和 

PF 这 两 条 线段 接 起 来 ,也 就 是 延长 EP 到 G, 使 PG 二 PF , 那 末 问 

题 就 是 要 证 CD 二 GE. 但 由 于 CD A4B,PE| 4B, 所 以 问题 实际 

上 就 是 应 证 四 边 形 DEGC 是 矩形 ,也 就 是 应 证 人 G 二 90". 而 已 知 
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PFC= 90, 这 样 就 出 现 了 这 两 个 相等 的 
角 是 关于 PC 成 轴 对 称 的 ,从 而 就 可 应 用 轴 人 
对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 , 问 题 也 就 成 为 
应 证 APCF 宪 APCG. 由 所 作 的 PF=PG 
和 PC 二 PC 是 公共 边 ,可 知 还 应 证 明 它 们 F 
的 夹 角 相等 ,也 就 是 要 证 人 CPF= 人 CPG. £ 
由 于 BC、EG 相交 于 P,， 人 CPG= 人 BPE， ~ 
而 由 PE 4B 和 PFAC, 又 可 得 人 CPF G 
和 BPE 分 别 是 ACB 和 人 ABC 的 余 角 ， 图 5.64 
而 “4BC= 4CB, 所 以 上 述 性 质 就 可 以 证 明 . 

如 果 在 将 PE 和 PF 这 两 条 线段 
接 起 来 时 ,考虑 将 PF 接 在 PE 的 延 
长 线 上 , 那 就 可 以 延长 PE 到 G, 使 
PGC=CD, 问 题 就 成 为 要 证 EC 一 PE 
但 在 作出 了 PG= CD 后 ,由 于 PG/ “< 
CD, 所 以 四 边 形 PCDG 就 是 平行 四 
边 形 ,也 就 可 得 DG 二 CP. 这 样 就 出 
现 了 要 证 明 相 等 的 两 条 线段 EG、PF 图 5 "65 
是 RIADGE 和 RiACPF 的 直角 边 ,而 DG 和 CP 是 它们 的 斜 边 ， 
所 以 问题 可 转化 成 证 这 两 个 三 角形 全 等 . 显然 由 DG=CP， 
ADEG= ~CFP=90", 以 及 由 GD/ BC, LGDE=/LB 和 和 4B= 
AC, LB=LC,LGDE 一 人 PCF ,就 可 以 完成 分 析 . 

例 21 已 知 : 人 4BC 中 ,4B=AC, 是 BC 的 延长 线 上 的 一 
点 ,PD LAB、PE.LA4C, 垂 足 分 别 是 D、E,CH 是 AB 上 的 高 . 求 
证 :PD 一 PE=CH. 

分 析 : 本 题 要 证 PD 一 PE=CH, 所 以 根据 线段 差 的 定义 ,在 
PD 上 截取 DF 二 CH ,然后 应 证 PF 一 PE. 

但 在 作 了 DF 二 CH 后 ,由 条 件 PD14B,CE 4B, 可 得 DF 
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图 5。66 图 5。67 

VPC, 所 以 四 边 形 DHCF 是 一 个 平行 四 边 形 ,而 人 FDH = 90°， 
所 以 这 个 四 边 形 就 是 一 个 矩形 ,从 而 有 PFC = 90". 而 已 知 
人 PEC 二 90° ,这样 要 证 明 相等 的 这 两 条 线段 PF 和 PE 就 成 为 点 
已 到 一 ECF 两 边 的 距离 ,也 就 是 它们 是 关于 PC 成 轴 对 称 的 ,所 
以 就 可 应 用 轴 对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 , 也 就 是 应 证 人 PCFS2 
APcCcE. 而 在 这 两 个 三 角形 中 ,已 经 有 人 PFC== 人 PEC==90°,PC 
”二 PC, 再 由 AB 二 4C, 可 得 人 B= 了 ACB, 由 BP、AE 相交 于 C, 得 
LACB= 二 人 PCE 和 CF/ Bh, 得 人 B= 人 PCF, 所 以 人 PCF = 
PC 天 ,从 而 就 可 完成 分 析 . 

例 22 已 知 :P 是 等 边 作 ABC 内 的 一 点 ,PD_L BC,PE | 
4C,PF_ 4B, 垂 足 分 别 为 D.E、F,AH 是 高 . 求证 :PD 十 PE 十 
PF=AH. 





图 5。，68 鸭 5。69 


分 析 : 本 题 要 证 明 PD 十 PE 十 PF 二 A, 所 以 根据 线段 和 差 
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的 定义 ,在 瑟 4 上 截取 ERG=PD, 然 后 再 证 
明 PE 二 PF= AG. | 

在 作出 了 HG 二 DP 后 ,由 于 HG 和 DP 
都 和 BC -垂直 ,所 以 有 HG/ PP, 四边形 
PDHG 是 一 个 矩形 . 那 末 PG /DH,PG 就 
是 A4BC 内 一 条 边 BC 的 平行 线 , 所 以 将 
PG 向 两 方 延长 到 分 别 与 4B、AC 相交 于 M、 图 5 .70 
N, 即 可 得 人 A4MN 也 是 等 边 三 角形 . 4G 就 
成 为 这 个 等 边 三 角形 的 高 . 而 等 边 三 角形 的 三 条 高 都 相等 ,所 以 问 
题 就 成 为 要 证 PE 十 PF 等 于 等 边 人 AMN 的 高 .于 是 另 作 一 条 等 
边 A4MN 的 高 ,也 就 是 过 入 作 NK 上 4M, 垂 足 是 天 , 则 有 N 天 一 
“4G, 所 以 问题 就 要 证 PE 十 PF 二 NK. 这 样 就 可 以 再 一 次 根据 线 
段 和 差 的 定义 ,在 KN 上 截取 KL=PF ,然后 证 明 NL 二 PE. 但 在 
作 了 KL=PF 后 ,由 于 LK LA4M,PF 4M, 所 以 四 边 形 KFPL 
是 矩形 ,于 是 延长 PL 交 4C 于 QQ 后 ,可 得 人 QPN 也 是 等 边 三 角 
形 ,而 PE、NL 就 是 这 个 等 边 三 角形 的 两 条 高 ,它们 当然 相等 ,所 
以 分 析 也 可 以 完成 . 

例 23 已 知 :P 是 等 边 人 ABC 所 在 平面 上 的 任意 一 点 ,4D、 
BE.CF 是 高 ,PM | AD,PN BE,PLLCF, 垂 足 分 别 是 M、N、 
了 .求证 :PN 一 PM 十 PZ. 

分 析 : 本 题 条 件 中 出 现 了 AD、BE、CF 
是 等 边 三 角形 的 三 条 高 ,所 以 它们 必定 相 
交 于 一 点 ,也 就 是 等 边 三 角形 的 中 心 , 设 为 | 
刀 点 . 于 是 就 可 证 得 人 FBH 二 人 DBH= 
30", LFHB = 人 DHB = 60", BH 就 是 
LFHD 的 角 平 分 线 ,而 条 件 中 出 现 PN 二 
BH ,就 构成 了 角 平 分 线 和 向 角 平 分 线 所 作 。 “ Dp “ 
垂 线 的 组 合 关系 ,所 以 必定 可 以 得 到 一 个 图 5*71 
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等 腰 三 角形 的 基本 图 形 , 由 于 这 个 等 腰 三 . 
角形 是 由 角 平 分 线 的 垂 线 与 角 的 两 边 相交 
得 到 的 ,所 以 延长 PN 交 4D 于 Q, 并 设 
PN 交 CF 于 R, 即 可 由 人 RHN=_AQHN 
=60°, LRNH = AQNH=90° 和 NH = 
NH, 得 人 RHN 和 人 QHN 是 一 对 轴 对 称 
型 全 等 三 角形 ,所 以 RN 一 QN,， 人 人 HRN= 
人 HQN = 30". 这 样 在 人 PQM 中 , 由 
人 PMQ==90° 和 PQM=30°, 可 得 PM= 
PQ. 而 在 人 PRL 中 ,由 人 PLR = 90*， 
LPRL= 人 HRN==30", 又 可 得 PL 
= 于 PR, 从 而 就 有 PM 十 PL 一 广 
(PQ+PR) = 二 (PQ+2QN+ PQ) 
=PQ+QN=PN. 

本 题 的 分 析 在 得 到 了 五 是 等 边 
和信 ABC 的 中 心 后 ,考虑 要 证 的 结论 
中 出 现 的 PN 是 点 已 到 BE 的 距离 ， 
所 以 它 就 可 以 进行 平行 移动 而 不 会 
改变 其 大 小 ,而 在 平移 过 程 中 ,就 出 图 5。73 
现 了 一 条 过 PP 点 的 BE 的 平行 线 , 于 是 过 PP 作 QR/ BE 且 分 别 交 
CF .DA 的 延长 线 于 Q、R, 就 可 得 LQ 二 人 FHB=60°, 八 HQR 是 
等 边 三 角形 ,PN 就 等 于 这 个 等 边 三 角形 的 一 条 高 ,所 以 结论 是 可 
以 证 明 的 . 

例 24 已 知 :PA、PB 与 OO 相 切 于 A、B, 延 长 OA 到 C, 使 
AC=0O4. 求 证 :人 APC= 计 人 BPC. 

分 析 : 本 题 条 件 中 出 现 PA、.PB 与 @O 相 切 于 -4、B, 所 以 可 应 
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图 5。74 图 5。75 


用 切线 长 定理 及 其 推论 进行 证 明 , 所 以 连结 OP 后 ,有 一 BPO 一 
LAPO. 

又 因为 P4 与 @O 相 切 于 4,04 是 过 切 点 的 半径 ,所 以 O4 
| PAh. 而 O.A.C 成 一 直线 ,所 以 ZOAP= 人 LCAP 一 90°, 条 件 中 
还 给 出 AC = A0, 且 PA=PAh 是 公共 边 ; 从 而 可 得 人 PAC 和 
A 人 APAO 是 一 对 办 对 称 型 的 全 等 三 角形 ,由 此 就 可 推 大 4PO- 
LAPC,/APC= LBPC. " 


例 25 已 知 :O 是 A4BC 的 外 心 ,4D 是 角 平 分 线 ， 是 4 
上 的 一 点 , 且 AE=AC. 求 证 :04_LDE. 

分 析 : 本 题 条 件 中 出 现 了 AE=AC、 人 EAD= 人 CAD 和 AD 
= 4D, 可 得 A4DESA4DC, 是 一 对 轴 对 称 型 全 等 三 角形 ,于 是 
LADE= /ADC. | - 

现在 要 证 O4 | DE, 这 是 一 个 垂 线 的 判定 问题 ， 所 以 根据 季 
线 的 定义 ,延长 40 交 DE 于 下 后 ,应 证 明 


了 AFD==90°, 也 就 是 要 证 明 人 ADF 十 人 DAF 
二 90°, 但 由 迪 ADE 一 了 ADC, 可 以 发 现 这 两 个 A \ 
相等 的 角 是 关于 4D 成 轴 对 称 的 ,从 而 就 可 以 /人 

Cc 


再 一 次 添加 轴 对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 ; 由 
于 图 形 中 已 经 出 现 了 对 称 轴 4D, 所 以 添加 的 








芭 5。77 图 5。78 
方法 是 将 三 角形 沿 对 称 轴 翻 折 过 去 . 而 当 我 们 将 人 A4DF 沿 对 称 轴 
AD 翻 折 后 ,DF 就 落 在 DC 上 ;而 4F 就 应 落 在 DF 的 对 应 部 分 
DC 的 垂 线 上 . 由 于 已 知 图 形 中 没有 这 条 垂 线 ,所 以 应 将 这 条 垂 线 
添上 ,和 芭 过 4 作 4 | BC. 交 BC 于 五 , 那 就 应 证 八 4DF 和 
人 AD 全 等 . 而 在 这 两 个 三 角形 中 ,已 经 用 ADF 一 LADH 和 
DD 二 AD, 所 以 还 要 证 一 个 条 件 . 
:由 条 件 4D 是 A4BC 的 角 平 分 线 , 即 一 B4D= CAD, 而 这 
两 个 角 都 是 圆周 角 , 所 以 可 应 用 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 进 行 证 
明 ,但 现在 这 两 个 圆周 角 都 只 有 一 边 和 圆 相 交 , 所 以 要 将 另 一 边 也 
延长 到 与 贺 相 交 , 即 延 长 4D 交 @O 于 G, 即 可 得 BG=CG,G 是 
BC 的 中 点 . 然后 就 可 直接 应 用 弧 的 中 点 的 性 质 ,或 者 也 就 是 应 用 
垂 径 定理 ,可 得 连结 OG 后 ,有 OG BC, 所 以 QG/AH. 又 因为 
OA4、OG 是 @O 的 两 条 半径 ,它们 可 组 成 一 个 等 腰 三 角形 ,应 用 等 
腰 云 角形 的 性 质 可 得 人 LG 二 之 RAD, 而 由 OGN A 理 , 又 可 得 人 G= 
ZHAD, 所 以 人 LFAD= 人 HAD, 所 以 人 ADF 
和 入 ADH 全 等 就 可 以 证 明 , 分 析 也 就 可 以 完 
成 . 
， 本 题 要 证 明 OA.LDE, 而 04 是 OO 的 半 
径 , 这 样 就 出 现 了 半径 的 垂 线 , 所 以 可 添加 过 
半径 的 外 端 所 作 的 半径 的 垂 线 , 也 就 是 圆 的 切 





图 5。79 
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线 进行 证 明 , 于 是 过 4 作 O4 的 垂 线 MN , 即 
可 得 MN 与 @O 相 切 于 4, 而 4B 是 过 切 点 
的 弦 , 所 以 对 4B 二 人 C. 而 在 作出 了 MN 上 I . 
O4 后 ,由 于 要 证 OA 上 DE, 也 就 是 要 证 DE 
N/MN, 所 以 问题 义 转化 为 要 证 MAB 一 - 
AED, 人 AED== LC. 由 条 件 可 得 八 ADE 
和 入 4DC 是 一 对 轴 对 称 型 全 等 三 角形 . 所 以 
这 个 性 质 就 可 以 证 明 . 

例 26 已 知 :人 ABC 内 接 于 ©O,D 是 4 有 上 的 一 点 ,4D 一 
AC,E 是 4C 的 延长 线 上 的 一 点 ,4 尼 = 4B. 求 证 :04 上 DE. 
 ， 分 析 : 本 题 要 证 明 O4 上 DE, 而 04 
是 @O 的 半径 ,这 样 就 出 现 了 DE 是 向 半 
径 所 作 的 垂 线 ,从 而 就 可 添加 过 半径 的 外 
端 所 作 的 半径 的 垂 线 ,也 就 是 圆 的 切线 进 
行 证 明 ,于 是 过 4 作 O4 的 垂 线 MN ,就 
可 得 MN 与 OO 相 切 于 4. 而 4B 是 过 切 
点 的 弦 , 所 以 人 M4B= 一 4CB. 而 我 们 要 
证 O4 | DE, 也 就 是 要 证 MN // DE,. 图 5.81 
LMAB= /ADE, 这 祥 问 题 又 转化 成 为 要 证 人 4CB 一 了 ADE. 而 
由 条 件 48 二 AE,AC=AD 和 BAC 二 人 DAE, 就 可 证 明 八 ABC 
和 和 人 4ED 是 一 对 轴 对 称 型 全 等 三 角形 ,从 而 就 可 完成 分 析 . 

例 27 已 知 :A4BC 中 , 芝 4CB 二 90", 过 C 作 以 48 为 直径 
的 @O 的 切线 ,分 别 交 以 AC、BC 为 直径 的 OO、OO: 于 D、E. 求 
证 :CD=CE. 

分 析 : 本 题 条 件 中 出 现 了 BC 是 @O, 的 直径 ,所 以 可 应 用 半 
圆 上 的 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 ， 现在 图 形 中 是 有 直径 
BC、 有 半圆 上 的 点 巨 , 而 没有 圆周 角 , 所 以 应 将 圆周 角 添 上 ,也 就 
是 连结 BE, 即 可 得 CEB 一 90*. 根据 同样 的 道理 , 设 4AB 与 OO， 
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图 5。80 











图 5。82 图 5。83 

相交 于 F, 则 连结 CF 后 有 LCFB 二 90*. 另 一 方面 ,由 CE 与 ©0 
相 切 于 C,CB 是 过 切 点 的 弦 , 所 以 人 ECB 一 ~C4B, 且 一 4CB8 一 
90。, 这 在 AECB 和 和 人 CAB 中 ,就 可 推 得 人 EBC= 一 4BC., 而 这 两 
个 角 相 等 一 出 现 ,就 出 现 了 AECB 和 AFCB 是 一 对 轴 对 称 型 全 
等 三 角形 ,所 以 CE=CF.， 

根据 同样 的 道理 ,如 设 @O, 交 4B 于 
F', 则 由 LCF' A=90°, 可 先 证 明 F' 与 F 重 
合 . 从 而 连接 4D 后 ,可 证 明 人 DCA 鱼 
A 人 FCA,CD=CF, 所 以 分 析 可 完成 

由 本 题 的 条 件 AC、BC 分 别 是 ©@O, 和 
@O, 的 直径 ,所 以 应 用 半圆 上 的 圆周 角 的 基 
本 图 形 的 性 质 ,连结 AD、BE 后 ,可 得 人 D= 
AE=90",AD// BE, 这 样 四 边 形 4BED 就 
是 一 个 梯形 . 又 因为 DE 与 OO 相 切 于 C, 所 以 可 应 应 用 切线 的 性 
质 , 连 结 OC 后 有 OCLDPE, 从 而 有 AD/OC/ BE， 而 已 知 40= 
BO, 所 以 CD=C 可 以 证 明 . 

例 28 已 知 :P 是 ©O 的 弦 48 的 中 点 ， 过 己任 作 两 弦 CD、 
EF,CF、ED 交 AB 于 MN. 求 证 :PM= PN. 

分 析 : 由 于 了 是 弦 4B 的 中 点 ， 所 以 就 要 应 用 弦 的 中 点 的 性 
质 , 也 就 是 要 应 用 垂 径 定理 进行 证 明 ， 于 是 过 尸 作 @O 的 直径 
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图 5 。 85 
XY, 则 有 XY | 4 五 . 

在 作出 了 直径 XY 后 ,由 于 我 们 要 证 的 结论 是 PM= PN ,所 
以 就 出 现 了 要 证 明 相 等 的 这 两 条 线段 PM 和 PN 是 关于 XY 成 
轴 对 称 的 ,从 而 就 可 添加 轴 对 称 型 的 全 等 三 角形 进行 证 明 , 添 加 的 
方法 是 将 三 角形 沿 对 称 轴 翻 折 过 去 ,从 而 就 可 考虑 将 人 APDN 沿 
直径 XY 翻 折 ,也 就 是 过 DD 作 DD' | XY 交 Q@O 于 D' ,连结 
PD' .MD' ,显然 问题 就 成 为 应 证 人 APDN 和 人 APD' M 全 等 . 

由 于 应 用 垂 径 定理 ,可 得 XY 垂直 平分 DD' ,所 以 PD= 
PD' ,而 由 D' DN A4B, 又 可 得 LNPD= ~PDD' = 人 PD' D= 
人 MPD' ,于 是 只 须 再 证 明 一 个 性 质 . 由 于 条 件 中 还 给 出 C、E、D、 
FF 四 点 共 贺 , 应 用 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 又 
可 得 PFM 三 人 PDN ,所 以 第 三 个 条 件 就 应 
选择 与 人 PDMN 有 关 的 性 质 , 即 应 证 人 人 PD’'M 
二 人 PDN ,也 就 进一步 转化 成 要 证 人 人 PD’ M 
二 人 PFM. 而 这 两 个 角 相等 一 出 现 ,也 就 义 出 
现 了 一 个 圆周 角 的 基本 图 形 ,所 以 问题 又 成 为 
应 证 已.D' .FM 四 点 共 圆 . 于 是 可 先 将 图 内 
接 四 边 形 添 全 , 即 连结 D'F. 这 样 问题 又 可 以 图 5。87 
转化 为 要 证 明 D' FM 二 AD' PM=180". 但 CD' FM 是 ©O 的 
一 个 圆周 角 , 由 D'、F.C.D 四 点 共 圆 ,又 可 得 人 D' FM 十 CPDD 
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二 180°, 而 我 们 已 经 证 明了 人 MPD' = 人 PDD' , 故 ALD' FM 二 AD' 
PM 二 180° 就 可 以 得 到 证 明 . 

例 29 已 知 :过 @O 的 圆心 O 向 圆 外 直线 MN 作 垂 线 , 垂 足 
是 4, 过 A 作 @O 的 两 割 线 ABC、ADE 分 别 交 OO 于 B,CD、E， 
CD、EB 的 延长 线 交 MN 于 下 .G. 求 证 :AF=AG. 





分 析 : 本题 要 证 明 4 一 4G, 且 0O4 
是 过 圆心 所 作 FG 的 垂 线 ,所 以 这 两 条 相 
等 的 线段 4 、4G 是 关于 O4 成 轴 对 称 
的 ,从 而 就 可 以 添加 轴 对 称 型 的 全 等 三 
角形 进行 证 明 . 添加 的 方法 是 将 人 4FC 
沿 对 称 轴 04 翻 折 过 去 ,于 是 在 ©@O 中 ， 
首先 应 将 这 条 对 称 轴 添 完整 , 即 延 长 4O 
交 @O 于 万, 若 40 交 Q@O 于 P, 那 末 
PH 就 是 ©O 的 直径 . 接 下 来 就 可 将 图 5。90 
入 AFC 进行 翻 折 , 也 就 是 过 C 作 CC' 上 4H 交 ©O 于 C' ,并 连结 
C'A.C'G,AC' 交 QO@O 于 有 , 那 末 问 题 就 应 证 AP4C 和 人 入 GAC' 
全 等 . | 

在 这 两 个 三 角形 中 ,我 们 已 经 可 以 证 明 的 性 质 有 :根据 垂 径 定 
理 ,可 得 AH 是 CC' 的 中 垂 线 , 所 以 AC = 4C' ,LC' AH = 
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人 CA ,而 已 知 OALFG, 从 而 又 有 LFAC 二 人 GAC' ,于 是 要 证 
明 这 两 个 三 角形 全 等 ,就 还 需要 证 明 一 个 条 件 . 由 于 人 FCA 是 OO 
的 一 个 圆周 角 , 可 应 用 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 ,所 以 第 三 个 性 质 
可 考虑 证 人 FCA 二 LGC' 4. 由 于 B.C、E、D 四 点 共 圆 ,就 可 得 
芝 4ACF 二 人 AEG, 所 以 只 要 证 明 作 AEG== 人 AC'G, 而 这 两 个 角 相 
等 的 关系 一 出 现 ,问题 也 就 成 为 要 证 4.E.C’ .G 四 点 共 圆 ,于 是 
连接 C'E, 由 于 又 出 现 了 LGEC' 是 @O 的 一 个 圆周 角 , 所 以 问题 
可 进一步 转化 为 要 证 人 GAC' = AGEC' .由 条 件 互 .BC、C' 四 点 
共 圆 ,人 BEC' 十 人 BCC' =180" ,而 由 CCNAFG, 又 可 得 全 BCC' 
二 ACAG, 而 CAG 十 L 人 FAC 二 180°, 所 以 有 BEC' = 人 FAC. 
但 我 们 已 证 ZFAC= 二 人 GAC' ,所 以 LGAC' 一 人 GEC' 就 可 以 证 
明 . 

例 30 已 知 :以 A4BC 的 三 条 边 为 底 边 ,在 形 外 作 顶 角 为 
120* 的 等 腰 三 角形 , 即 人 A4BD、A 人 BCE 和 AcC4F .求证 :人 DEF 是 
等 边 三 角形 . 





多 5，91 区 5。92 
分析: 本题 要 证 明 人 ADEF 是 等 边 三 角形 ,就 是 要 证 明 这 个 三 
角形 的 三 个 内 角 都 等 于 60° ,考虑 到 这 个 图 形 性 质 的 轮换 对 称 性 ， 
实质 上 就 是 要 证 明 它 的 一 个 内 角 是 60°, 不 妨 就 考虑 证 明和 DFE 
二 60°. 但 已 知 二 4FC=1 20", 所 以 在 这 个 角 的 内 部 除去 人 DFE 后 


留 下 来 的 两 个 角 之 和 也 应 等 于 60", 也 就 是 人 AFD 十 人 CFE 也 应 
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图 5，93 图 5。94 
等 于 60", 从 而 问 题 也 就 成 为 要 证 ADF 下 一 4FD 十 CCFE， 这 是 
一 个 角 等 于 两 个 角 的 和 的 问题 ,所 以 可 根据 角 的 和 的 定义 将 
LDFE 分 成 两 部 分 ,也 就 是 先 作 人 EFO 一 人 EFC, 然 后 再 证 明 留 
下 来 的 人 DFO 与 和 DFA 相等 . 
在 作出 EFO= 人 EFC 后 ,就 出 现 了 这 两 个 相等 的 角 是 关于 
. EF 成 轴 对 称 的 ,所 以 就 可 添加 轴 对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 . 由 
于 图 形 中 已 经 出 现 了 对 称 轴 EF ,所 以 添加 的 方法 是 将 人 EFC 党 
EF 翻 折 过 去 ,实质 上 也 就 是 作 FO= FC, 然 后 连结 EO, 则 有 
AEFOQAEFC, EO=EC. 
由 条 件 F4=FC ,而 我 们 已 作 FO=FC, 这 是 由 下 点 发 出 的 三 
条 相等 线段 ,所 以 它们 可 以 两 两 组 成 等 腰 三 角形 ,于 是 连结 O4、 
OC 后 ,可 得 LFAO= 人 FOA, 人 FOC= 人 FOC， 由 于 这 两 个 等 腰 
三 角形 的 顶 角 之 和 等 于 120", 所 以 它们 的 四 个 . 
底 角 之 和 应 等 于 240", 所 以 就 有 AOC 一 
LFOA+ LFOC= 地 "240" 一 120" 


根据 同样 的 道理 ,由 已 证 明 的 性 质 EO= 8 全 NW 
EC 和 条 件 EB= EEC, 可 得 连接 BO 后 ,人 BOC 
二 120". 从 而 就 可 得 /LAOB = 360 "一 120°— 图 5。95 
120* 一 120". 而 已 知人 4DB 一 120*, 所 以 根据 上 述 性 质 的 逆 定 理 就 
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可 得 连结 DO 后 ,有 DO= DB= D4. 

对 于 这 一 性 质 的 证 明 也 可 作 如 下 的 分 析 : 
由 于 和 人 DBA 是 顶 角 为 120" 的 等 腰 三 角形 ,所 
以 它 的 底 角 为 30", 从 而 就 可 添加 特殊 和 角 三 角 - 
形 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 , 添 加 的 方法 是 
作 特 殊 角 一 边 的 垂 线 到 和 另 一 边 相 交 . 如 我 们 
取 一 DB4 为 30" 角 , 则 就 可 过 边 B4 上 的 点 4 
作 B4 的 垂 线 ,并 交 BD 的 延长 线 于 C, 即 可 得 
人 G=60°,BG= 二 24G, 而 由 人 BDA=120* 和 B、D.G 成 一 直线 ,又 
可 得 4DG= 60", 所 以 就 得 BG=2DG,D 是 BG 的 中 点 . 而 由 
~G=60* 和 已 证 的 40B=120" ,可 得 人 G 十 4OB=180",C、B、 
O.4 四 点 共 圆 ,而 这 个 圆 就 是 以 BG 为 直径 的 圆 , 所 以 DO= DB 
=DA. 

而 在 证 明了 DO= DA 后 ,就 可 由 FO=F4 和 FD==FD, 证 明 
ADF4 和 ADFO 也 是 一 对 轴 对 称 型 的 全 等 三 角形 ,从 而 有 
了 DFA== 人 DFO ,这样 也 就 可 进一步 证 明 人 DFE=60". 

根据 同样 的 道理 ,还 可 以 证 明了 人 DEF 或 人 EDF 也 等 于 60"， 
从 而 就 可 以 完成 分 析 . 

本 题 在 分 析 得 到 了 FA、FO、FC 是 由 FF 点 发 出 的 三 条 相等 线 
段 后 ,也 就 得 到 隐 是 俯 4CO 的 外 心 ,所 以 可 直接 应 用 三 角形 的 
外 心 的 性 质 , 得 芝 AFC 是 A4CO 的 外 接 圆 的 贺 心 角 , 而 人 AOC 就 
是 一 个 圆周 角 , 从 而 由 了 AFC= 二 120°, 就 可 推 得 人 4OC 也 是 120". 
根据 同样 的 道理 ,通过 和信 EFO 和 人 EFC 全 等 ,并 得 到 EO 二 EC== 
EB 后 ,又 可 证 得 了 作 BOC= 二 120°, 从 而 也 可 得 人 AOB 二 120°, 而 已 知 
4DB= 二 120°, 所 以 DD 也 就 是 俯 4BO 的 外 心 , 从 而 也 可 证 得 DO 
二 DB 二 DA, 进 一 步 也 可 完成 分 析 . 

本 题 在 将 问题 转化 为 要 证 人 DFE= LEFC 十 人 DFA, 并 根据 
角 的 和 的 定义 来 进行 分 析 时 ;也 可 以 考虑 作 作 DFO== 人 EFC, 那 
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| 多 5。，96 





末 就 应 用 EFC 十 人 EFO 也 等 于 60", 而 已 知 
了 AFC=120", 所 以 FO 实际 上 就 是 人 AFC 的 
角 平 分 线 ,而 在 具体 作 图 时 可 以 考虑 从 已 知 条 
件 出 发 ,所 以 可 作 二 4FC 的 角 平 分 线 FO, 则 
4FO=CFO=60". 由 于 现在 出 现 了 60" 的 
特殊 角 , 所 以 也 可 以 构成 等 边 三 角形 ,所 以 取 
FO=FC ,并 连接 CO, 则 入 FOC 就 是 一 个 等 边 
三 角形 . 这 样 现在 的 问题 也 就 是 要 证 DFO= 
LEFC. i 

现在 图 形 中 出 现 了 两 个 等 边 三 角形 ， 
入 FCO 已 经 证 明 是 等 边 三 角形 , 八 FDE 是 要 
证 明 的 等 边 三 角形 ,而 这 两 个 等 边 三 角形 现在 
有 一 个 公共 的 顶点 屎 ,所 以 必然 构成 一 对 旋转 
型 的 全 等 三 角形 , 找 全 等 三 角形 的 方法 是 将 由 
这 个 公共 顶点 发 出 的 两 组 相等 线段 , 即 
FD.FE 和 FO、FC 两 两 组 成 全 等 三 角形 ,于 是 连结 DO, 就 得 到 





图 5。98 





图 5，99. ， 图 5。100 
人 FDO 和 人 FEC 应 是 一 对 旋转 型 全 等 三 角形 . 在 这 两 个 三 角形 
中 ,已 经 出 现 的 条 件 是 FO 二 FC, 所 以 还 需要 证 明 两 个 性 质 . 由 于 
FD=FE 和 LDFO= LEFC 都 是 要 证 明 的 结论 ,不 能 用 , 且 由 于 
LZDFC = LEFC 是 结论 ,所 以 也 不 能 再 证 另外 两 个 角 都 对 应 相 
等 ,所 以 只 能 证 明 DO=EC 和 一 DOF 一 巡天 (下 
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图 5。101 图 5。102 





[加 5，103 图 5， 101 

的 相等 线段 , 且 它 们 的 夹 角 一 4FO 也 等 于 60", 所 以 它们 也 可 以 组 
成 等 边 三 角形 ,于 是 连接 40 ,可 得 人 AR4O 是 等 边 三 角形 ,人 FOA 
二 60", 而 了 FCO 也 等 于 60*, 所 以 证 明了 DOF = 人 ECF 就 可 转化 
为 证 人 DOA= 人 ECO. 

由 于 现在 图 形 中 出 现 了 入 FAO 和 人 入 FCO 都 是 等 边 三 角形 ， 
所 以 40C= 4OPR 十 COR =120", 且 OC 一 04, 所 以 和 人 OCA 
是 一 个 顶 角 为 120* 的 等 腰 三 角形 ,而 已 知人 DB4 也 是 一 个 顶 角 为 
120° 的 等 腰 三 角形 , 且 它 们 有 一 个 公共 顶点 B, 所 以 它们 是 一 对 旋 
转型 的 相似 三 角形 , 即 由 ADB 二 40C 一 120", 86 一 54 或 
ZZDAB= 人 LOAC=30°, 可 证 明和 八 DBA 人 OCAh. 由 于 在 旋转 型 相 
似 三 角形 的 基本 图 形 中 ,必定 同时 出 现 男 一 对 旋转 型 相似 三 角形 . 
也 就 是 由 上 述 相似 三 角形 ,可 得 4 一 4. 于 是 就 有 4 号 一 4 , 且 
LDAO0= LBAC, 所 以 AADAOWwA 人 BAC, DO4= 人 BCA. 而 
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ABC4= LOCA+ LOCB=30°+ LOCB= LECO. 所 以 LDOA 
二 人 ECO 可 以 证 明 . 根据 同样 的 道理 ,由 人 CAO 和 人 CBE 也 是 一 
对 旋转 型 的 相似 三 角形 ,又 可 证 明 一 D4O= ~EOC ,而 已 经 证 明 
O4=CO, 所 以 又 可 得 人 ADO4 空 AECo ,这样 也 就 证 明了 DO= 
EC. 

在 证 明了 人 入 FDO 和 ARFEC 全 等 以 后 ,就 可 得 FD= FE， 
LDFO= LEFC, 而 LEFC+ LAEFO=60°, 所 以 LDFO+ 人 EFO 
也 等 于 60°, 亦 即 了 PFE 一 60°, 所 以 人 DEF 是 等 边 三 角形 就 可 以 
证 明 . 

本 题 在 证 明了 AD4OwAB4C 后 ,也 可 直接 推 得 4D : DO 

:OA 二 AB :. BC :C4. 而 由 条 件 又 可 得 人 A4BDc ABCEc 
AC4F, 从 而 又 有 4D : EC : CF=AB: BC : CA, 而 CF 一 04， 
所 以 也 可 证 明 DO= EC, 也 就 可 完成 分 析 . 


第 二 节 ”中 心 对 称 型 


【分 析 方 法 导 引 】 

如 两 条 相等 的 线段 或 两 个 相等 的 角 出 现在 一 个 
平行 四 边 形 的 中 心 对 称 部 分 ,或 者 也 可 以 是 出 现在 
一 个 中 心 对 称 图 形 的 对 称 部 分 时 ,就 可 以 想到 要 应 
用 中 心 对 称 型 全 等 三 角形 的 基本 图 形 进 行 分 析 . 接 
下 来 就 可 以 根据 图 形 的 中 心 对 称 部 分 找到 相应 的 全 
等 三 角形 , 当 完成 分 析 的 思路 沾 不 完全 清晰 时 ,可 将 
图 形 中 出 现 的 各 对 中 心 对 称 塑 全 等 三 角形 全 部 列举 
出 来 ,从 中 找 出 与 条 件 或 结论 有 联系 的 全 等 三 角形 ， 
再 应 用 全 等 三 角形 的 性 质 来 完成 分 析 . 

如 果 几 何 问题 中 出 现 了 一 组 或 两 条 相等 的 线段 
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是 位 于 一 组 对 顶 角 的 两 边 且 成 一 直线 时 ,就 应 想到 
要 应 用 中 心 对 称 型 全 等 三 角形 的 基本 图 形 进 行 证 
明 . 接 下 来 就 应 以 对 项 角 的 公共 项 点 为 对 称 中 心 , 找 
到 全 等 三 角形 . 若 全 等 三 角形 尚未 出 现 , 则 可 将 图 
形 ,主要 是 三 角形 绕 对 称 中 心 旋转 180", 具 体 地 襄 
就 是 过 两 条 相等 线段 对 应 的 两 个 端点 作 平 行 线 ,到 
与 过 公共 端点 (这 时 实质 上 是 一 个 中 点 ) 的 直线 相 
交 , 构 成 中 心 对 称 型 全 等 三 角形 . 由 于 过 两 个 端点 作 
平行 线 可 以 有 无 数 多 种 可 能 性 ,所 以 在 具体 应 用 时 ， 
可 和 将 两 条 平行 线 中 的 一 条 选取 在 图 形 中 已 经 出 现 的 
线段 上 ,这 条 线段 起 了 决定 平行 线 方向 的 作用 ,所 以 
也 可 称 为 平行 方向 线段 ,这 样 县 体 的 作 平 行 线 的 过 
程 就 成 为 :在 图 形 中 选取 一 条 过 端点 的 线段 为 平行 
方向 线段 ,然后 过 另 一 端点 作 平 行 方向 线段 的 平行 
线 到 与 过 中 点 的 直线 相交 ,构成 全 等 三 角形 ,然后 再 
应 用 全 等 三 角形 的 性 质 完成 分 析 : 
如 果 几 何 问题 中 出 现 两 条 线段 相交 且 互 相 平分 
时 ;也 应 想到 要 应 用 中 心 对 称 型 全 等 三 角形 的 基本 
图 形 进 行 还 明 . 应 用 的 方法 是 将 线段 的 四 个 端点 两 
两 连结 起 来 ,构成 全 等 三 角形 ,然后 就 可 完成 分 析 . 
例 31 已 知 : 咏 4BCD 中 ,E、F 是 AC 上 的 两 点 , 且 AE= 
CF. 求 证 :BF=DE. 
分 析 : 本 题 要 证 明 相 等 的 这 两 条 线段 BF 和 DE 现在 是 位 于 
一 个 平行 四 边 形 的 中 心 对 称 部 分 ,所 以 可 应 用 中 心 对 称 型 全 等 三 
角形 进行 证 明 . | 
根据 平行 四 边 形 的 中 心 对 称 部 分 ,我 们 可 以 找到 以 BF 和 DE 
为 对 应 边 的 两 对 全 等 三 角形 , 即 八 CBF 和 八 ADE, 八 ABF 和 
ACDE. 
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图 5，105 ， 图 5。106 

如 考虑 证 明 ACBFSA4DB, 则 在 这 两 个 三 角形 中 ,已 经 有 
CF = AE, 应 用 平行 四 边 形 的 性 质 叉 可 得 CB== AD, 而 由 AD/ 
BC ,又 可 推 得 人 BCF = 二 人 DAE, 所 以 这 两 个 三 角形 全 等 就 可 以 证 
明 . 1 

如 考虑 证 明和 信 ABF 旨 入 CDE, 则 根据 A4B==CD, 由 AE 二 CF 
可 得 AF 二 CE 和 BAF 二 人 DCE, 也 可 以 完成 分 析 . 

例 32 已 知 : 避 4BCD 中 ,以 四 边 为 直径 作 半 圆 ,每 相 邻 两 半 
圆 依 次 相交 于 E.R、G、 琶 .求证 :四 边 形 EFGH 是 平行 四 边 形 . 





狗 5。107 | 全 5。108: 

分 析 : 因 已 知 平行 四 边 形 4BCD 的 四 边 是 四 个 半圆 的 直径 ， 
所 以 可 应 用 半圆 上 的 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 对 于 以 
AB 为 直径 的 半圆 来 说 ,现在 是 有 直径 ,有 半圆 上 的 点 它 , 但 没有 
圆周 角 , 所 以 应 将 圆周 角 添 上 ,也 就 是 连结 4AE、BE 后 ,有 人 人 AEB 
二 90°, 同样 地 ,对 于 直径 BC 来 说 ,连结 CE 后 ,有 BEC 二 90?. 于 
是 4.E.C 成 一 直线 ,根据 同样 的 道理 可 以 证 明 4.G、.C 也 成 一 直 
线 ,也 就 是 AC 必定 经 过 EG, 同样 地 连结 BF、AF、DF、CH.、 
BH、DH 后 也 可 以 证 明 BD 必定 经 过 F、H. 这 样 就 可 设 AC、BD 
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的 交点 为 0; 由 条 件 四 边 形 4BCD 是 平行 四 边 形 和 BE | AC、DG 
J] AC, 可 得 人 4BE 和 和信 CDG 是 一 对 中 心 对 称 型 的 全 等 三 角形 . 
显然 由 平行 四 边 形 的 性 质 .4B=CD, 以 及 由 4BVACD, 得 全 B4E 
二 了 人 DCG, 并 根据 已 经 证 明 的 人 人 AEB= | 
了 CGD==90°, 就 可 以 证 明 这 两 个 三 角形 - 
全 等 , AE 二 CG. 而 由 平行 四 边 形 的 性 
质 ,又 有 40O==CO, 从 而 就 可 得 EO= 
GO. 显然 用 同样 的 方法 还 可 证 得 FO= 
HO, 所 以 分 析 可 以 党 成 . 

本 题 在 证 明了 A、E、G.C 及 BF、 
及 .DD 成 一 直线 后 ,由 于 出 现 了 图 上 的 四 点 ,; 即 4、B、F、E 四 点 共 
圆 ,所 以 也 可 应 用 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 ; 于 是 由 A、 
五 .C 成 一 直线 ,出 现 了 圆 内 接 四 边 形 的 外 角 , 所 以 可 得 人 GEF = 
ABD; 同 样 地 我 们 还 可 得 人 EGH = 人 CDB. 而 由 AB//DC, 可 
得 了 ABD= 人 CDB, 所 以 就 有 人 GEF 一 人 EGH,EF /HG, 间 理 
可 证 EH /FG. 这 样 也 可 以 完成 分 析 . . 

例 33 已 知 :C4BCPD 中 ,E、F.G、. 


五. 是 边 4B、BC.CD、D4 上 的 点 , 且 AE : : : 
二 CG, BF = DKH. 求证 : 四边形 EFGH KY 
是 平行 四 边 形 . . 


分 析 : 由 条 件 AE=CG, BF= DH | 
可 以 发 现 这 两 组 相等 线段 都 位 于 平行 四 多 5 1 
边 形 的 中 心 对 称 部 分 ,所 以 就 可 应 用 中 心 对 称 型 全 等 三 角形 进行 
证 明 . 根据 图 形 的 中 心 对 称 性 ,我 们 可 以 找到 图 形 中 已 经 出 现 的 两 
对 全 等 三 角形 , 即 作 AEH 和 ACGF ,人 入 BFE 和 人 入 DHG. 

在 人 AEH 和 入 CGF 中 ,条 件 中 给 出 AE 王 CG, 由 四 边 形 
ABCD 是 平行 四 边 形 可 得 LA 二 人 LC, 而 由 AD=BC 和 DH= 
BF ,又 可 得 A 日 二 CF, 所 以 这 两 个 三 角形 全 等 可 以 证 明 ,也 就 有 
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EH=GF. 显然 ,根据 同样 的 道理 还 可 证 明 EF 二 GH ,所 以 分 析 可 
完成 . 1 . 

例 34 已 知 : 口 4BCD 中 ,AC、BD 相交 于 O, 过 O 的 一 直线 
分 别 交 BC、.AD 于 EF. 求 证 :EO=FO. 


LP 


分 析 : 本 题 要 证 明 相 等 的 两 条 线段 EO 和 FO, 现在 是 位 于 这 
个 平行 四 边 形 的 中 心 对 称 部 分 ,所 以 可 应 用 中 心 对 称 型 全 等 三 角 
形 进行 证 明 . 根据 平行 四 边 形 的 中 心 对 称 部 分 ,我 们 可 以 找到 以 
EO 和 FO 为 对 应 边 的 全 等 三 角形 有 两 对 , 即 八 BOE 和 和 人 DOF ， 
八 COE 和 入 AOF. 

如 考虑 证 明和 八 BOE 综 入 DOF, 则 由 条 件 四 边 形 ABCD 是 平 
行 四 边 形 ,就 可 得 B80 = DO, AD/ BC, 人 OBE 一 人 ODF ,而 由 
EF.BD 相交 于 O, 又 可 得 BOE 二 人 DOF ,所 以 这 两 个 三 角形 全 
等 ,EO=FO 就 可 以 证 明 . 

如 考虑 证 明和 信 COE 和 入 AOF 全 等 , 那 末 我 们 也 可 以 用 类 似 
的 方法 完成 分 析 . . 

例 35 已 知 : 人 4BC: 中 ,D 是 BC 的 中 点 ,BE LAD,CF 上 | 
AD, 垂 足 分 别 是 EF. 求 证 :BE=CF. 

分 析 : 本 题 条 件 中 出 现 BD=CD, 且 BC、AE 在 D 点 相交 ,从 
而 就 出 现 了 BD 和 CD 这 两 条 相等 线段 是 位 于 一 组 对 顶 角 的 两 
边 , 且 成 一 直线 ,所 以 就 可 应 用 中 心 对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 . 
找 全 等 三 角形 的 方法 则 是 将 过 端点 的 一 组 平行 线 与 过 中 点 的 直线 
相交 组 成 全 等 三 角形 . 从 而 可 找到 这 对 全 等 三 角形 应 是 人 BDE 和 
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图 5。113 图 5.。114 
A 人 CDF. 而 在 这 两 个 三 角形 中 ,有 BD=CD, /BDE= /CDF 以 
及 人 BED= ~CFD=90", 所 以 这 两 个 三 角形 全 等 可 以 证 明 ,也 就 
可 以 推 得 BE=CF. 
例 36 已 知 : 人 A4BC 中 ,4D 是 中 线 ,G 是 4D 上 的 一 点 , 且 
GD 一 杞 4D,BG.CC 的 延长 线 交 4C.4B8 于 E、F. 求证 : AE 一 
CE,AF=BF. 


图 5。115 图 5，116 

分 析 : 本 题 条 件 中 给 出 了 GD 一 于 4D, 也 就 是 GD 一 于 4G, 这 
是 两 条 线段 之 间 的 倍 半 关系 ,所 以 可 根据 线段 倍 半 关系 的 定义 , 作 
出 半 线 段 的 两 倍 ,也 就 是 延长 GD 到 已 ,使 DH 一 GD, 那 就 有 GH 
一 4C. 

而 在 作出 了 DH ==DG 后 ,由 于 条 件 中 还 给 出 BD 一 CD, 且 
BC 和 AH 在 万 点 相交 ,从 而 就 出 现 了 这 两 组 相等 线段 都 是 位 于 
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一 组 对 顶 角 的 两 边 , 且 成 一 直线 ,所 以 可 
添加 中 心 对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 . 入 
添加 的 方法 是 将 这 四 个 端点 两 两 连结 起 
来 ,并 可 得 这 两 条 连 线 必 定 是 平行 线 , 于 

是 连结 CH, 这 样 在 ABGD 和 人 CHD 8 






中 ,就 有 BD=CD, 人 BDG= /CDH ,GD ~ 人 、 一 
一 万 D, 所 以 ABGDSACHD,~GBD= H 
和 HCD,BGW HC. 那 末 在 人 AHC 中 ,由 图 5。117 


AG 一 HG 和 GE/HC, 就 可 证 得 AE 一 CE. 根据 同样 的 道理 ,连结 
BH 后 ,也 可 以 证 明 AF= BF. 

本 题 在 根据 线段 倍 半 关 系 的 定义 开 
始 进行 分 析 时 ,也 可 以 将 倍 线段 两 等 分 ， 
也 就 是 取 4G 的 中 点 互 后 ,可 得 RG= 
DG. 但 在 出 现 了 这 两 条 线段 相等 的 关系 
后 ,由 于 五 D 和 BE 相交 于 G, 所 以 这 两 
条 相等 线段 就 位 于 一 组 对 顶 角 的 两 边 且 
成 一 直线 ,从 而 就 可 添加 中 心 对 称 型 全 ”图 5"118 
等 三 角形 进行 证 明 , 添 加 的 方法 是 过 两 条 相等 线段 的 端点 作 平行 
线 . 于 是 过 态 作 BD 的 平行 线 交 BE 的 延长 线 于 M, 即 可 根据 
ABGDP=MG 厅 ,PPG=HG 和 DG=MHEG ,证 得 人 ABCDS 
A 和 人 MGH,MH=BD=CD. 

但 在 作出 HM/DC 后 ,在 A4DC 中 就 出 现 了 三 角形 内 一 条 
边 的 平行 线段 ,从 而 可 应 用 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 于 是 设 

AN HN _AH 


HM 交 AC 于 NN, 就 可 得 人 AHNODAADC,C 一 DC AD 





1 一 JNM_2 一 上 Ra 汶 相 得 
椰 : 而 HM=DC, 所 以 FG 一 3 而 DC= 了 BC, 这样 又 可 得 BC 


1 和 EN_NM_1 
一 杞 . 由 NM/ BC, 又 可 得 人 ANMEWACBE, FE 一 [一 可 也 
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就 是 EN 一 圭 , 和 = 二 ,从 而 可 证 明 EN : AN : CE=1 :2 


所 以 分 析 可 以 完成 . 
本 题 在 过 4G 的 中 点 五 作 BC 
的 平行 线 交 AC 于 NN , 交 BE 的 延长 


HN 
线 于 M 后 ,可 得 MH = BD, Tec 一 
于, = 于. 作 = 于. 接 下 来 由 于 


要 证 EE 是 4C 的 中 点 ,而 已 作 打 是 

AG 的 中 点 ,出 现 了 多 个 中 点 问题 ，: 
所 以 可 应 用 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 由 于 EH 
所 在 的 线段 AC、AG 具有 公共 端点 4, 可 以 组 成 三 角形 ,所 以 HE 
这 两 个 中 点 的 连 线 就 是 三 角形 的 中 位 线 , 现 在 图 形 中 是 有 三 角形 
而 没有 中 位 线 , 所 以 应 将 中 位 线 添上 ,于 是 连结 HE, 问 题 就 成 为 
要 证 HE/GC. 又 因为 G 是 DH 的 中 点 ,所 以 GC 也 成 为 过 中 点 
的 平行 线 ,从 而 GC 也 可 以 取 作 中 位 线 ,于 是 将 三 角形 添 完 整 , 也 
就 是 延长 HE 交 BC 的 延长 线 于 天 , 那 末 证 HE/GC 的 问题 就 转 
化 成 要 证 DC==CK. 但 eC HM/ BK, 又 可 证 


MH_ME_NE_ 、 


明 . 





例 37 已 知 ; 信 4ABC 中 ,D 是 4C 的 中 点 ,EE 是 BC 上 的 一 
点 ,延长 DE 到 玉 使 得 EF=DE, 且 FC//BA. 求证 :EC 一 地 BE. 

分 析 : 由 条 件 中 的 EF 二 ED 和 DF、BC 相交 于 E, 就 出 现 了 
EF 和 ED 这 两 条 相等 线段 是 位 于 一 组 对 顶 角 的 两 边 且 成 一 直 
线 , 从 而 可 添加 中 心 对 称 型 的 全 等 三 角形 进行 证 明 . 添加 的 方法 是 
过 这 两 条 相等 线段 的 端点 作 平 行 线 ,于 是 过 DD 作 PCVCE 交 BC 
于 G. 即 可 由 了 DEG 二 人 FEC,DE==FE 和 LGDE 一 人 CFE, 推 得 
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B 加 
图 5* 120 图 5.121 
入 DEG 加 和 FEC,GE==CE. 于 是 要 证 EC=3BE ,就 只 要 证 EC 一 


去 BG, 也 就 是 要 证 明 BG 二 CG, 即 证 G 是 BC 的 中 点 . 因 万 是 AC 


的 中 点 ,从 而 出 现 了 两 个 中 点 ,所 以 可 应 用 三 角形 的 中 位 线 的 基本 
图 形 的 性 质 进行 证 明 , 即 只 须 证 明 DG 力 4B, 而 因 CFA 4B, 这 笠 
问题 又 需要 有 DG//CF. 由 于 这 个 性 质 已 经 成 立 ,所 以 分 析 就 可 完 
例 38 已 知 :人 ABC 中 ,4B=4C,D 是 4B 上 的 一 点 ,E 是 
AC 的 延长 线 上 的 一 点 ,CE 二 BD,DE 交 BC 于 F. 求证 :DF 一 
EF. . 





图 5。122 图 5。123 
分 析 ; 本 题 要 证 明 的 结论 是 DF 二 EF ,而 条 件 中 又 给 出 DE 和 
BC 相交 于 下 ,这 样 就 出 现 了 要 证 明 相 等 的 两 条 线段 DF 和 EF 位 
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于 一 组 对 项 角 的 两 边 且 成 一 直线 ,从 而 就 可 添加 中 心 对 称 型 的 全 
等 三 角形 进行 证 明 . 添加 的 方法 是 过 端点 作 平行 线 . 由 于 过 端点 D 
和 EE 可 以 作 许 多 组 平行 线 , 所 以 选取 哪 一 条 线段 为 平行 线 的 方向 
或 方向 线段 也 就 出 现 了 多 种 可 能 情况 ; 

如 果 取 EC 为 平行 方向 线段 , 则 过 万 作 DG//AE 交 BC 于 G， 
那 末 人 PDFG 和 AEFC 就 是 一 对 中 心 对 称 型 的 全 等 三 角形 . 在 这 
两 个 三 角形 中 ,已 经 有 人 DFG== 人 EFC, DGF== 人 ECF, 所 以 还 
应 找 一 组 边 对 应 相等 的 条 件 . 因 条 件 中 还 给 出 CE=BD, 所 以 就 应 
证 明 CE 和 它 的 对 应 边 GD 相等 ,也 就 是 要 证 DG=DB, 但 这 又 是 
两 条 具有 公共 端点 的 相等 线段 ,它们 可 组 成 一 个 等 腰 三 角形 ,所 以 
问题 可 转化 成 证 PC= DB 的 等 价 性 质 人 B 二 人 DGB. 由 于 DG/ 
AC, 人 DGB= ACB, 和 A4B=A4C, 了 B= 了 ACB, 就 可 以 完成 分 
析 . 

如 果 取 DB 为 平行 方向 线段 ; 则 过 E 作 EN//BA 交 BC 的 延 
长 线 于 妃 , 那 末 由 4B= 二 AC、 人 B= 人 A4CB= LECN 和 人 B= 
人 人 NN, 就 可 以 证 明 DB 二 EC 二 EN. 从 而 通过 人 B= 人 LN 和 人 DFB 
二 人 EFN ,也 可 以 证 明和 信 DBF 和 AENF 也 是 一 对 中 心 对 称 型 全 
等 三 角形 ,从 而 完成 分 析 . 





= 
t 
H 
E 


图 5.124 ”图 5， 125 


如 果 取 与 BC 垂直 的 方向 作为 平行 线 的 方向 , 则 过 D、E 分 别 
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作 DM | BC、EN 1BC, 并 交 BC 和 BC 的 延长 线 于 M、N, 这 样 
人 DFM 和 人 AEFN 就 应 是 一 对 中 心 对 称 型 的 全 等 三 角形 . 在 这 两 
个 三 角形 中 ,已 有 人 DFM= ~EFN, ALDMF 一 一 ENF 一 90 ,所 以 
也 要 再 证 一 组 边 对 应 相等 的 条 件 . 由 BD=CE、 人 B= 人 ACB 一 
ZECN 和 二 DMB= 人 ENC 一 90", 就 可 先 证 明 作 BDM 和 人 A 人 CEN 
全 等 ,从 而 可 得 DM=EN ,也 就 可 以 完成 分 析 . 

接 下 来 我 们 讨论 一 种 特殊 的 情况 ,就 是 取 BC 为 平行 线 的 方 
向 ;也 就 是 过 端点 D.E 所 作 的 平行 线 与 BC 不 相交 ,也 就 是 和 BC 
平行 ,这 样 中 心 对 称 型 的 全 等 三 角形 也 就 不 会 出 现 ,但 由 于 这 时 出 
现 了 过 线段 的 中 点 所 作 的 平行 线 ,所 以 就 出 现 了 三 角形 中 位 线 的 
基本 图 形 . 在 具体 添 吉平 行 线 时 ,由 于 BC 实际 上 已 是 平行 方向 线 
段 ,所 以 平行 线 只 要 过 一 个 端点 作 即 可 . 

如 考虑 过 端点 D 作 平 行 线 , 则 过 DD 作 DGVFC 交 AC 于 C， 
于 是 由 4B=AC 和 DG/ BC ,就 可 得 4D=4G,BD=CG, 而 已 知 
BD=CE, 所 以 CG=CE, 而 已 作 GDNCF ,所 以 DF 二 EF 可 以 证 
明 . - 





图 5。126 -图 5*127 
如 考虑 过 端点 巨 作 平 行 线 , 则 过 五 作 EG/FB 交 4B 的 延长 
线 于 G, 那 末 也 可 由 AB 一 AC 和 BC /GE, 推 得 BG 一 CE, 所 以 
BD=GD, 从 而 再 由 BF /GE ,就 可 证 明 DF=EF. 
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例 39 已 知 :四 边 形 4BCD 中 ,4DVWBC,4B=4D 十 BC, 兢 
是 CD 的 中 点 .求证 :AE、BE 分别 是 人 DAB 和 人 ABC 的 平分 线 . 


A D A D 


B CC B Cc F 
多 3。128 图 5。129 
分 析 : 本 题 要 证 明 AE 是 DAB 的 角 平 分 线 ,而 条 件 中 又 出 
现 了 4AD/ BC, 所 以 就 出 现 了 角 平 分 线 和 平行 线 的 组 合 关系 ,就 
可 得 到 一 个 等 腰 三 角形 的 基本 图 形 . 由 于 BC 
是 角 的 一 条 边 AD 的 平行 线 , 所 以 它 应 和 和 角 A__ 人 了 
的 另 一 边 以 及 角 平分 线 相交 构成 等 腰 三 角 


形 , 于 是 延长 4 五 交 BC 的 延长 线 于 F. 问题 E 
就 成 为 要 证 4B 二 BF 二 BC 十 CF ,而 已 知 AB \、 
二 BC 十 AD, 所 以 问题 就 是 要 证 4D=FC. ， L -> 


又 因为 条 件 中 给 出 E 是 CD 的 中 点 , 且 
AF 和 CD 在 E 点 相交 ,这 样 就 出 现 了 两 条 
相等 的 线段 CE 和 DE 位 于 一 组 对 顶 角 的 两 边 且 成 一 直线 ,所 以 
可 应 用 中 心 对 称 型 的 全 等 三 角形 进行 证 明 . 而 根据 DE、CE 的 中 
心 对 称 性 就 可 以 找到 这 一 对 全 等 三 角形 应 是 人 4EP 和 人 FEC， 在 
这 两 个 三 角形 中 ， 已 经 有 AED= ZFEC, DE=CE, 还 可 根据 
AD/W BF, 推 得 人 DAE== 人 CFE， 所 以 这 两 个 三 角形 全 等 可 以 证 
明 ,分 析 也 就 完成 . 

本 题 给 出 了 AB 二 AD 十 BC, 且 已 知 4D/ BC, 所 以 就 出 现 了 
梯形 的 上 .下 两 底 的 和 ,又 因为 E 是 这 个 梯形 的 腰 CD 的 中 点 ,所 


多 5。130 
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以 可 应 用 梯形 中 位 线 的 性 质 进 行 证 明 . 于 是 应 先 
将 梯形 的 中 位 线 添上 ,也 就 是 取 48 的 中 点 下 ,并 人 -一 上 


连结 EF, 即 可 得 AD/ FE/ BC,ERF= 广 .CAD 


十 BC) ,并 进一步 可 推 得 EF=3AB=—AF. 由 于 
EF 和 AF 是 两 条 具有 公共 端点 下 的 相等 线段 , 它 8 ~ 
们 可 组 成 一 个 等 腰 三 角形 ,应 用 等 腰 三 角形 的 性 
质 可 得 人 FAE 二 人 FEA, 而 由 AD/ FE, 又 可 得 
ADAE 二 人 FEA, 所 以 LFAE 一 人 DAE 可 以 证 明 , 分 析 就 可 以 完 
成 . 对 于 BE 是 过 ABC 的 角 平 分 线 显然 可 用 同样 的 方法 完成 分 
析 . 

由 本 题 的 条 件 4B=AD 十 BC ,这 是 一 条 线段 等 于 两 条 线段 的 


图 5，131 
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狗 5。132 疾 5*，133 
和 ,所 以 可 根据 线段 和 的 定义 ,在 和 线段 4B 上 截取 AF 一 AD, 也 
就 可 得 BF 二 BC. 在 作出 了 AF= 二 AD 后 ,由 于 这 是 两 条 具有 公共 
端点 的 相等 线段 ,所 以 它们 可 组 成 一 个 等 腰 三 角形 ,于 是 连结 
DF ,就 可 得 AFD= 攻 ADF. 根据 同样 的 道理 ,连结 CF 后 ,有 
了 BCF= 人 BFC. 又 因为 AD/W BC, 这 两 条 平行 线 可 以 看 作 是 被 
AB 所 截 ,所 以 人 DAF 十 人 CBF 二 180", 那 末 这 两 个 顶 角 互补 的 等 


腰 三 角形 的 底 角 必 定 互 余 , 也 就 是 由 和 APD 一 序 (180" 一 人 DAF) 
和 2BFC= 地 (180" 一 人 CBF) ,可 得 人 AFD 十 人 BFC== 志 (180" 一 
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LDAF +180°— LCBF)=—" 180" 一 90°, 而 4 成 一 直线 ， 
所 以 ALCFD=180" 一 90" 一 90". 又 因为 已 知 巨 是 CD 的 中 点 ,这样 
就 出 现 了 已 是 直角 三 角形 的 斜 边 CD 的 中 点 ,所 以 可 应 用 直角 三 
角形 斜 边 上 的 中 线 的 基本 图 形 的 性 质 进 行 证 明 , 于 是 连结 EF ,就 
可 得 EF 二 ED= EC. 这样 由 EF=ED,4F 一 4D 和 4=4, 就 
可 以 证 明 A4EF 和 A4ED 是 一 对 轴 对 称 型 全 等 三 角形 ,所 以 
LFAE= 人 DAE 就 可 以 证 明 , 根 据 同 样 的 方法 还 可 证 明 BE 平分 
ZABC. 

例 40 已 知 :正方 形 ABCD 中 ,E 是 CD 的 中 点 ,F 是 4D 上 
的 一 点 , 且 BF 二 FD 十 CD. 求 证 ;BE 平分 人 CBF. 


Db 
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8B 
| 到 5。134 图 5。，135 
分 析 : 本题 要 证 BE 平分 LCBF ,但 已 知 四 边 形 4BCD 是 正 
方形 ,所 以 FD/ BC, 这样 就 出 现 了 和 角 平 分 线 和 平行 线 的 组 合 关 
系 , 从 而 必定 构成 一 个 等 腰 三 角形 的 基本 图 形 , 于 是 延长 FD 交 
BE 的 延长 线 于 G. 问题 也 就 转化 成 要 证 FBG 一 人 G, 并 再 转 化 
为 证 BF 二 GF. 但 已 知 BF=FD 十 CD, 所 以 问题 又 成 为 要 证 DG 
二 DC, 即 DG 也 等 于 正方 形 的 边 长 . 
由 条 件 CE 二 DE, 且 CD、BG 在 E 点 相交 ,就 出 现 了 CE 和 
DE 这 两 条 相等 线段 是 位 于 一 组 对 顶 角 的 两 边 , 且 成 一 直线 ,所 以 
可 应 用 中 心 对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 . 于 是 在 人 BCE 和 和 人 ACDE 
中 ,由 人 BEC 一 人 GED, 人 BCE 人 GDE90° 和 CE==DE, 就 可 
证 明 这 两 个 三 角形 全 等 , 那 末 BC 二 DG, 分析 即 可 完成 . 
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.本题 的 条 件 中 出 现 了 BF=FD 二 CD, 所 以 
可 根据 线段 和 的 定义 ,将 FD 和 CD 这 两 条 线 4 FD 


段 接 起 来 . 由 于 CD 是 正方 形 的 边 长 ,所 以 实质 
上 就 是 要 将 FD 接 在 正方 形 的 一 条 边 长 上 . 由 
于 正方 形 的 边 BC 与 BF 有 公共 端点 B, 昌 要 证 “| 一 仆 


BE 是 角 平 分 线 , 所 以 可 将 FD 接 在 BC 上 ,也 8 Ce 
就 是 延长 BC 到 G, 使 CG 一 DF, 那 末 这 两 条 线 图 5 186 
段 不 但 相等 ,而 且 平 行 ,所 以 可 添加 中 心 对 称 型 的 全 等 三 角形 进行 
证 明 , 于 是 连结 EF、EG, 并 由 CG= DF, 人 ECG= 人 EDF = 90*， 
CE 一 DE, 就 可 证 明和 人 ECG 和 AEDF,EF=EG, 人 DEF= CEG， 
从 而 又 可 证 明 下 .E.G 成 一 直线 . 而 在 作出 CG=DF 后 ,也 就 可 得 
BF = BG, 那 末 在 等 腰 八 BGF 中 ,由 EF 二 EG, 就 可 推 得 BE 平分 
LCBF. 

例 41 已 知 : 信 4BC 中 ,人 C=90°,D 是 4B 的 中 点 ,E.F 分 
别 是 AC、BC 上 的 点 ,年 ED LFD. 求 证 :EF*=AE 十 BF?. 


C C 
E 
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图 5。137 鲍 5。138 
分 析 : 本 题 要 证 明 的 结论 EF 二 AE’ 十 BF?, 是 两 条 线段 的 平 
方 和 问题 ,是 一 个 勾 股 定理 应 用 的 表示 式 , 所 以 AE 和 BF 就 应 是 
一 个 直角 三 角形 的 两 条 直角 边 . 但 图 形 中 这 两 条 线段 并 没有 公共 
的 端点 ,所 以 应 改变 它们 的 位 置 ,使 它们 具有 公共 的 端点 , 且 应 互 
相 垂直 , 但 已 知 ZC=90",4 丈 和 BF 已 经 牌 直 , 所 以 实质 上 就 是 
要 将 BF (或 4AE) 平 行 移动 到 和 AE( 或 BF) 具 有 公共 端点 ,也 就 是 
。292 。 
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图 5，139 色 5。140 
应 过 4 作 BF 的 平行 线 . 但 这 条 平行 线 一 作出 ,就 出 现 了 过 线段 
两 端的 平行 线 , 且 条 件 中 还 给 出 了 DD 是 4B 的 中 点 ,所 以 可 添加 
中 心 对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 肯 ,添加 的 方法 是 将 过 端点 的 平行 
线 与 过 中 点 的 直线 相交 ,于 是 过 4 作 CB 的 平行 线 交 FD 的 延长 
线 于 G, 从 而 由 GAD= 人 FBD,AD=BD, 人 ADG= 人 BDF ,就 
可 证 得 人 A4DG 纪 和信 BDF,AG== BF,DG==DF. 又 因为 ED LDF， 
这 样 又 出 现 了 GF 边 上 的 中 线 和 高 重合 ,所 以 可 应 用 等 腰 三 角形 
中 的 重要 线段 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 由 于 这 个 等 腰 三 角形 
尚 缺少 一 条 腰 , 所 以 应 连结 EG ,就 可 得 EG 二 EF. 而 在 人 EGA 中 ， 
由 一 FE4G= 90" ,就 可 得 EG:=4 恬 十 4G? ,所 以 结论 可 以 证 明 . 

例 42 已 知 :AB 是 @O 的 直径 ,4C 是 弦 ,OD| AC 垂 足 是 
D,BD 的 延长 线 交 @O 于 E,CF 1BE 交 ©O 于 F, 交 BE 于 G. 
求证 :ED=GD. 

分 析 : 本 题 的 条 件 中 出 现 了 4B 是 @O 的 直径 ,所 以 可 应 用 半 
圆 上 的 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 现在 图 形 中 有 直径 ,有 
半圆 上 的 点 巨 , 而 没有 圆周 角 , 所 以 应 先 将 圆周 角 添 上 ,也 就 是 连 
结 4 五 后 ,可 得 二 4EB=90". 而 条 件 中 还 给 出 CF | BE, 所 以 有 
AE/ FC. 

现在 问题 是 要 证 明 ED=GD, 而 已 知 EG 和 AC 在 DD 点 相交 ， 
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图 5. 141 


所 以 要 证 明 相 等 的 这 两 条 线段 就 位 于 一 组 对 
顶 角 , 即 一 4DE 和 LCDG 的 两 边 且 成 一 直 
线 ,从 而 就 可 应 用 中 心 对 称 型 的 全 等 三 角形 
进行 证 明 . 找 中 心 对称 型 全 等 三 角形 的 方法 ， 
是 将 过 端点 的 一 组 平行 线 与 过 中 点 的 直线 相 
交 . 由 于 已 经 出 现 了 过 端点 的 平行 线 AE 和 
GC, 它 们 和 过 万 的 直线 4C 相交 ,就 可 找到 图 5 143 
这 对 全 等 三 角形 应 是 八 ADE 和 人 ACPDG ,在 这 
两 个 三 角形 中 , 角 对 应 相等 的 条 件 已 经 解决 ,所 以 要 再 找 一 组 边 对 
应 相等 的 条 件 , 而 ED=GD 是 要 证 的 结论 ,不 能 用 ,所 以 要 另 找 一 
组 对 应 边 相等 . 而 由 条 件 OD | 4C,4C 是 @O 的 弦 , 所 以 应 用 重 
径 定 理 就 可 得 4D=CD, 从 而 完成 分 析 . 
例 43 已 知 : 人 4BC 中 ,4D 是 中 
线 , AE 是 角 平 分 线 , 过 4、D、E 三 点 的 
@O 交 4B、AC 于 FG. 求 证 :BF=CG. 
“分析: 本 题 要 证 明 BF 二 CG, 而 这 两 
条 线段 所 在 的 位 置 不 易 直 接 建立 它们 之 
间 的 等 量 关 系 , 所 以 可 考虑 将 线段 改变 位 
置 . 由 于 BF.CG 是 过 线段 BC 的 两 端的 
线段 , 且 条 件 中 还 出 现 D 是 BC 的 中 点 ,所 以 考虑 将 线段 进行 平 








图 5。144 
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移 . 于 是 将 CG (或 BF) 平 行 移动 到 以 B( 或 C) 为 端点 ,而 过 B 所 作 
GC 的 这 条 平行 线 一 出 现 , 就 出 现 了 过 线段 BC 的 两 个 端点 的 一 组 
平行 线 , 且 D 是 BC 的 中 点 ,所 以 可 添加 中 心 对 称 型 全 等 三 角形 
进行 证 明 ,添加 的 方法 是 将 过 端点 所 作 的 平行 线 与 过 中 点 的 直线 
相交 . 于 是 过 B 作 4C 的 平行 线 交 GD 的 延长 线 于 五 ,从 而 由 
ZHBD= LGCD,BD=CD 和 LHDB= LGDC 就 可 得 人 HBD 





图 5，145 图 5。146 
各 和 GCD,BH 二 CG. 这 样 问题 就 转化 成 要 证 BF 二 BH. 而 这 又 是 
两 条 具有 公共 端点 B 的 相等 线段 ,它们 就 可 以 组 成 一 个 等 腰 三 角 
形 ,但 这 个 等 腰 三 角形 只 有 两 条 腰 而 没有 底 边 ,所 以 连结 五, 间 
题 也 就 成 为 一 个 等 腰 三 角形 的 判定 问题 ,也 就 是 要 证 人 BFH = 
ZBHEF. 
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图 5。147 图 5 148 
由 条 件 A4.F.D.G 四 点 共 圆 , 所 以 可 应 用 圆周 角 的 基本 图 形 
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或 者 也 就 是 圆 内 接 四 边 形 的 性 质 进行 证 明 . 由 于 4.G、.C 成 一 直 
线 , 出 现 了 人 DGC 是 圆 内 接 四 边 形 的 外 角 , 所 以 连接 DF 后 ,可 得 
了 PGC 二 人 DFAh. 而 由 BH/GC, 又 可 得 人 DHB= 人 DGC, 所 以 
LDFA= 人 DHB, 这 样 又 可 得 D.F、B、H 四 点 共 圆 . 然后 再 一 次 
应 用 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 ,可 得 人 BFH= 人 BDH ,人 人 BHF= 
公 BDF ,从 而 问题 就 转化 成 要 证 人 BDH = 人 BDF. 而 人 人 BDH = 
芝 CDG ,所 以 问题 成 要 证 BDF= 人 CDG. 

再 由 条 件 D.E、G、4 四 点 共 圆 ,可 得 人 CDG = 人 CAE. 而 由 
A、F.DE 四 点 共 圆 ,B.D、E 成 一 直线 ,又 可 得 人 BDF= 人 BAE. 
再 由 条 件 中 给 出 的 人 CAE== 人 BAE, 就 可 以 证 明 上 述 性 质 . 

由 于 本 题 要 证 明 相等 的 两 条 线段 BF 和 CG 都 是 害 线 的 圆 外 
部 分 , 且 图 形 中 还 出 现 了 过 贺 外 的 点 B.C 分 别 作 圆 的 两 条 人 割 线 ， 
所 以 本 题 也 可 直接 应 用 逆 平 行 线 型 相似 三 角形 的 性 质 , 或 者 也 就 
是 割 线 定理 来 进行 证 明 . 于 是 就 可 得 ;BF 。 A 站 。 BE 和 CG 





‘CA=CE . CD, BF 一 民生 和 CG= 2 D 广 样 问题 就 成 
为 要 证 DBE 一 CE CD ,而 已 知 BD 一 CD, 所 以 上 式 又 简化 为 


证 = cE 而 区 AE 是 和 平和 所 以 应 用 三 角形 角 平 分 线 的 性 


质 就 可 以 得 到 以 上 结论 ,分 析 也 就 可 以 完成 . 

例 44 已 知 :两 等 贺 ©O,、@O, 相交 于 A4、.B,C 是 48 的 中 
点 ,过 CC 任 作 一 割 线 交 两 圆 于 EK. 求证 :CE==CF. 

分 析 : 由 于 @O、.OO: 相交 于 4.B, 所 以 就 要 应 用 相交 两 圆 的 
性 质 : 连 心 线 垂直 平分 公共 弦 . 于 是 连结 00: 后 ,可 得 O10; 必定 
经 过 公共 弦 4B 的 中 点 C. 且 由 @O; 和 @O: 是 等 圆 , 又 可 证 明 
OiC=0O2C. 

现在 问题 是 要 证 CE=CF ,而 我 们 已 证 明 OO; 和 EF 在 C 点 
相交 ,这 样 就 出 现 了 OC 和 OC ,EC 和 FC 这 两 组 相等 线段 都 是 
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位 于 一 组 对 顶 角 , 即 人 Oi,CE 和 人 OsCF 的 两 边 , 且 
成 一 直线 ,从 而 就 可 添加 中 心 对 称 型 的 全 等 三 角 
形 进行 证 明 . 添加 的 方法 是 将 这 四 个 端点 两 两 连 
结 起 来 组 成 全 等 三 角形 . 于 是 连结 O.E 和 OF, 则 
AoOiEC 和 AoO:FC 就 是 一 对 中 心 对 称 型 全 等 三 角 
形 . 由 于 O1E 和 OiF 是 等 圆 的 半径 ,当然 相等 , 且 
已 证 O,C=O:C 和 OJCE = LOsCF, 同 时 又 有 
OE>OC,OF>>OC ,所 以 出 现 了 两 边 以 及 大 边 
对 角 对 应 相等 ,于 是 这 两 个 三 角形 全 等 就 可 以 证 
明 . 

当然 ,在 上 述 分 析 中 是 应 用 了 两 边 以 及 大 边 
对 角 对 应 相等 的 判定 全 等 三 角形 的 方法 . 假如 仍 
然 要 用 基本 的 判定 定理 , 那 末 由 OIC 和 OC 这 两 
条 相等 线段 仍然 是 位 于 一 组 对 顶 角 的 两 边 ,而 且 
成 一 直线 ,所 以 仍然 可 以 添加 中 心 对 称 型 全 等 三 
角形 进行 证 明 . 添加 的 方法 也 还 是 过 端点 作 平行 
线 ,于 是 可 选取 与 EF 垂直 的 方向 作为 平行 线 的 
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图 5，150 


方向 ,也 就 是 过 O1、O; 分 别 作 EF 的 垂 线 ,如 设 垂 足 为 G、 玉 , 那 末 
立即 可 以 得 到 人 OCG 和 人 入 02CH 是 一 对 中 心 对称 型 的 全 等 三 角 


形 , 其 全 等 的 条 件 是 OC =OC、 OICC = 
AO:C 和 ~OIGC== 人 OHC 一 90", 于 是 CG= 
CH;,0.:G==02H. 因 此 在 人 O1EG 和 人 OsFH 中 ,由 
OG=O:H ;OE=0O:F, AOGE = AO:HF = 90°, 
可 得 这 两 个 三 角形 也 是 一 对 中 心 对 称 型 全 等 三 角 
形 , 于 是 由 GE=HF, 就 可 以 证 明 CE 二 CF. 

例 45 已 知 :人 4BC 内 接 于 ©O,AD、BE 是 
高 ;, 态 是 垂 心 ,过 B.H.C 三 点 作 @O' ,M 是 BC 
的 中 点 ,延长 4M 交 @O' 于 N. 求 证 :AM=MN. 





图 5，151 
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多 5。，152 二 5。153 

分 析 : 由 于 如 是 人 ABC 的 重心 和 @O 是 A4BC 的 外 接 圆 ， 
就 可 应 用 三 角形 垂 心 的 性 质 ,也 就 是 三 角形 的 重心 关于 三 角形 的 
边 的 对 称 点 必定 在 三 角形 的 外 接 圆 上 的 性 质 进 行 证 明 . 于 是 可 先 
作出 巨 关 于 BC 边 的 对 称 点 ,也 就 是 延长 AD 交 O 于 下 ,就 应 有 
DH 二 DF. 这 是 由 AD.BE 是 八 ABC 的 高 ,可 得 4DC= 一 BEC 
二 90°,HH.D.C.E 四 点 共 圆 ,BHD== 人 A4CB. 而 由 A、B、F\C 四 
点 共 圆 ,又 可 得 连结 BF 后 ,有 人 BFH= 人 ACB. 所 以 人 L 人 BHF 
了 BFH,BH==BF, 从 而 就 可 得 DH=DF. 

现在 再 由 条 件 BC | FH ,就 出 现 了 BC 是 FH 的 垂直 平分 
线 ,所 以 连结 CH、CF 后 ,又 有 CH 二 CF. 这 样 人 BCH 和 和信 BCF 
就 是 一 对 轴 对 称 型 的 全 等 三 角形 ,从 而 有 这 两 个 全 等 三 角形 的 外 
接 圆 一 定 相等 ;而 由 A、.B、F、C 四 点 共 圆 又 可 知人 BCF 的 外 接 图 
就 是 人 A4BC 的 外 接 圆 ,所 以 DO 和 @O' 是 等 圆 . 这 时 M 就 成 为 公 
共 弦 BC 的 中 点 ,而 4N 是 过 M 点 的 割 线 , 所 以 根据 两 等 圆 相交 
的 性 质 ,连结 00' 后 ,00' 必定 过 M 点 , 且 OM 二 0' M; 那 末 进 一 
步 连结 OA4 和 NO' 后 ,可 证 明 AO4M 和 AO NM 是 一 对 中 心 对 
称 型 全 等 三 角形 ,所 以 4M=MN 就 可 以 证 明 . 
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第 三 节 旋转 型 


【分 析 方 法 导 引 ] 

如 果 几 何 问题 中 出 现 了 两 个 具有 公共 顶点 的 等 
边 三 角形 或 正方 形 时 ,就 可 以 想到 要 应 用 旋转 型 全 
等 三 角形 的 基本 图 形 进行 下 明 . 接 下 来 就 应 找 出 全 
等 三 角形 ,方法 就 是 从 公共 顶点 (也 就 是 旋转 中 心 ) 
出 发 ,在 两 个 等 边 三 角形 或 正方 形 中 , 选 定 两 条 边 ， 
然后 两 两 组 成 全 等 三 角形 . 如 全 等 三 角形 向 未 出 现 
的 话 ,可 将 两 组 端点 分 别 连结 起 来 ,组 成 全 等 三 角 
形 . 再 进一步 就 可 应 用 旋转 型 全 等 三 角形 的 基本 图 
形 的 性 质 来 完成 分 析 . 这 时 应 注意 应 用 两 个 加 周 角 
的 基本 图 形 的 性 质 ,因为 在 全 等 三 角形 的 两 组 相等 
的 对 应 角 中 ,一 组 可 构成 同 弧 所 对 的 圆周 角 ,一 组 可 
构成 图 内 接 四 边 形 的 外 角 和 内 对 角 . 

以 上 的 分 析 方法 可 推广 应 用 到 任意 正 多 边 形 

如 果 几 何 问题 中 出 现 了 由 一 点 发 出 的 两 组 实 成 
等 角 的 相等 线段 时 ,一般 是 由 两 组 从 一 点 发 出 的 相 
等 线段 出 发 ,然后 判断 它们 两 两 的 夹 角 是 否 可 能 相 
等 , 若 能 断定 等 量 关系, 就 应 想到 要 应 用 旋转 型 全 等 
三 角形 进行 证 明 . 然后 就 将 这 两 组 相等 线段 两 两 组 
成 全 等 三 角形 ,并 进而 完成 分 析 . 

如 果 几 何 问题 中 出 现 了 过 正方 形 的 一 个 项 点 向 
过 它 的 相 名 顶点 的 一 条 直线 所 作 的 垂 线 时 ,就 可 以 
想到 要 应 用 绕 正方 形 的 中 心 旋转 90" 的 全 等 三 角形 
进行 证 明 . 然后 就 应 找 全 等 三 角形 ,方法 是 从 已 知 的 

* 299。 





这 个 正方 形 的 顶点 的 对 角 顶 点 向 同一 条 直线 作 午 
线 , 就 可 找到 全 等 三 角形 ,再 进一步 就 可 以 应 用 直角 
三 角形 的 性 质 , 特 点 是 在 直角 的 两 边 外 俩 的 两 个 名 
角 互 余 的 性 质 来 完成 分 析 . 

例 46 已 知 : 人 4BC 中 ,以 4B、 
BC、AC 为 边 在 BC 的 同 旁 作 等 边 PFC 
A4BD, 等 边 AhCE, 等 边 ABCF. 求 ， E 
证 :四 边 形 4AEFD 是 平行 四 边 形 . … 7 

分 析 : 本题 条 件 中 出 现 了 三 个 等 边 。 

三 角形 , 且 两 两 有 一 个 公共 顶点 ,所 以 每 

两 个 等 边 三 角形 都 可 以 得 到 一 对 旋转 型 -图 -5。154 

的 全 等 三 角形 ,因此 在 这 个 图 形 中 一 共 出 现 三 对 旋转 型 的 全 等 三 
角形 ， 它们 都 可 以 用 由 公共 项 点 发 出 的 两 组 相等 线段 丙 而 组 成 人 
等 三 角形 的 方法 找到 





图 5，。155 图 5，156 

如 取 以 点 B 为 公共 顶点 的 等 边 人 ABD 和 人 和信 BCF, 则 由 8B 发 
出 的 两 组 相等 线段 是 BD、.B4A、BF、BC ,它们 两 两 组 成 的 全 等 三 角 
形 是 人 BDF 和 入 BAC ,全 等 的 条 件 是 BD 一 BA,BF=BC ,它们 的 
夹 角 了 DBF 和 ABC 都 等 于 旋转 角 60° 减 去 公共 部 分 人 ABF ,从 
而 就 可 证 明 DF 二 AC. 而 已 知 4C=AE, 所 以 DR==AE. 根据 同样 
的 道理 可 以 证 明 AD==EF ,所 以 四 边 形 AEFD 就 是 平行 四 边 形 . 

例 47 已 知 :P 是 等 边 人 4BG 内 的 一 点 ,以 PB、PC 为 边 向 
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Bc 所 在 的 一 侧 作 等 边 人 PBD、 人 PCE. 求 证 :PA=DC 一 EB. 


A 


4 


B Re 


E 





图 5。157 图 5。158 

分 析 ; 本 题 的 条 件 中 出 现 了 三 个 等 边 三 角形 , 且 它 们 两 两 有 一 
个 公共 顶点 ， 从 而 可 应 用 旋转 型 全 等 三 角形 进行 证 明 . 由 于 等 边 
入 PBD 和 等 边 人 ABC 具有 公共 顶点 B, 所 以 由 B 点 发 出 的 两 组 
相等 线段 就 是 BA、BC 和 BP、BD， 那 末 由 它们 
两 两 组 成 的 全 等 三 角形 就 是 人 BAP 和 
入 BCD, 全 等 的 条 件 就 是 BA=BC,BP= BD 
以 及 它们 的 夹 角 , 即 辽 ABP 和 人 CBD 都 等 于 
旋转 角 60" 减 去 公共 部 分 PBC. 从 而 就 可 证 
得 PA=DC. 

而 由 等 边 APCE 和 等 边 人 ACB 具有 公共 FE 
顶点 C, 根 据 辣 样 的 道理 又 可 得 人 ACP 包 。 时 
人 和信 BCE,PA=EB, 从 而 即 可 证 明 结论 . 

如 果 我 们 考虑 等 边 人 APBD 和 等 边 人 PEC 具有 公共 顶 ， 点 PP， 
那 末 由 了 P 点 发 出 的 两 组 相等 线段 就 是 PB、PD 和 PE、PC， 它们 
两 两 组 成 的 全 等 三 角形 就 是 人 PBE 和 APDC, 全 等 的 条 件 就 是 
PB=PD,PE= PC, 它 们 的 夹 角 , 即 人 BPE 和 和 DPC 都 等 于 旋转 
角 60* 加 上 公共 部 分 一 DPE, 从 而 也 可 证 明 BE=DC ,分 析 也 可 以 
完成 . 

例 48 已 知 :A4BC 中 ,以 AB、AC 为 边 向 外 作 等 边 人 ABD 
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和 等 边 人 ACE. 求证 :CD=BE. 


已 





B C 
图 5。160 图 5。161 

分 析 : 在 本 题 的 条 件 中 ,出 现 了 两 个 以 4 为 公共 顶点 的 等 边 
A4BD 和 等 边 人 ACE, 从 而 就 出 现 了 一 对 旋转 型 的 全 等 三 角形 . 
根据 由 公共 顶点 4 发 出 的 两 组 相等 线段 AD、4B 和 AC、A4E 两 两 
组 成 全 等 三 角形 的 方法 ,可 找到 这 一 对 全 等 三 角形 应 是 人 ADC 和 
和 A 人 465. 全 等 的 条 件 是 4D= 4B、AC 二 4E, 它 们 的 夹 角 DAC 
和 一 B4E 都 等 于 旋转 角 60* 加 上 公共 部 分 BAC, 因此 CD=BE 
就 可 以 证 明 . . 

例 49 已 知 :人 4ABC 中 ,以 AB、AC 为 边 向 外 作 等 边 人 4BD 
和 等 边 八 ACE ,CD、BE 相交 于 FF. 求证 :AF 平分 人 DFE. 


D D 


B C B C 
图 5，162 图 5。，163 
分 析 : 本题 的 条 件 中 ,出 现 了 两 个 以 4 为 公共 顶点 的 等 边 
A4BD 和 等 边 作 ACE, 从 而 就 出 现 了 一 对 旋转 型 全 等 三 角形 . 根 
据 由 公共 顶点 发 出 的 两 组 相等 线段 两 两 组 成 全 等 三 角形 的 方法 ， 
可 找到 这 对 全 等 三 角形 应 是 A4DC 和 人 和 八 ABE. 全 等 的 条 件 是 AD 
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=AB, AC=AE 和 LDAC= ABAE= 
60' 十 ZBAC. 在 证 明了 人 4DC 和 4 E 
和信 4BE 是 一 对 旋转 型 全 等 三 角形 以 后 ， 
由 于 在 旋转 型 全 等 三 角形 的 基本 图 形 
中 ,必定 同时 出 现 两 个 图 内 接 四 边 形 ， 
所 以 就 可 由 A4DC 宅 A4B, 推 得 
4DF= 4BF, 从 而 又 可 进一步 推 得 图 5 ”164 
A.D.B.F 四 点 共 圆 ,了 AFD 一 人 ABD= 二 60°, 而 由 B、F.E 成 一 直 
线 ,又 可 证 人 4FE= 4DB=60", 所 以 结论 可 以 证 明 ， 

本 题 在 证 明了 和 人 4DC 和 八 ABE 
是 一 对 旋转 型 全 等 三 角形 以 后 ,由 于 ? : 
结论 中 出 现 的 AF 可 以 看 作 是 人 A4DC ~ 
中 的 一 条 线段 , 故 当 人 A4DC 绕 4 旋转 CN 一 
60° 到 入 ABE 的 位 置 时 , 4F 也 应 随 AAAN 
和信 ADC 的 旋转 而 绕 4 旋转 60° 到 达 B 人 
A4BFE 中 的 对 应 位 置 , 如 果 下 点 落 到 图 5。165 
了 G 点 上 , 则 必 有 BG 二 DF ,所 以 可 在 BE 上 截取 BE= DF ,并 连 
结 4G, 那 就 可 得 八 ADF 和 人 和 八 ABG 也 是 一 对 旋转 型 全 等 三 角形 ， 
全 等 的 条 件 是 A4D=A4B, 人 ADF 二 人 ABG 和 DF=BG, 人 人 AFD= 
4GB,4F 一 4G, 而 这 是 两 条 具有 公共 端点 的 相等 线段 ,它们 可 
以 组 成 一 个 等 床 三 角形 ,应 用 等 腰 三 角形 的 性 质 又 可 得 人 AFG 一 
迪 4GB, 从 而 也 就 可 以 证 明和 AFD== 人 AFCG. 

例 50 已 知 :以 A4BC 的 三 边 为 边 向 外 作 等 边 人 4BD、 等 边 
人 ACF 和 等 边 人 BCE,CD.BF 相交 于 G. 

求证 :A.G.E 共 线 且 CD=BF=AE. . 

分 析 ; 本 题 要 证 明 A.G、E 共 线 ,所 以 可 根据 三 个 点 成 一 直线 
的 定义 ,将 4.G.E 三 点 分 两 次 连结 ,然后 证 明和 4GD 十 人 人 DGB 十 
/BGE==180°*. 由 于 条 件 中 出 现 了 A4BD 和 人 入 ACF 是 具有 公共 
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色 5。168 反 5。169 
顶点 4 的 等 边 三 角形 ,所 以 就 出 现 了 一 对 旋转 型 全 等 三 角形 , 根 
据 由 公共 顶点 4 发 出 的 两 组 相等 线段 两 两 组 成 全 等 三 角形 的 方 
法 ,就 可 找到 这 对 全 等 三 角形 是 人 A4DC 和 人 A4BF. 全 等 的 条 件 是 


AD=4B,AC= 二 AF 和 DAC= 人 BAF 一 60" 十 人 人 BAC. 于 是 就 有 
上 ADG= 人 ABG,A、D、B.G 四 点 共 圆 ,AGD== 人 ABD= 60"， 
DGB= LDAB 一 60*. 又 因为 D.G、C 成 一 直线 ,就 出 现 了 
DGB 是 四 边 形 BECG 的 一 个 外 角 , 而 BEC 一 60°, 所 以 就 有 
LDGB==LCEB,B、E.C.G 四 点 共 圆 ,从 而 也 就 可 以 证 明和 BGE 
二 BCE 一 60°, 并 可 进一步 证 明 A、G、E 共 线 . 

由 于 条 件 中 还 给 出 ABCE 也 是 等 边 三 角形 , 且 它 分 别 与 等 边 
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和 A46D 和 等 边 A4CF 有 公共 的 顶点 B 和 C. 所 以 又 可 以 分 别 组 
成 一 对 旋转 型 全 等 三 角形 . 根据 由 公共 顶点 发 出 的 两 组 相等 线段 
两 两 组 成 全 等 三 角形 ,就 可 以 找到 这 两 对 全 等 三 角形 是 和 作 DBC 和 
个 ABE, 信 BCF 和 和 八 ECA. 那 末 在 证 明了 其 中 的 一 对 全 等 以 后 ,就 
可 证 明 CD=BF= AE. 

本 题 在 连结 4C、EG ,并 证 明了 和 A4DPC 宕 A4BF 后 ,也 可 以 


Db D 
A F A F 
7 Bg 
AN AN 
B NA B C 
E E 
图 5。170 网 5，171 
考虑 在 A4DC 中 的 线段 4G 随 着 人 4PC 绕 4 点 旋转 到 达 八 ABF 
中 的 对 应 位 置 , 所 以 在 BF 上 截取 B 及 = DG ,并 连结 4 如 , 则 由 
4D=4B, ADG 一 人 ABH 和 DG = BH, 就 可 得 八 ADG 锋 
人 ABH,4G=AH, AGD= /AHB, 人 DAG 一 人 BAH ,又 因为 
LDAB= /LDAG — LBAG= 60, 所 以 人 GAH = LBAH ~ 
B4G 也 等 于 60°, 因 而 八 A4GH 也 是 等 边 三 角形 ,所 以 人 AGD= 
人 AHB 二 人 人 AGH 一 60". 而 已 知 B.G、F 成 一 直线 ,从 而 就 可 得 
DGB=180° 一 60° 一 60° 二 60°. 这 样 要 证 明 4、G、.E 成 一 直线 ,就 
”转化 成 要 证 一 BC 天 = 60". 
由 于 条 件 中 给 出 ABC 天 是 等 边 三 角形 , 且 已 证 明和 BGD= 
60°,GB 的 端点 B 就 是 人 BCE 的 顶点 ,所 以 可 添加 60° 角 的 特殊 角 
三 角形 ,在 本 题 中 也 就 是 可 直接 添加 等 边 三 角形 进行 证 明 . 于 是 在 


GD 上 截取 GK = BK, 并 连结 BK, 即 可 证 明和 信 BGK 是 等 边 三 角 
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形 . 这 样 就 又 出 现 了 人 ABGK 和 人 A 人 BEC 是 两 个 具有 公共 顶点 B 的 
等 边 三 角形 ,所 以 又 可 以 得 到 一 对 旋转 型 全 等 三 角形 . 而 现在 由 公 
共 顶 点 发 出 的 两 组 相等 线段 是 BE、BC 和 BG、BK ,它们 两 两 组 成 
的 全 等 三 角形 就 是 人 BEG 和 和 八 BCK ,而 全 等 的 条 件 就 是 BE= 
BC,BG= BK 以 及 它们 的 夹 角 , EBG= 人 CBK 都 等 于 60° 十 
/CBG, 从 而 就 可 证 明了 BGE 二 人 BKC 二 60°, 也 就 可 以 证 明 4、 
G.E 成 一 直线 . 接 下 来 就 可 以 通过 证 明 ABDCSAB4E 或 
AcFE42ACB 来 证 得 CD 二 BF=AE. 


例 51 已 知 :D 是 A4BC 内 的 一 点 ， A 
上 “4DB= ~BDC=CD4=120",P 是 区 
A4BC 内 的 任 一 点 .求证 : AD 十 BD+CD NN 
Sa 
PA+PB+PC. B C 
分 析 : 本 题 结论 中 出 现 的 AD 十 BD 十 图 5 .172 


CD 是 线段 和 的 关系 ,所 以 可 根据 线段 的 和 

的 定义 ,将 这 三 条 线段 接 起 来 . 如 果 考 虑 将 4D.CD 接 到 BD 上 
去 , 则 可 将 4D 接 到 BD 上 ,也 就 是 延长 8D 到 已 ,使 DE 一 4D, 由 
于 这 是 两 条 具有 公共 端点 的 相等 线段 ,所 以 它们 可 组 成 一 个 等 腰 


4 


B C B C 


F 


图 5，173 图 5。174 
三 角形 ,于 是 连结 AE, 但 由 于 ADB=120°, 有 是 B.D.E 成 一 直 
线 , 所 以 有 4DE 一 60" ,这 样 就 可 得 人 47DE 实际 上 是 一 个 等 边 三 
角形 . 
接 下 来 的 问题 就 是 再 将 CD 接 上 去 ,于 是 再 延长 B 巨 到 书 , 使 
EF 二 CD. 但 由 入 ADE 是 等 边 三 角形 ,又 可 得 AD= AE, 旦 
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了 AED==60°, 而 B.E、F 也 成 一 直线 ， 
所 以 人 AEF 二 120°, 也 就 可 得 人 ADC = 4 ____F 
人 AEF ,这样 就 出 现 了 两 边 和 夹 角 对 应 LA 
相等 的 条 件 , 从 而 就 构成 人 4DC 和 人 一 EN 
和 人 AEF 是 一 对 旋转 型 全 等 三 角形 ,于 上 5 
是 连结 AF ,就 可 得 人 A4DC 空 人 A4EF. 图 5. 175 
现在 由 4 点 发 出 的 一 组 相等 线段 组 成 了 等 边 人 ADE, 所 以 另 一 组 
相等 线段 4C 和 AF 必定 也 组 成 等 边 三 角形 ,所 以 连结 CF. 就 可 
由 入 ADC 纪 入 AEF, 推 得 4C=4F,D4C 王 ~E4F, 但 人 DA4C 
十 人 CAE= LADAE=60', 所 以 LCAF = 人 EAF 十 人 CAE 也 等 于 
60*, 从 而 也 就 证 明了 和 人 4CF 也 是 等 边 三 角形 . 

由 于 对 和 信 ABC 来 说 ,B 是 一 个 确定 的 点 ,而 4C 确定 后 ,也 
是 一 个 确定 的 点 ,所 以 以 上 的 结果 表明 AD 十 BD 十 CD 实质 上 就 


F A 


A 
; 2 / .AS 7 
全 5。176 图 5 .177 
是 连结 两 个 确定 的 点 B.F 之 间 的 线段 ,所 以 应 用 线段 的 性 质 ,要 
证 明 结 论 就 只 要 证 明 将 PA、PB、PC 接 起 来 是 连结 B、F 这 两 点 
之 间 的 一 条 折线 . 于 是 在 图 形 中 保持 BP 不 动 ,而 先 将 PA 接 过 
来 . 由 于 在 前 述 分 析 中 ,将 AD 接 到 BD 上 时 ,实质 上 是 通过 一 个 
等 边 三 角形 来 进行 的 ,所 以 将 PA 接 过 来 时 ,也 可 以 同样 地 通过 一 
个 等 边 三 角形 来 进行 ,于 是 以 P4 为 边 作 等 边 人 4APQ, 则 4P 就 成 
为 PQ. 但 在 作出 了 等 边 人 APQ 后 ,由 于 我 们 已 证 人 ACF 也 是 等 
边 三 角形 ,这 样 就 出 现 了 两 个 以 4 为 公共 顶点 的 等 边 三 角形 ,就 
又 可 以 得 到 一 对 旋转 型 全 等 三 角形 . 根据 由 公共 顶点 4 发 出 的 两 
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组 相等 线段 4P、4Q 和 AC、AF 两 两 组 成 全 等 三 角形 的 方法 可 以 
找到 这 对 三 角形 应 是 A4PC 和 人 A4QP ,于 是 应 连结 QF ,全 等 的 
条 件 就 是 这 两 组 边 对 应 相等 , 且 它 们 的 夹 角 和 PAC 和 LQAF 也 
相等 ,都 等 于 旋转 角 60° 减 去 公共 部 分 LCAQ, 从 而 就 有 CP = 
FQ,AP 十 BP 十 CP=BP 十 PQ 十 QF ,所 以 结论 可 以 证 明 , 而 其 中 
的 等 号 只 能 在 P 点 与 DD 点 重合 时 成 立 . 

例 52 已 知 :C 是 A4B 上 的 一 点 ,以 AC、BC 为 边 在 4B 的 同 
侧 作 等 边 人 4CD 和 等 边 人 BCE,AE、BD 与 CD.CE 相交 于 FF、G. 
求证 :CF==CG. 


B 4 C B 
图 5。178 图 5。179 

分 析 : 本 题 条件 中 给 出 A4CD、.ABCE 是 等 边 三 角形 , 且 它 们 
具有 公共 顶点 C, 所 以 可 组 成 一 对 旋转 型 全 等 三 角形 . 现在 由 公共 
顶点 发 出 的 两 组 相等 线段 是 C4.CD 和 CE、CB, 它 们 两 两 组 成 的 
全 等 三 角形 就 是 A4CE 和 和 俯 DCB, 全 等 的 条 件 是 CA=CD,CE== 
CB 以 及 它们 的 夹 角 一 4CE= 一 DCB ,都 等 于 旋转 角 60" 加 上 公共 
部 分 60" ,也 就 是 都 等 于 120". 

本 题 要 证 的 结论 是 CF=CG, 这 是 两 条 具有 公共 端点 的 相等 
线段 ,所 以 可 组 成 一 个 等 腰 三 角形 ,又 因为 4.C、B 成 一 直线 ,从 
而 又 可 得 DCE 二 60°, 所 以 这 个 三 角形 不 仅 是 等 腰 三 角形 ,而 且 
是 一 个 等 边 三 角形 . 而 这 个 等 边 三 角形 与 等 边 作 ACD 或 等 边 
和 人 BCE 又 都 有 一 个 公共 顶点 C, 从 而 又 可 分 别 组 成 一 对 旋转 型 全 
等 三 角形 . 如 果 由 公共 顶点 C 发 出 的 两 组 相等 线段 选取 C4.CP 
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和 CF、CG, 则 这 对 全 等 三 角形 就 是 
A4CF 和 ADCcG, 在 讨论 全 等 条 件 时 ， E 
CF 和 CG 相等 由 于 是 结论 ,不 能 用 ,这 Db 
样 就 可 以 取 AC= DC, 和 人 ACF = 人 DCG 
二 60", 还 需要 的 一 个 条 件 就 可 以 取 由 
A4CF 守 APCB 后 得 到 的 人 CAF = 
人 CDG, 所 以 结论 就 可 以 证 明 . 如 果 由 公 图 5 .180 

共 顶 点 C 发 出 的 两 组 相等 线段 选取 CF.CG 和 CE、CB, 则 这 时 的 
全 等 三 角形 就 是 和 人 CFE 和 AcGB, 然 后 可 用 类 似 的 方法 完成 分 
析 . 

本 题 要 证 明 CF =CG, 而 由 条 件 
A4CD 和 入 BCE 都 是 等 边 三 角形 ,所 以 
攻 4CD= 人 ABE 一 60°, 也 就 可 得 CD/ 
BE ,这样 结 论 中 出 现 的 线段 CF 就 成 为 
人 ABE 内 一 条 边 BE 的 平行 线段 ,所 以 


A C B 





就 可 以 应 用 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 5 3 
明 . 于 是 由 CF // BE, 可 得 入 ACF cn 图 5。181 

CF AC AC.»BE AC. BC 、 
人 4BE,BE 了 4B'Cf~ AB “ACTBC 根据 同样 的 道理 还 





| CG _BC 下 得 CC 一 4C BC 
可 得 ABCGwAB4D,7 态 = 大 ,也 可 证 得 CC 一 和 CE 二 BC ,从 而 


也 可 以 完成 分 析 . 

例 53 已 知 :C 是 线段 48B 上 的 一 点 , 人 ACD、 人 入 BCE、 
和信 4BF 是 等 边 三 角形 ,AE、BD 相交 于 G. 求证 :AE= BD=CF， 
且 G.C.F 共 线 . 

分 析 ; 本 题 条 件 中 出 现 了 三 个 等 边 三 角形 , 且 每 两 个 三 角形 都 
有 一 个 公共 顶点 ,所 以 两 两 可 组 成 三 对 旋转 型 全 等 三 角形 . 若 取 等 
边 A4CD 和 等 边 八 A4BF, 则 由 公共 顶点 4 发 出 的 两 组 相等 线段 
就 是 AD、AC 和 4B、4F ,它们 两 两 组 成 的 全 等 三 角形 就 是 
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AUV A B 
F | F 
图 5。182 图 5. 183 

入 ADB 和 人 入 ACF ,全 等 的 条 件 就 是 A4D=AC、A4B= AF, 人 人 DAB 
二 /CAF 一 60°, 所 以 就 可 得 BD= PFC. 根据 同样 的 道理 ,如 取 具 有 
公共 顶点 B 的 等 边 人 BEC 和 等 边 人 BAF; 则 可 证 人 BEA 绊 
入 BCF ,AE 二 FC, 所 以 结论 可 以 证 明 . | 

如 果 考 虑 取 具 有 公共 顶点 C 的 等 边 人 ACD 和 等 边 人 BCE， 
则 可 证 人 ACE 旨 入 DCB,AE=DB. 从 而 也 可 证 明 结论 ， 

接 下 来 的 问题 是 要 证 G.C、F 共 线 ,所 
以 可 根据 三 点 成 一 直线 的 定义 ,将 G.C 连 E 
绪 后 ,证 明了 GCA 十 么 ACF 一 180". 由 于 我 DG 
们 已 证 ADB 入 人 ACF, 人 ACF= 人 4DB， 
所 以 问题 就 成 为 要 证 人 GCA 十 人 ADCG 一 
180°, 从 而 又 出 现 了 要 证 G.C、A.D 四 点 共 
圆 . 而 由 信 ACE 号 人 DCB 和 人 CAG = 
CDG ,这 个 性 质 就 可 以 证 明 . 

本 题 在 连结 CG ,并 成 为 要 证 GCA 二 图 5，184 
ACF 一 180" 以 后 ,也 可 以 考虑 由 于 GC 应 . 
是 FC 的 延长 线 , 所 以 在 证 明了 和 AA4CF 和 人 入 ADB 是 一 对 旋转 型 
全 等 三 角形 以 后 , 当 人 A4CF 绕 顶 点 4 旋转 60" 到 达 信 ADB 的 位 置 
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时 ,CG 也 就 应 随 A4CF 的 旋转 而 绕 4 点 
旋转 60" 而 到 达 BD 的 延长 线 上 的 位 置 
DH ,这 样 就 出 现 了 人 和 八 4CG 和 入 ADH 应 是 
一 对 旋转 型 全 等 三 角形 , 且 A 人 4CD 是 等 边 
三 角形 ,所 以 人 AGH 也 应 是 一 个 等 边 三 角 
形 . 于 是 作 图 时 也 可 根据 等 边 三 角形 来 进 
行 ,也 就 是 延长 BD 到 五 ,使 GH=GA4, 并 
连结 AH. 然后 应 先 证 八 AGH 是 等 边 三 角 
形 . 

由 于 我 们 已 证 人 4CE 呈 人 DCB, 是 一 
对 绕 顶 点 C 旋转 60° 的 全 等 三 角形 ,所 以 它 
们 的 对 应 边 的 交角 应 都 等 于 60", 从 而 AE 
和 DB 的 交角 也 应 等 于 60", 也 就 是 4GD 区 LN 
二 60°. 具体 的 分 析 也 可 以 是 :在 DB 上 截取 
DK = AG, 并 连结 CK, 则 由 Ch = CD， 
LC4G== 人 CDK 和 AG= DK, 可 得 人 ACG 图 5。186 
QADCK, CG = CK, 4GC = LDKC, LACG = LDCK, 而 
LACD= /LACG— LDCG=60°, 所 以 人 GCK= LDCK 一 人 DCG 
也 等 于 60°, 入 GCK 就 是 等 边 三 角形 ,于 是 就 AGC 二 人 DKC= 
LCGK=60°, 也 就 可 证 明了 AGD=60°. 这 样 也 就 证 明了 俯 4GH 
是 等 边 三 角形 . 

现在 图 形 中 就 出 现 了 和 俯 4GH 和 人 A4CD 是 两 个 具有 公共 顶点 
4 的 等 边 三 角形 ,所 以 也 就 得 到 了 一 对 旋转 型 全 等 三 角形 ,也 就 是 
”由 4H=A4G,AD=AhC,HAD= 人 GAC 都 等 于 旋转 角 60" 减 去 
公共 部 分 了 DAG, 可 得 人 HAD 综 人 GAC, 人 ADH = 人 ACG. 而 
AZADH + LADB= /ADH+ LACF = 180, 所 以 人 ACG 十 
必 ACF 二 180° 也 就 可 以 证 明 . 

例 54 已 知 :以 上 4 BCD 的 邻 边 BC、CD 为 边 ,向 平行 四 边 
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多 5。185 


B 





形 所 在 的 一 侧 作 等 边 人 BCE 和 等 边 
和信 CDF. 求证 : 八 AEF 是 等 边 三 角形 . 
分 析 : 本 题 要 证 明 八 AEF 是 等 边 三 
角形 ,而 已 知人 BCE 是 等 边 三 角形 ,所 ? 
以 就 出 现 了 两 个 具有 公共 顶点 的 等 边 Bp 
三 角形 ,从 而 就 可 得 到 一 对 旋转 型 全 等 
三 角形 ,也 就 是 A4EB 和 入 FEC. 由 于 图 5 "187 
现在 等 边 信 AEF 是 要 证 明 的 结论 ,所 以 就 应 先 证 这 两 个 三 角形 全 
等 . 由 条 件 EB 二 EC, 而 EA 二 EF 是 要 证 明 的 结论 ,不 能 用 ,所 以 
要 另 证 两 个 性 质 . 由 条 件 四 边 形 ABCD 


是 平行 四 边 形 ,4B=PDPC, 而 DC=CF， E 
所 以 有 4B=FC, 这 样 第 三 个 条 件 只 F 

、 这 样 第 ~ 件 只 能 CO 
是 证 它们 的 夹 角 相等 ,也 就 是 要 证 NA D 
FEB4= /ECF. 由 于 人 EBC=60°, 于 pV 


B 
是 人 EBA = 60" 一 人 4BC, 从 而 应 证 5 


ECF 也 等 于 60* 一 4BC. 而 人 ECF 图 5 "188 

二 /BCD 一 人 BCE 一 人 DCF= 人 BCD 一 120*, 这 样 问题 又 成 为 要 
证 60* 一 “4BC= 了 BCD 一 120", 也 即 要 证 人 人 ABC 十 人 人 BCD 二 
180°, 由 于 4B/ DC, 这 个 性 质 是 可 以 证 明 的 . 如 果 在 证 明和 ECF 
二 60" ~ ABC 时 , 考 虚 应 用 平行 线 的 性 质 , 那 末 延长 BC 到 G, 可 
得 LDCG = 人 ABC, 而 人 ECF 二 180" 一 60" 一 60" 一 人 DCG, 所 以 
LECF=60° 一 人 人 ABC ,性 质 也 可 以 证 明 . 

在 证 明了 和信 4EB 旦 人 FEC 后 ,就 可 得 AE 二 FE, 人 人 BEA= 
LCEF,mWLBEC= LBEA+ LAEC=60°, 所 以 LAEF= LCEF 
十 了 4EC 也 等 于 60", 从 而 完成 分 析 . ~ 

例 55 已 知 :P 是 等 边 人 4BC 的 外 接 圆 的 BC 上 的 任 一 点 . 求 
证 :PA==PB+PC. | 

分 析 : 本 题 要 证 明 的 结论 PA 二 PB 十 PC, 是 要 证 明 一 条 线段 
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人 A 分 


图 5。，189 图 5。190 
等 于 两 条 线段 的 和 ,所 以 可 根据 线段 和 或 差 的 定义 ,在 PA 上 先 将 
PB 或 PC 截 去 ,或 者 先 将 PB 和 PC 接 起 来 

若 考虑 在 PA 上 截取 PD==PB, 则 应 证 明 
所 剩 的 线段 DA 和 PC 相等 .由 于 PB 和 PD 是 
两 条 具有 公共 端点 的 相等 线段 ,所 以 可 组 成 等 
腰 三 角形 . 于 是 连结 BD. 又 因为 条 件 中 给 出 4 
BP.C 四 点 共 阅 ,所 以 人 BPD= BCA 一 60°， 
从 而 就 可 得 APBD 是 等 边 三 角形 . 这 样 又 出 现 
了 人 和 人 ABC 和 ADBP 是 两 个 以 B 为 公共 顶点 的 
等 边 三 角形 ,所 以 就 出 现 了 一 对 旋转 型 全 等 三 
角形 .根据 由 公共 顶点 B 发 出 的 两 组 相等 线段 两 两 组 成 全 等 三 角 
形 的 方法 ,可 以 发 现 这 对 全 等 三 角形 应 是 A4BD 和 人 CBP ,全 等 
的 条 件 是 B4 = BC, BD= BP, 人 ABD= 
LCBP 都 等 于 旋转 角 60" 减 去 公共 部 分 
CaBD, 所 以 D4= PC 就 可 证 明 . 

若 考 虑 在 4P 上 截取 4D= PB, 则 应 证 明 1 
所 剩 的 线段 PD 和 PC 相等 . 但 这 两 条 要 证 明 C 
的 相等 线段 具有 公共 端点 ,所 以 可 组 成 等 用“ 

三 角形 ,于 是 连结 CD. 又 因为 4、.B、PC 四 点 
共 圆 , 且 A 人 4BC 是 等 边 三 角形 ,所 以 应 用 圆周 








图 5，191 


DD 


| 风 5。192 
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角 的 基本 图 形 的 性 质 又 有 ~CPD=CB4=60". 这 样 人 PCD 就 
应 是 一 个 等 边 三 角形 . 从 而 图 形 中 又 出 现 了 两 个 具有 公共 顶点 C 
的 等 边 三 角形 ,所 以 又 可 组 成 一 对 旋转 型 全 等 三 角形 . 根据 由 公共 
顶点 C 发 出 的 两 组 相等 线段 两 两 组 成 全 等 三 角形 的 方法 ,可 找到 
这 对 全 等 三 角形 应 是 A4CD 和 和 ABCP. 由 于 现在 APCP 是 等 边 
三 角形 是 要 证 明 的 结论 ,所 以 就 应 先 证 这 两 个 三 角形 全 等 . 由 条 件 
4C 一 BC 和 所 作 的 AD==BP, 再 根据 4、.B、P\C 四 点 共 圆 得 到 的 
了 了 DAC 二 人 PBC, 就 可 以 证 明 这 两 个 三 角形 全 等 ,于 是 DC= PC， 
LACD= LBCP. 而 人 LACD+ 人 人 PCB 一 人 ACB==60°, 所 以 LPCD 
二 了 BCP 十 人 DCB 也 等 于 60", 人 PCD 是 等 边 三 角形 ,从 而 也 就 
证 得 PC=PD. 

现在 我 们 讨论 根据 线段 和 的 定义 而 将 PB 和 PC 接 起 来 的 情 
况 . 如 考虑 将 PB 接 到 PC 上 去 ,那么 在 将 PB 接 到 PC 的 娜 一 个 
方向 的 延长 线 上 又 会 出 现 两 种 可 能 情况 . 

如 考虑 将 PB 接 到 CP 的 延长 线 上 . 则 延 ， 


长 CP 到 也 ,使 PD=PB, 则 问题 就 应 证 PA= 
CD. 但 在 作出 PD=PB 后 ,就 出 现 了 这 是 两 条 
具有 公共 端点 已 的 相等 线段 ,它们 就 可 组 成 一 


个 等 腰 三 角形 ,于 是 连结 BD. 又 因为 4.8.P、 BR 一 
C 四 点 共 圆 , 目 C、.P.D 成 一 直线 , 那 末 应 用 图 -Pp 

内 接 四 边 形 的 基本 图 形 的 性 质 可 得 人 BPD= 
BAC==60°, 所 以 等 腰 三 角形 PBD 就 成 为 一 
个 等 边 三 角形 . 这 样 图 形 中 就 出 现 了 人 ABPD 和 和信 BAC 是 两 个 具 
有 公共 顶点 B 的 等 边 三 角形 ,从 而 也 就 出 现 一 对 旋转 型 的 全 等 三 
角形 . 根据 由 公共 顶点 B 发 出 的 两 组 相等 线段 BD、BP 和 BC、BA 
两 两 组 成 全 等 三 角形 的 方法 可 以 找到 这 一 对 全 等 三 角形 应 是 
人 BPA 和 ABDc, 它 们 全 等 的 条 件 是 B4 = BC, BP = BD， 
PB4= DBC 都 等 于 旋转 角 60" 加 上 公共 部 分 人 PBC ,在 证 明 
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图 5。193 





了 这 两 个 三 角形 全 等 后 ,就 可 得 PA=CD. 
如 将 PB 接 到 PC 的 延长 线 上 , 则 延长 PC 


到 也 使 CD 二 PB, 那 末 只 须 证 明 PD 二 PA. 由 

于 这 两 条 要 证 明 相等 的 线段 具有 公共 的 端点 /| 

P, 岂 以 可 组 成 一 个 等 腰 三 角形 ,于 是 连结 -BB C 
4D, 又 因为 4.B.P.C 四 点 共 加 和 入 ABC 是 LX 
等 边 三 角形 ,所 以 APC= 了 ABC=60", 因 此 ? 

人 APD 又 应 是 一 个 等 边 三 角形 ,这 样 又 出 现 图 5 184 

了 两 个 以 4 为 公共 顶点 的 等 边 三 角形 ,所 以 又 构成 一 对 旋转 型 全 





图 5。195 图 5。196 

等 三 角形 .根据 由 公共 顶点 4 发 出 的 两 组 相等 线段 两 两 组 成 全 等 
三 角形 的 方法 ,可 得 这 对 全 等 三 角形 是 人 A4BP 和 人 4CD, 但 由 于 
AP=PD 和 A4PD 是 等 边 三 角形 都 是 尚未 证 明 的 结论 ,所 以 就 
要 先 证 这 两 个 三 角形 全 等 . 由 条 件 4B 王 4AC 和 所 作 的 BP=CD， 
并 根据 4、B、P\C 四 点 共 圆 和 P、C、D 成 一 直线 所 得 到 的 人 4BP 
二 了 ACD. 就 可 证 明 这 两 个 三 角形 全 等 . 于 是 AP = 4D, 而 
了 了 APD=60°, 所 以 人 APD 是 等 边 三 角形 ,这 样 就 可 证 明 结论 . 

. 例 56 已 知 :VlsNH4s, 人 ABC 是 等 边 三 角形 ,上 且 A、B、C 分 
别 在 如 上 , 疡 是 上 上 的 一 点 ,4DC=30" ,BE 14D, 垂 足 是 
EE. 求 证 :AE=DE. 

分 析 : 本 题 的 条 件 中 出 现 了 一 4DC=30", 所 以 可 添加 特殊 角 
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三 角形 进行 证 明 , 添 加 的 方法 是 过 特殊 
角 一 边 上 的 点 向 另 一边 作 垂 线 ,于 是 过 
A 作 AF:ECD, 并 设 垂 足 是 下 ,就 可 得 
了 了 DAF 二 60°,AD= 二 24F. 而 现在 要 证 明 
AE== DE, 就 是 AD 二 24E, 所 以 间 题 就 
转化 成 为 要 证 4F = AE. 但 这 是 两 条 具 - 
有 公共 端点 4 的 相等 线段 ,它们 可 组 成 图 5” 197 

一 个 等 腰 三 角形 ,于 是 连结 EF. 但 我 们 已 证 人 EAF 一 60 ,所 以 








局 好 一 一 一 


Cc D 
图 5。198 图 5 .199 
入 AEF 应 是 一 个 等 边 三 角形 . 而 条 件 中 又 给 出 A4BC 是 等 边 三 
角形 ,从 而 又 出 现 了 两 个 具有 公共 顶点 4 的 等 边 三 角形 ,所 以 又 
可 组 成 一 对 旋转 型 全 等 三 角形 ,根据 由 公共 顶点 4 发 出 的 两 组 相 
等 线段 两 两 组 成 全 等 三 角形 的 方法 ,可 找到 这 对 全 等 三 角形 应 是 
入 4ABE 和 入 ACF. 但 由 于 入 AEF 是 等 边 三 角形 是 要 证 明 的 结论 ， 
所 以 应 先 证 这 两 个 三 角形 全 等 .于 是 由 BE4= 人 人 CFA 一 90°,4AB 
二 AC 和 人 BA4E = LCAF 都 等 于 旋转 角 60" 减 去 公共 部 分 
ZCAE ,就 可 证 明和 信 ABE 吃 和信 A4CF ,AE 二 AF ,从 而 就 可 以 完成 分 
析 . - . 

例 57 已 知 :4、B.C、.D.E、F 是 QO 上 的 六 点 , 人 04B、 
人 人 OBC、 和信 OCD、AOEF 都 是 等 边 三 角形 ,L、M、NN 分 别 是 DE、 
AF、BC 的 中 点 .求证 :人 AZLMN 是 等 边 三 角形 . 

分 析 : 本 题 的 条 件 中 给 出 人 O04B、 和 OBC、 和信 OCD 是 三 个 连续 
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的 等 边 三 角形 ,它们 组 成 了 半 个 正六 边 形 . 而 
另 一半 中 只 有 一 个 人 OEF 是 等 边 三 角形 ,而 
这 个 等 边 三 角形 在 位 置 上 又 没有 确定 的 要 
求 ,或 者 也 就 是 等 腰 AODE 和 AO4F 并 没 
有 大 小 上 的 确定 的 要 求 , 所 以 人 OEF 就 可 以 
绕 O 旋转 ,而 对 这 个 问题 来 说 , 那 就 是 不 论 
这 个 三 角形 旋转 到 什么 位 置 ,这 个 结论 都 是 
成 立 的 . 而 图 形 在 一 般 位 置 上 成 立 的 性 质 ,在 图 5. 200 

特殊 位 置 上 是 一 定 成 立 的 . 而 作为 要 证 明 的 结论 ,图 形 在 特殊 位 置 
上 时 由 于 有 特殊 的 性 质 可 应 用 ,所 以 就 可 以 首先 加 以 证 明 ， 于 是 将 








图 5。201 | 色 5。202 

入 OEF 旋转 到 圆 内 的 一 个 特殊 位 置 上 ,也 就 是 将 EF 也 旋转 到 
圆 内 接 正 六 边 形 的 顶点 上 ,也 就 是 延长 BO0.CO 交 @O 于 G\ 妃 ,并 
连结 DG.GH .HA, 那 末 六 边 形 4BCDGH 就 是 圆 的 内 接 正六 边 
形 , 对 这 个 正六 边 形 来 讲 , 结 论 当 然 也 应 该 是 成 立 的 .所 以 取 DG 
和 已 4 的 中 点 Q.、P, 并 连接 NQ.QP、.PN, 则 和 人 ANQP 也 是 一 个 等 
边 三 角形 . 

由 于 现在 N、.Q、P 是 正六 边 形 不 相 邻 的 三 边 的 中 点 ,所 以 
和 ANQP 是 等 边 三 角形 是 可 以 证 明 的 . 这 是 因为 NQ 是 等 腰 梯 形 
DGBC 的 中 位 线 ,DC/QN//GB,QN= 广 (DC+GB) 二 了 R. 根 据 
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同样 的 道理 可 证 QP 一 PN 一 交 R, 所 以 
和信 NQP 是 等 边 三 角形 . 

由 于 要 证 明 的 结论 是 ALMN 是 等 边 
三 角形 ,而 我 们 已 经 证 明 人 PNQ 是 等 边 
三 角形 ,这样 就 出 现 了 两 个 以 N 为 公共 项 
点 的 等 边 三 角形 ,所 以 必定 会 构成 一 对 旋 
转型 全 等 三 角形 . 根据 由 公共 顶点 发 出 的 
两 组 相等 线段 两 两 构成 全 等 三 角形 的 方 图 5， 203 








二 5。204 图 5，205 
法 ,可 找到 这 对 全 等 三 角形 应 是 AM NP 和 人 LNQ, 于 是 连结 
LQ、MP. 由 于 人 LMN 是 等 边 三 角形 是 要 证 明 的 结论 ,所 以 就 要 
先 证 这 两 个 三 角形 全 等 . 现在 已 经 出 现 的 全 等 条 件 是 PN 一 QN， 
而 LN 一 MN 是 要 证 明 的 结论 ,所 以 要 另外 证 明 两 个 性 质 . 

, 由 于 现在 条 件 中 出 现 了 .MN.Q、P 分 别 是 DE、AF、BC、 
DG、AH 的 中 点 ,是 多 个 中 点 辣 题 ,所 以 就 可 应 用 三 角形 的 中 位 线 
的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 由 于 工 .Q 所 在 的 线段 DE、DG 有 公 
共 端 点 D, 可 以 组 成 三 角形 ,所 以 LQ 这 两 个 中 点 的 连 线 就 是 三 角 
形 的 中 位 线 ,而 现在 图 形 中 是 有 中 位 线 但 三 角形 不 完整 ,所 以 应 将 
三 角形 的 边 添上 ,也 就 是 连结 BG, 即 可 得 LQ// EG,LQ 一 也 EG. 
根据 同样 的 道理 ,由 M、P 分 别 是 AF、AF 的 中 点 ,连结 PM 后 ， 
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又 可 得 PM/HF,PM== 记 HF. 由 于 这 两 组 性 质 都 与 LQ 和 MP 
有 联系 ,所 以 证 明 AZLNQ 和 和 八 MNP 全 等 的 第 二 个 条 件 就 应 是 证 
LQ 二 MP ,也 就 进一步 成 为 要 证 EG = FH. 然而 在 条 件 中 还 出 现 
了 A 人 OGH 和 人 OEF 又 是 两 个 具有 公共 顶点 O 的 等 边 三 角形 ,所 
以 又 可 以 构成 一 对 旋转 型 全 等 三 角形 . 根据 由 公共 顶点 O 发 出 的 
两 组 相等 线段 两 两 组 成 全 等 三 角形 的 方法 ,可 得 这 对 全 等 三 角形 
应 是 人 OEG 和 人 OFH ,全 等 的 条 件 是 OE = OF,0O0G 一 OH,， 
芝 EOG 一 人 FOH 都 等 于 旋转 角 60° 减 去 公共 部 分 人 GOF ,所 以 就 
有 EG=FH. 

在 证 明了 两 组 边 对 应 相等 以 后 ,由 于 第 三 组 边 相 等 , 即 LN= 
MN 是 要 证 明 的 结论 ,所 以 第 三 个 条 件 只 能 证 明 它们 的 夹 角 相等 ， 
也 就 是 应 证 人 LQN = 人 MPN. 但 我 们 已 证 明 LQ/ EG,QN/ 
GB, 所 以 人 LQN = 人 EGB. 根据 同样 的 道理 ,又 可 得 人 MPN 一 
FHC, 但 在 证 明了 人 OEG 只 和 OFH 后 ,又 有 人 EGO= 人 FHO， 
所 以 上 述 性 质 可 以 证 明 . . 

在 证 得 人 LNQ 生 人 MNP 后 ,就 可 得 LN 二 MN, 人 LNQ= 
了 了 MNP, 而 已 证 LQNP 一 人 MNP 十 人 QNM 一 60°, 所 以 就 有 
ZLNM 一 人 LNQ 十 LQNM 也 等 于 60", 所 以 人 LMN 是 等 边 三 
角形 就 可 以 证 明 . 

本 题 的 条 件 中 出 现 了 工 .M、N 分 别 是 
DE、AF、BC 的 中 点 ,是 多 个 中 点 问题 ,所 
以 可 应 用 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 
进行 证 明 . 由 于 工 .M、N 所 在 的 线段 DE、F 
AF.、BC 没有 公共 端点 ,不 能 组 成 三 角形 ， 
所 以 这 三 个 中 点 两 两 之 间 的 连 线 就 不 是 三 
角形 的 中 位 线 ,这 样 就 要 增加 中 点 , 且 应 增 
加 与 已 知 中 点 所 在 的 线段 DE、AF、BC 有 








公共 端点 的 线段 的 中 点 . 





图 5。207 图 5。208 

由 条 件 人 OAB、 信 OBC、 人 入 OCD 是 三 个 连续 的 等 边 三 角形 ,所 
以 四 边 形 OBCD 和 O4BC 都 是 菱形 . 这 样 已 知 中 点 工 `.N 所 在 的 
线段 DE、BC 的 端点 DD 和 B 就 成 为 一 个 琴 形 的 对 角 顶 点 ,所 以 同 
时 与 工 .V 所 在 的 线段 有 公共 端点 的 线段 就 可 以 选取 萎 形 的 对 前 
线 BD, 于 是 连结 BD, 且 设 BD 交 OC 于 己 , 则 应 用 鞭 形 的 性 质 就 
有 DP 二 BP. 现在 就 出 现 了 P 是 BD 的 中 点 ,而 NN 是 BC 的 中 点 ， 
且 BD、BC 具有 公共 端点 B, 可 以 组 成 三 角形 ,所 以 PN 这 两 个 中 





图 5，209 、 图 5，210 
点 的 连 线 就 是 三 角形 的 中 位 线 ,于 是 连结 PN, 可 得 PN/DC, 且 
PN 一 凸 DC. 根 据 同 样 的 道理 ,连结 AC 交 BO 于 Q, 并 连结 QN 
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后 ,有 QN// AB,QN=#AB. 但 已 知 4B 二 CD; 所 以 PN 二 QN， 
它们 就 是 两 条 具有 公共 端点 的 相等 线段 ,就 可 以 组 成 一 个 等 腰 三 
角形 . 又 因为 人 OBC 是 等 边 三 角形 ,于 是 由 PNVADCVOB 和 QN 
/4BAoc, 可 得 人 PNQ=60", 这 样 由 PN 和 QN 组 成 的 等 腰 三 
角形 就 是 一 个 等 边 三 角形 . 

现在 我 们 要 证 明 的 结论 是 ALMN 是 等 边 三 角形 ,这 样 就 出 
现 了 两 个 具有 公共 顶点 N 的 等 边 三 角形 ,所 以 它们 一 定 可 以 构成 
一 对 旋转 型 全 等 三 角形 ,根据 由 公共 顶点 NN 发 出 的 两 组 相等 线段 
NP、NQ 和 NL、NM 两 两 组 成 全 等 三 角形 的 方法 就 可 以 找到 这 
对 全 等 三 角形 是 ALNP 和 和 八 MNQ, 于 是 连结 LP 和 MQ. 由 于 这 
时 和信 LMN 是 等 边 三 角形 是 要 证 明 的 结论 ,所 以 就 应 先 证 这 两 个 
三 角形 全 等 . 在 这 两 个 三 角形 中 ,已 经 证 明 NP 一 NQ, 而 NA 一 
NM 是 要 证 的 结论 ,所 以 还 要 另 证 两 个 性 质 . 由 于 条 件 中 还 给 出 工 
是 DE 的 中 点 , 毕 已 证 明 P 是 DB 的 中 点 ,DE、DB 有 公共 的 端点 
DD, 可 以 组 成 三 角形 ,所 以 LP 这 两 个 中 点 的 连 线 也 是 三 角形 的 中 
位 线 ,而 现在 的 图 形 中 是 有 中 位 线 但 三 角形 不 完整 ,所 以 应 将 三 角 
形 的 边 添上 ,也 就 是 连结 EB, 就 可 得 LP/EB,LP== 方 EB. 根据 
同样 的 道理 ,由 M.、Q 分 别 是 AF、AC 的 中 点 ,连结 FC 后 ,可 得 
MQ= 寺 PC,MQVFC. 由 于 这 两 组 性 质 是 和 LP、MQ 有 联系 ,所 
以 这 对 全 等 三 角形 的 第 二 个 全 等 条 件 就 应 证 LP 一 MQ, 也 就 可 证 
它们 的 两 倍 相等 , 即 EB= FFC. 

由 于 条 件 中 还 给 出 人 OEF 是 等 边 三 角形 ,而 人 人 OBC 也 是 等 
边 三 角形 ,这 样 就 又 出 现 了 两 个 具有 公共 顶点 〇 的 等 边 三 角形 ， 
所 以 又 可 应 用 旋转 型 全 等 三 角形 进行 证 明 . 现在 由 公共 顶点 O 发 
出 的 两 组 相等 线段 是 OE=0F,08B=0C, 且 人 EOB= 人 FOC 都 
等 于 旋转 角 60" 加 上 公共 部 分 LCOE, 所 以 人 EOB 宇 人 FOC,EB 
二 FC. 在 证 明了 两 组 边 对 应 相等 以 后 ， 由 于 第 三 组 边 相 等 是 结论 ， 
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所 以 只 能 证 它们 的 夹 角 相 等 ,也 就 是 要 证 人 LPN= MQN. 但 由 
于 PN/OB,PL/ BE, 所 以 人 LPN 与 LOBE 互补 .根据 同样 的 
道理 人 MQN 也 与 LOCF 互补 ,而 通过 AFEOB 空 ArFoOc 可 得 
了 OBE= LOCF, 所 以 人 LPN = /MQN 可 以 证 明 , 从 而 也 就 证 
明了 和 人 LPN 人 MQN,NL= NM, /PNL= AQNM, 而 人 PNQ 
二 人 PNM 二 人 LQNM=60°, 所 以 LLNM= 人 PNM 十 PNL 也 等 
于 60*, 分 析 也 就 可 以 完成 。 

例 58 已 知 :4、.B.C.D.E.F 是 ©O 上 的 六 点 , 人 04B、 
八 OCD、 人 OEF 都 是 等 边 三 角形 ,L、M、N 分 别 是 DE、4F、BC 的 
中 点 .求证 :AZAN 是 等 边 三 角形 . 





图 5.，211 图 5.212 

分 析 : 本 题 条 件 中 出 现 了 三 个 不 连续 的 等 边 三 角形 ,而且 并 没 
有 确定 的 位 置 上 的 要 求 ,所 以 它们 都 可 以 绕 圆心 O 旋转 ,而 不 论 
旋转 到 什么 位 置 , 这 个 结论 又 总 是 成 立 的 ,于 是 我 们 可 先 考 虑 将 其 
中 的 一 个 旋转 到 一 个 特殊 的 位 置 上 ,于 是 将 人 OEF 旋转 到 
和信 OGH ,使 人 ODG 也 是 等 边 三 角形 ,也 就 是 在 @O 上 取 点 GH， 
使 DG=GH= DO ,并 连接 DG、.GH、HA 和 OG、OH , 那 末 结论 仍 
然 是 成 立 的 ,所 以 取 DG、HA4 的 中 点 RS, 并 连结 NR、RS、SN， 
ANRS 应 是 等 边 三 角形 . 但 由 于 现在 图 形 中 出 现 了 人 OCD、 
和 人 ODPG、 人 OGH 是 三 个 连续 的 等 边 三 角形 , 且 AO4B 也 是 等 边 
三 角形 ,同时 还 给 出 了 N.R、.S 分 别 是 BC、DG、HA 的 中 点 ,所 以 
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图 5。213 图 5。214 
ANRS 是 等 边 三 角形 是 可 以 证 明 的 ( 见 例 57). 
由 于 现在 已 经 证 明 ANRS 是 等 边 三 角形 ,而 人 NLM 是 要 证 
明 的 等 边 三 角形 , 且 它 们 有 公共 的 顶点 N, 所 以 就 可 构成 一 对 旋 
转型 全 等 三 角形 . 现在 由 公共 顶点 N 发 出 的 两 组 相等 线段 就 是 
NR、NS 和 NL、NM ,它们 两 两 组 成 的 一 对 全 等 三 角形 就 应 是 
ANRL 和 入 NSM, 于 是 应 先 连结 RL、SM. 在 这 两 个 三 角形 中 ,已 
经 出 现 的 条 件 是 NR=NS ,所 以 还 要 再 证 明 两 个 性 质 . 





图 5。215 [多 5。216 
由 于 现在 RL.S、M 分别 是 DG、DE、AH、A 下 的 中 点 ,出 现 
了 多 个 中 点 ,所 以 可 应 用 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 
明 . 由 于 RL 所 在 的 线段 DG、DE 具有 公共 端点 D, 可 以 组 成 三 
角形 ,所 以 RL 这 两 个 中 点 的 连 线 就 是 三 角形 的 中 位 线 , 而 现在 图 
形 中 是 有 中 位 线 ,但 三 角形 不 完整 ,所 以 先 应 将 三 角形 的 边 添 上 ， 
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于 是 连结 GE ,就 可 得 RL 一 二 GE,RLNGE. 根据 同样 的 道理 , 连 


结 FH 后 ,有 SM/ HF,SM— 5 HF. 这 样 ,证 明 这 两 个 三 角形 全 


等 的 第 二 个 条 件 就 应 是 证 RL=SM, 也 即 可 转化 为 证 GE= HF. 
由 于 现在 图 形 中 还 出 现 人 OGH 和 和 八 OEF 是 两 个 具有 公共 顶点 O 
的 等 边 三 角形 ,所 以 又 可 组 成 一 对 旋转 型 的 全 等 三 角形 ,根据 由 公 
共 顶 点 发 出 的 两 组 相等 线段 两 两 组 成 全 等 三 角形 的 方法 ,就 可 找 
到 这 对 全 等 三 角形 是 和 OGE 和 人 和 八 OHF ,全 等 的 条 件 是 OG=OH ， 
OE 二 OF ,人 GOE== 人 HOF ,都 等 于 旋转 角 60" 减 去 或 加 上 公共 部 
分 和 EOH. 所 以 GE=HEF 可 以 证 明 . 

由 于 现在 出 现 了 两 边 相 等 的 条 件 ,而 第 三 条 边 相 等 是 要 证 明 
的 结论 ,所 以 第 三 个 条 件 只 能 是 证 它们 的 夹 角 相 等 ,也 就 是 要 证 
LNRL= ANSM. 

现在 图 形 中 出 现 的 是 人 OCD、 人 ODG、 信 OGH 是 三 个 连续 的 
等 边 三 角形 ,或 者 也 就 是 组 成 了 半 个 正六 边 形 ,而 在 另 一 个 半圆 中 
只 有 人 AO4B 是 一 个 任意 放置 的 等 边 三 角形 ,所 以 这 个 等 边 三 角形 
也 是 可 以 绕 O 点 任意 旋转 的 ,而 它 旋转 到 任意 的 位 置 ,问题 的 结 
论 也 总 是 成 立 的 ,所 以 也 将 4.8 旋转 到 正六 边 形 的 顶点 上 ,也 就 
是 延长 DO、GO 交 @O 于 KK.1, 并 连结 HK、KI、IC, 则 六 边 形 
CDGHKI 就 是 一 个 圆 内 接 正六 边 形 . 于 是 再 取 HK 和 IC 的 中 点 
P.Q, 并 连结 RP、PQ、QR, 就 立即 可 证 得 八 RPQ 是 等 边 三 角形 . 
于 是 就 用 NRL 一 人 NRQ 十 人 QRL, 而 RL// GE, RQ 是 梯形 
DGIC 的 中 位 线 ,RQ/ GI, 所 以 人 QRL== 人 OGE. 而 已 证 人 OGE 
多 和 OHF, 则 人 LOGE 二 人 OHEF. 再 由 SM/ HF 和 PQ//HC, 又 可 
证 明了 人 NSM 二 人 OHF 十 人 NTQ, 可 先 设 PQ 交 SN 于 了 ,这 样 问 
题 就 转化 为 要 证 NRQ= 人 NTQ. 由 于 我 们 已 证 明和 信 RPQ 和 
ARSN 都 是 等 边 三 角形 ,人 RQT = 人 RNT==60°, 所 以 RNQ.T 
四 点 共 圆 ,从 而 就 可 证 明 人 NRQ= 人 NTQ. 
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在 证 明了 ANRILSANSM 后 ,就 可 得 NL=NM, 人 RNL= 
SNM, 但 RNL 十 LLNS 一 人 RNS 一 60, 所 以 人 LNM = 
SNM 十 LNS=60", 从 而 就 可 完成 分 析 . 

在 上 述 分 析 中 ,要 证 明 NRQ = NTQ, 也 可 以 直接 在 
ANRX 和 AQTX 中 ,这 时 可 先 设 NS 与 RQ 相交 于 和 X, 则 由 已 证 
的 人 RNX 一 人 TQX==60" 和 人 RXN 一 人 TXQ 是 对 项 角 相 等 来 直 
接 推 得 ,从 而 也 可 以 完成 分 析 . 

例 59 已 知 :以 A4EC 的 边 AB、AC 为 边 向 外 作 正 方形 
ABDE.ACFG,M.、N.K 分 别 是 BC、BE、CG 的 中 点 .求证 : (1) 
MN=MK;(2)MNJ MK. 


图 5。217 图 5，218 

分 析 : 本 题 条 件 中 出 现 了 两 个 以 4 为 公共 顶点 的 正方 形 
ABDE 和 4CFG, 从 而 就 可 出 现 一 对 旋转 型 全 等 三 角形 . 根据 由 
公共 顶点 4 发 出 的 两 组 相等 线段 两 两 组 成 全 等 三 角形 的 方法 ,可 
以 找到 这 对 全 等 三 角形 应 是 人 ACE 和 人 A4GB ,于 是 连结 CE、GB， 
由 AE=AB,AC==AG 和 人 EAC= 人 BAG 都 等 于 旋转 角 90" 加 上 
公共 部 分 BAC ,就 可 证 明 这 两 个 三 角形 全 等 . 

现在 我 们 要 证 明 的 性 质 是 MN 一 MK ,而 已 知 N、M 天 分 别 
是 BE、BC.CG 的 中 点 ,是 多 个 中 点 问题 ,所 以 可 应 用 三 角形 的 中 
位 线 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 因 N 、M 所 在 的 线段 BE、BC 有 
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公共 的 端点 B, 可 以 组 成 三 角形 ,所 以 MN 就 是 ABCE 的 中 位 线 ， 
于 是 可 得 MN/CE,MN=—#CE. 同 理 可 证 MK / BG, MK 小 
BG. 于 是 要 证 MN 二 MK 就 可 转化 为 应 证 CE 二 BG. 而 由 和 作 ACE 
皇 人 AGB, 这 个 性 质 是 可 以 证 明 的 . 

再 由 上 述 证 得 的 两 组 平行 
线 , 如 设 MK、CE、BG、MN 两 
两 的 交点 分 别 为 P.Q、R, 则 四 
边 形 MPQR 就 是 平行 四 边 形 . 
而 我 们 现在 要 证 MN | MK.? 
所 以 这 个 四 边 形 MPQR 就 应 
是 一 个 矩形 ,从 而 又 只 要 证 这 
个 四 边 形 有 一 个 内 角 是 90*. 由 
于 已 证 A4CE 和 A4GB 是 一 
对 旋转 型 全 等 三 角形 ,所 以 AEC 二 人 ABG, 如 设 4B 和 CE 的 交 
点 为 昌 , 则 又 用 AHE= 人 BHC, 它 们 是 对 顶 角 当然 相等 ,这 样 
在 人 A4EH 和 人 QBH 中 ,就 可 以 证 明 人 HQB= 人 人 HAE=90°, 而 
E.Q.C 成 一 直线 ,所 以 就 可 证 明志 BQC= 90", 从 而 完成 分 析 ， 

在 上 述 分 析 中 ,由 一 4EC= ABG, 也 可 推 得 A、E、B.Q 四 
点 共 圆 ,BQE 一 人 BAE 二 90°, 从 而 也 就 可 以 完成 分 析 . 

例 60 已 知 :以 A4BC 的 边 4B、4C 为 边 ,向 形 外 作 正 方形 
ABDE、ACFG,M、K、L、N 分 别 是 BC、CG、GE、EB 的 中 点 . 求 
证 :四 边 形 MKLN 是 正方 形 . 

分 析 : 本题 条 件 中 出 现 了 BC、CG、GE、EB 的 中 点 M.K、L、 
NN ,是 多 个 中 点 问题 ,所 以 可 应 用 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 
进行 证 明 . 由 于 M、N 所 在 的 线段 BC、BE 具有 公共 端点 B, 可 以 
组 成 三 角形 ,所 以 MN 这 两 个 中 点 的 连 线 就 是 三 角形 的 中 位 线 ， 
但 现在 图 形 中 是 有 中 位 线 而 三 角形 不 完整 ,所 以 应 将 三 角形 的 边 





图 5。219 
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图 3， 220 图 5。221 
添上 ,也 就 是 连结 CE, 即 可 得 MN//CE,MN 一 去 CE. 根据 同样 的 
道理 ,由 天 .工分 别 是 CG.GE 的 中 点 ,又 可 得 KL/CE,KL 


== 户 CE, 从 而 可 进一步 推 得 MN /KL,MN 一 KL, 所 以 四 边 形 


MKLN 是 平行 四 边 形 . 而 现在 的 问题 是 要 证 明 这 个 四 边 形 是 正方 
形 ,所 以 问题 就 成 为 要 证 明 这 个 平行 四 边 形 的 一 组 邻 边 相等 而 且 
垂直 . 

由 条 件 四 边 形 ABDE、ACFG 都 是 正方 形 , 且 它们 有 公共 项 
点 4, 所 以 就 可 出 现 一 对 旋转 型 全 等 三 角形 . 现在 由 公共 顶点 4 
发 出 的 两 组 相等 线段 分 别 是 AE、AB 和 AC、AG, 所 以 它们 两 两 组 
成 的 全 等 三 角形 就 是 人 AEC 和 人 入 4BG, 于 是 连结 BG. 从 而 根据 
AE=AB,AC=4G, 人 EAC= LBAG==90" 十 人 BAC, 就 可 证 明 
和信 AEC 呈 人 ABG, 从 而 可 证 得 CE=GB, 且 CELGB， 由 此 再 应 用 
三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 ,就 可 证 明 MN=MK,MNL 
MK ,从 而 完成 证 明 . 

例 61 已 知 :EE 为 正方 形 ABCD 的 边 BC 上 的 一 点 ,下 是 4B 
的 延长 线 上 的 一 点 ,BE= BF. 求 证 :4 上 (下 

分 析 : 本 题 要 证 明 AE | CF, 是 一 个 两 条 垂 线 的 判定 问题 ,所 
以 可 根据 垂 线 的 定义 ,将 AE 延长 到 与 CF 相交 ,并 设 交 点 为 C， 
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图 5。222 图 5。223 

那 末 问 题 就 应 证 人 4GF 一 90", 由 于 这 个 角 可 以 看 作 是 A4GF 的 
一 个 内 和 角 , 所 以 间 题 又 可 以 转化 为 要 证 人 FF 十 人 GAF 一 90°. 而 在 
人 CFB 中 ,由 条 件 可 得 人 FBC 王 90°, 所 以 有 LF 二 人 BCF = 90°， 
从 而 问题 又 成 为 要 证 人 EAB= 人 FCB. 

另 一 方面 由 BE 一 BF 和 EBF 一 90°, 可 得 BE 和 BF 应 组 成 
一 个 等 腰 直 角 三 角形 ,也 就 是 半 个 正方 形 , 而 已 知 四 边 形 ABCD 
是 正方 形 ,这 样 又 出 现 了 两 个 具有 公共 顶点 B 的 正方 形 ,从 而 又 
出 现 一 对 旋转 型 全 等 三 角形 ,根据 由 公共 顶点 B 发 出 的 两 组 相等 
线段 两 两 组 成 全 等 三 角形 的 方法 ,就 可 找到 这 对 全 等 三 角形 应 是 
和 俯 AEB 和 人 CFB, 全 等 的 条 件 是 BA= BC, ABE= 人 CBF = 
90° ,BE 二 BF. 通过 这 两 个 三 角形 全 等 就 可 证 明 人 EAB= 人 人 FCB. 

例 62 已 知 :P 是 正方 形 4BCD 内 的 一 点 ,以 BP 为 边 作 正 
方形 BPEF. 求证 :AP=CF. : 


图 5* 224 图 5， 225 
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分 析 : 本 题 的 条 件 中 出 现 了 四 边 形 4BCD 和 BPEF 都 是 正 
方形 , 且 它 们 具有 公共 顶点 召 ,所 以 就 可 组 成 一 对 旋转 型 全 等 三 角 
形 . 根据 由 公共 顶点 B 发 出 的 两 组 相等 线段 BA4、BC 和 BP、BF 
两 两 组 成 全 等 三 角形 的 方法 ,可 以 找到 这 对 全 等 三 角形 应 是 
A 人 4PB 和 入 CFB. 全 等 的 条 件 应 是 BA=BC,BP=BF, 以 及 它们 
的 夹 角 相等 , 即 4BP = ~CBF 都 等 于 90" 减 去 公共 部 分 
ZZPBC, 在 证 明了 这 两 个 三 角形 全 等 以 后 ,就 可 推 得 AP==CF.， 

例 63 已 知 :以 A4BC 的 边 4B、BC 为 边 向 A4BC 所 在 的 
一 侧 作 正 方形 A4BDE、BCFG. 求证 :GA LCD. 


图 5。226 图 5。227 

分 析 : 本 题 要 证 明 G4 上 CD, 所 以 可 根 
据 垂 线 的 定义 ,将 它们 延长 到 相交 后 ,再 证 
明 它 们 的 交角 是 直角 . 于 是 延长 GA、DC 相 
交 于 五 ,应 证 人 <H=90". 

由 于 条 件 中 出 现 了 4BDE、BCFG 都 是 
正方 形 , 且 它 们 有 一 个 公共 顶点 B, 所 以 就 
出 现 了 一 对 旋转 型 全 等 三 角形 . 由 公共 顶点 
B 发 出 的 两 组 相等 线段 两 两 组 成 的 全 等 三 3 
角形 就 是 A4BG 和 入 DBC, 全 等 的 条 件 是 | 5 + 228 
B4=BD,BG= BC, 以 及 人 4BG= 一 DBC ,都 等 于 旋转 角 90° 减 去 
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公共 部 分 LCBA. 由 于 这 一 对 全 等 三 角形 是 绕 B 点 旋转 90" 得 到 
的 ,所 以 它们 的 第 三 组 对 应 边 4G 和 DC 也 必定 绕 B 点 旋转 了 
90°, 也 就 是 GA 和 DC 必定 垂直 . 具体 的 分 析 是 由 这 两 个 三 角形 
全 等 ,可 得 人 GAB= LCDB. 而 由 人 BAE==90° 和 G、A.H 成 一 直 
线 , 可 得 人 GAB 十 人 HAE 二 180° 一 90°=90°, 而 已 知人 CDB 十 
人 CDE=90°, 所 以 人 HAE== 人 HDE. 如 我 们 设 DH、AE 相交 于 
天 , 则 在 人 AKH 和 和信 DKE 中 ,就 出 现 了 两 个 角 对 应 相等 的 条 件 ， 
所 以 第 三 个 角 也 必定 相等 ,也 就 可 得 人 H= 人 人 E=90*. 

例 64 已 知 :和 人 ABC 中 ,以 A4B、AC 为 边 向 形 外 作 正 方形 
ABDE、ACFG, 以 AE、AG 为 邻 边 作 方 AEHG, 正 方形 4BDE 的 
对 角 线 4D、BE 的 交点 是 0. 求 证 :OH 二 OC ,OH OC. 





图 5。229 图 5。230 


分 析 : 本 题 要 证 OR =OC, 这 是 两 条 具有 公共 端点 O 的 相等 
线段 ,所 以 可 组 成 一 个 等 腰 三 角形 . 又 因为 要 证 明 它 们 互相 垂直 ， 
所 以 它们 应 组 成 一 个 等 腰 直角 三 角形 ,也 就 是 半 个 正方 形 ,而 已 知 
点 O 是 正方 形 A4BDE 的 对 角 线 AD、BE 的 交点 ,而 正方 形 ABDE 
被 这 两 条 对 角 线 分 成 四 个 全 等 的 等 腰 直 角 三 角形 ,也 都 是 半 个 正 
方形 ,而 且 它们 和 OH .OC 组 成 的 半 个 正方 形 都 有 公共 顶点 O, 从 
而 就 可 以 应 用 旋转 型 全 等 三 角形 进行 证 明 . 

在 找 旋 转型 全 等 三 角形 时 ,车 首先 考虑 选取 等 腰 直 角 
人 OA4E, 那 么 由 公共 顶点 O 发 出 的 两 组 相等 线段 就 是 OE.OA 和 
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OH、OC, 而 由 它们 两 两 组 成 的 全 等 三 角形 就 是 人 OEH 和 
和 人 OAC ,全 等 的 条 件 有 OE 一 O04, 而 由 条 件 四 边 形 AEHG 是 平行 
四 边 形 ,EH= 4G 和 四 边 形 4CFG 是 正方 形 ,4G= 二 AC, 可 得 EH 
二 AC, 所 以 还 要 再 证 明 一 个 性 质 . 由 于 OH = 二 OC 是 要 证 明 的 结 
论 ,所 以 第 三 个 条 件 必须 是 证 明 上 述 这 两 条 边 的 夹 角 相等 ,也 就 是 
应 证 ZOEH = 人 OAC, 从 图 形 中 我 们 可 以 看 出 人 OEH= 人 OEA 
十 AEH,AOAC 一 人 OAB 十 人 BAC ,而 其 中 的 人 LOEA== 人 OA4B 
二 45°, 所 以 问题 就 转化 成 要 证 AEH 二 人 BAC. 由 于 人 AEH 是 
口 AEHG 的 一 个 内 和 角 , 应 用 平行 四 边 形 的 性 质 可 得 人 AEH 十 
LEAG=180°, 而 LBAC+ LEAG= 360°— LBAE— LCAG= 
360" 一 90° 一 90° 二 180°, 所 以 人 AEH = 人 BAC 可 以 证 明 . 

在 证 明了 和信 OEH 宇 人 OAC 后 ,就 可 得 OH 一 OC, 人 EOH = 
ZAOC, 而 人 EOH++ LAOH= 4OE = 90", 所 以 人 COH = 
芝 AOC 十 人 AOH 也 等 于 90°, 分 析 就 可 以 完成 . 

若 在 分 析 旋 转型 全 等 三 角形 时 , 考 
虑 选取 等 腰 直 角 入 OBA, 则 由 公共 顶点 
发 出 的 两 组 相等 线段 就 是 OA、OB 和 
OH、OC, 从 而 组 成 的 全 等 三 角形 就 是 
和 OAH 和 A 人 OBC, 于 是 应 先 连结 AH. 
全 等 的 条 件 首先 是 OA 一 OB, 又 因为 EA4 
一 4B,EH=AG=AC, 且 在 前 述 分 析 中 
已 得 AEH = 人 BAC, 所 以 人 AEH 鱼 图 5231 
-人 B4C, 它 们 也 是 一 对 绕 正 方形 的 中 心 O 旋转 90" 的 全 等 三 角形 ， 
所 以 就 可 得 A 五 = BC, 人 EAH = 人 ABC, 并 进而 推 得 LOAH 一 
LOBC, 从 而 分 析 也 可 以 完成 . 

车 考虑 选取 等 腰 直 角 AODB , 则 由 公共 顶点 发 出 的 两 组 相等 
线段 就 是 OB.OD 和 OH、OC, 就 可 进一步 找到 全 等 三 角形 是 
AOBH 和 入 ODC, 于 是 应 先 连 结 BH、DC. 全 等 的 条 件 是 0B= 
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OD, 又 因为 EB = AD, EH = 4C， 
LBEH = ADAC, 可 得 人 EBH 和 
人 4ADC 是 一 对 绕 正方 形 的 中 心 O 旋转 
90" 的 全 等 三 角形 ,所 以 BH = DC， 
人 OBH 二 人 ODC, 从 而 也 就 可 以 证 明 
AOBHQAODC. 

若 考虑 选取 等 腰 直 角 AOFED, 则 由 
公共 顶点 O 发 出 的 两 组 相等 线段 就 是 
OD、OE 和 OH、OC, 从 而 可 得 全 等 三 角 
形 应 是 人 ODH 和 人 OEC, 于 是 连结 
DH 、EC. 全 等 条 件 是 OD 二 OE, 又 因为 
ED= AE,EH=AC, ADEH= /EAC, 
它们 分 别 等 于 90° 十 人 EAG 和 90° 十 
BA4C, 可 得 AEDESA4EC, 从 而 就 
证 明了 DH=EC 和 人 EDH= 人 /AEC， 
那 末 再 进一步 就 可 得 人 ODH = 45° 十 图 5 "233 
人 EDH==45° 十 AEC 二 人 OEKEC, 所 以 人 ODH 和 AOEC 全 等 可 
以 证 明 , 分 析 也 就 可 以 完成 . 

例 65 已 知 ; 以 四 边 形 4BCD 的 四 边 为 边 向 外 作 正 方形 
DAA1D;、.4BB1As、BCC1Bs.CDD1Cs,E、F.G.H 分 别 是 这 四 个 正 
方形 的 中 心 . 求证 :EG=FH. 

分 析 : 由 于 ERG 分 别 是 四 个 正方 形 的 中 心 ,所 以 它们 分 
别 是 正方 形 对 角 线 的 中 点 . 因而 出 现 了 多 个 中 点 问题 ,所 以 可 应 用 
三 角形 的 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 

若 首先 考虑 取 E.G 分 别 为 DA;、BC, 的 中 点 , 那 末 因 D4,、 
BC, 没有 公共 的 端点 ,不 能 组 成 三 角形 ,所 以 EG 就 不 是 三 角形 的 
中 位 线 , 于 是 就 要 增加 中 点 , 且 应 增加 与 E.G 所 在 线段 D4.、BC， 
有 公共 端点 的 线段 的 中 点 . 由 于 D4、BC, 分 别 有 一 个 端点 D、B 
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图 3，236 图 3，237 
就 是 四 边 形 的 顶点 ,而 连接 这 两 点 的 线段 就 是 四 边 形 的 对 角 线 ,所 
以 就 可 增加 这 条 对 角 线 的 中 点 ,于 是 连结 BD, 并 取 BD 的 中 点 
M, 于 是 EM 这 两 个 中 点 的 连 线 就 应 是 三 角形 的 中 位 线 . 因此 ,要 
先 连结 EM、A1B. 就 可 得 EM// 4,B, EM 一 4iB. 根 据 同样 的 道 


理 , 连 结 FM 和 D4;, 又 可 得 FMNA4;D,F M= 坟 AsD. 
个 公共 顶点 4, 所 以 一 定 出 现 一 对 旋转 型 全 等 三 角形 . 现在 由 公共 
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顶点 4 发 出 的 两 组 相等 线段 是 
AA1、AD 和 4B、44:, 所 以 可 找 
到 这 对 全 等 三 角形 是 人 A44,B 和 
A4D4:, 全 等 的 条 件 是 44, = 
AD,AB 二 A4;, 它 们 的 夹 角 都 等 
于 旋转 角 90" 加 上 公共 部 分 
A444,， 也 就 是 44B = 
AD44,, 在 证 明了 和 人 A44,B 名 
A4D4，, 后 ,就 可 得 4B=D4:， 图 5。238 
“并 可 进一步 证 明 4,B 上 D4:. 从 而 就 可 证 明 EM 一 FM ,EM_ FM. 
按照 同样 的 方法 ,连结 GM、HM 后 又 可 以 证 明 GM=HM,GM 上 
HM. 

由 EM 二 FM 可 知 它们 是 两 条 具有 公共 端点 的 相等 线段 ,可 
以 组 成 一 个 等 腰 三 角形 ,又 因为 EM_LFM, 所 以 这 个 等 腰 三 角形 
实质 上 就 是 一 个 等 腰 直 角 三 角形 ,或 者 也 就 是 半 个 正方 形 . 同样 
地 ,由 GM=HM 和 和 GMI4HM 可 知 GM 和 HM 也 组 成 了 一 个 等 
腰 直 角 三 角形 . 这 样 就 又 出 现 了 两 个 以 MM 为 公共 顶点 的 等 腰 直 角 
二 角形 或 半 个 正方 形 , 从 而 又 可 出 现 一 对 旋转 型 的 全 等 三 角形 . 现 
在 由 公共 顶点 M 发 出 的 两 组 相等 线段 就 是 EM、FM 和 GM、 
PM, 所 以 全 等 三 角形 就 应 是 人 ECM 和 APFEAM, 全 等 的 条 件 是 
FMFM,GMNM= EM,ENMG= FME 都 等 于 旋转 角 90 "加 上 
公共 部 分 EMH ,在 证 明了 这 两 个 三 角形 全 等 以 后 ,就 可 推 得 
EG=FH. | 

例 66 已 知 :E 是 正方 形 4BCD 的 边 BC 上 的 一 点 , 人 DAE 
的 平分 线 交 CD 于 F. 求 证 :AE=BE 十 DF. 

分 析 : 本 题 要 证 明 AE 二 BE 二 DF, 所 以 可 根据 线段 和 差 关 系 
的 定义 ,将 BE 和 DF 这 两 条 线段 接 起 来 . 

若 考 虑 将 BE 接 到 FD 上 , 则 延长 FD 到 G, 使 DG= BE, 然 
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图 5。239 图 5，240 
后 证 明 所 得 到 的 线段 FG 和 AE 相等 . 但 在 作出 了 DG=BE 后 ,我 
们 可 以 发 现 问 题 实质 上 是 将 线段 BE 旋 正方 
形 的 顶点 4 旋转 了 90° 后 成 为 pG, 而 4B 也 已 -也 EC 


\ 


可 看 作 是 绕 4 点 旋转 90" 后 成 为 4P, 且 它们 


的 夹 角 人 B 和 一 4PDG 都 是 直角 ,所 以 也 可 应 E 
用 旋转 型 全 等 三 角形 进行 证 明 . 于 是 连结 
AG ,就 可 得 A4DGSA4BFE,4G=4 匹 ,这样 A B 


问题 又 转化 成 为 要 证 FG= 4G. 而 这 又 是 两 图 5，241 
条 具有 公共 端点 的 相等 线段 ,它们 就 可 以 组 成 一 个 等 腰 三 角形 , 间 
题 也 就 成 为 一 个 等 腰 三 角形 的 判定 问题 ,从 而 就 可 以 转 而 证 FG 
二 AG 的 等 价 性 质 人 人 GAF = ~GF4. 由 条 件 DC // 4B, 可 得 
GFA 二 人 人 BAF ,所 以 问题 又 应 证 LGAF 二 人 BAF. 显然 由 条 件 
DAF 人 EAF 和 由 八 ADG 避 入 ABE 得 到 的 人 DAG= 人 BAE， 
就 可 以 证 明 上 述 性 质 . 

若 考 虑 将 DF 接 到 EB 上, 则 延长 EB 到 G 使 BG=DF ,然后 
应 证 明 GE 和 AE 相等 . 但 在 作出 了 BG==DF 后 ,实质 上 就 是 将 
DF 绕 正 方形 的 顶点 4 旋转 了 90°, 所 以 也 可 以 应 用 旋转 型 全 等 三 
角形 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 于 是 连结 4G, 由 4D= AB， 
~A4DF=A4BG=90" 和 DRE= BG, 即 可 证 明 人 ADF 名人 和信 ABG， 
芝 4FD 二 人 AGB. 而 由 DC/A4B, 又 可 得 人 人 AFD 一 人 BAF ,所 以 
LBAF = AAGE. 而 由 人 GA4B = AFAD 一 人 FAE, 又 可 证 明 

。335 。 





了 BAF=AGAE, 所 以 人 AGE= 人 GAE, 从 而 


就 可 证 明 GE==AE. D F C 
在 上 述 分 析 中 ,我 们 都 是 将 线段 绕 正方 形 
的 顶点 旋转 90", 而 在 正方 形 中 ,也 可 以 考虑 绕 E 


正方 形 的 中 心 旋转 90", 也 就 是 在 48 上 截取 [一 | 
4G 二 BE, 那 就 可 以 添加 绕 正 方形 的 中 心 旋转 A ~ 


1 
1 
90* 的 全 等 三 角形 进行 证 明 . 于 是 连结 DG ,并 ~、、 | 
设 交 AF、AE 于 互 \K. 就 可 由 AB 一 DA,BE= Yo 
AG, LABE = LDAG = 90", 得 人 ABE 名 图 5 242 


人 DAG,AE 二 DG, 了 BAE 二 人 ADG ,这 样 问题 
就 成 为 要 证 DG= 4G 十 DF. 而 由 人 人 GAH = 
LBAE+/EAF, /AGHA= LADG+ LDAF 
和 LBAE= 人 ADG; LEAF = LDAF, 可 证 
LCAH = LGHAh,AG=HG, 再 由 DC/ 4B， Wad 
又 可 得 LDFH 二 LGAH, 且 有 人 人 GHA= 4 6 B 
DHF ,所 以 又 可 证 得 LDFH= 人 DH F,DF 图 5*243 
二 DH ,所 以 分 析 可 以 完成 . | 
本 题 在 根据 线段 和 差 关 系 的 定义 进行 分 D F LC 
析 时 ,也 可 以 考虑 在 AE 上 截取 EG 二 EB, 然 后 - 
证 明 剩 余下 来 的 线段 4G 与 DF 相等 . E 
而 由 EG 一 EB 可 知 它们 是 两 条 具有 公共 | 一 J 
端点 EE 的 相等 线段 ,所 以 它们 可 组 成 一 个 等 腰 4 B 
三 角形 ,于 是 连结 BG. 就 有 人 EBG 一 人 EGB， 和 终 3. 244 
而 由 AD/W BC, 又 可 得 LBEG= 人 DAE2 人 DAF, 所 以 人 EBG 
= 二 (180" 一 LBEG)=90°—LDAE=90°— LDAP= LBAF. 
而 ZEBG 十 之 4BG 一 90", 所 以 ZBAF 十 人 ABG 一 90", 从 而 就 可 
得 BG 与 AF 垂直 . 而 已 知 AF 是 人 DAE 的 角 平 分 线 ,这 样 又 出 
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现 了 BG 是 角 平 分 线 4F 的 垂 线 ,所 以 必定 可 
组 成 一 个 等 腰 三 角形 的 基本 图 形 . 由 于 这 个 等 


D F C 
腰 三 角形 是 由 角 平 分 线 的 垂 线 和 角 的 两 边 相 YY 
交 得 到 的 ,所 以 延长 BG 交 AF.AD 于 KH， E 
就 可 通过 人 KAH = 人 KAG, AK = AK， od 

A G B 


LAKH= /AKG=90°", 八 AHK 八 AGK ,得 

到 4 瑟 = A4G. 于 是 接 下 来 的 问题 就 是 要 证 DF 图 5，245 

一 AH. 由 于 我 们 已 经 证 明 BK | AF, 这 是 过 正方 形 的 一 个 顶点 向 
过 它 的 相 邻 顶点 的 一 条 直线 所 作 的 垂 线 , 所 以 又 可 应 用 绕 正 方形 
的 中 心 旋转 90" 的 全 等 三 角形 进行 证 明 . 于 是 问题 就 成 为 应 证 
和信 4HB 人 入 DFA, 根 据 条 件 A4B=DA, 人 HAB= 一 FD4=90* 和 
人 KBA= 人 LFAD, 就 可 证 明 这 两 个 三 角形 

全 等 ,分 析 也 就 可 以 完成 . 


C 
例 67 已 知 : 和 4BC 中 , “4CB = 
90". 求证 :4B’=AC’? 十 BC?. 
A B 


分 析 : 本 题 要 证 明 线 段 4B 的 平方 等 
于 线段 AC、BC 的 平方 和 ,由 于 一 条 线段 图 5。246 





图 5。247 图 5，248 


的 平方 表示 以 这 条 线段 为 边 的 正方 形 的 面积 ,所 以 问题 就 是 要 证 
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以 4 为 边 的 正方 形 的 面积 等 于 以 AC、BC 为 边 的 两 个 正方 形 的 
面积 的 和 ,于 是 就 应 先 将 这 三 个 正方 形 作 出 ,也 就 是 分 别 以 BC、 
4C、4B 为 边 向 形 外 作 正 方形 BCHK、ACFG、4ABDE. 这 样 问题 就 
成 为 要 证 正方 形 BCHK 和 ACFG 的 面积 之 和 等 于 正方 形 ABDE 
的 面积 . 

由 于 现在 图 形 中 出 现 了 正方 形 ABDE 和 BCHK 是 两 个 具有 
公共 顶点 B 的 正方 形 ,所 以 就 出 现 一 对 旋转 型 的 全 等 三 角形 . 根 
据 由 公共 顶点 B 发 出 的 两 组 相等 线段 BK、BC 和 BA、BD 两 两 组 
成 全 等 三 角形 的 方法 ,可 找到 这 对 全 等 三 角形 应 是 人 BAK 和 
入 BDC, 于 是 应 先 连 结 AK、CD, 根 据 BK = BC,BA= BD 和 
/LKBA = LCBD 都 等 于 90" 十 人 CBA, 就 可 证 明和 信 BAK 锯 
人 BDC. 
接 下 来 的 问题 就 是 要 分 析 这 两 个 全 等 三 角形 与 要 证 明 的 正方 
形 的 面积 之 间 的 关系 .由 于 人 BA4K 与 正方 形 BCHK 有 一 条 公共 
的 边 BK, 且 由 条 件 CH/BK,A.C.H 成 一 直线 ,又 可 得 人 BAK 
的 边 BK 上 的 高 就 是 正方 形 BCHK 的 边 长 KH 或 BC, 所 以 
和 信 BAK 的 面积 就 等 于 正方 形 BCHK 的 面积 的 一 半 . 而 对 于 
入 BDC 来 说 , 它 与 正方 形 ABDE 也 有 一 条 公共 边 BD, 那 末 根 据 
三 角形 面积 计算 的 要 求 ,就 应 作出 人 BDC 的 边 BD 上 的 高 ,所 以 
应 过 C 作 BD 的 垂 线 ,但 因 AB LBD, 所 以 也 可 以 过 C 作 4B 的 
垂 线 ,如 交 AB 于 也, 则 BL 就 是 ABDC 的 边 BD 上 的 高 ,也 就 有 
入 BDC 的 面积 等 于 BD。BL 的 一 半 . 而 BD* BL 又 应 是 以 BD、 
BL 为 邻 边 的 矩形 的 面积 ,所 以 再 延长 CL 交 DE 于 M, 也 就 是 先 
将 这 个 矩形 作出 , 那 就 可 得 人 BDC 的 面积 就 等 于 矩形 BLMD 的 
面积 的 一 半 . 而 人 BAK 和 和 人 BDC 这 两 个 全 等 三 角形 的 面积 当然 
是 相等 的 ,所 以 就 可 得 正方 形 BCHK 的 面积 等 于 矩形 BLMD 的 
面积 . 

根据 同样 的 方法 又 可 以 证 明正 方形 4CFC 的 面积 等 于 矩形 
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ALME 的 面积 ,从 而 就 可 以 完成 分 析 . 
例 68 已 知 : 人 4BCc 中 ,分 别 以 4B、4C 为 边 向 形 外 作 正 方 
形 ABDE、ACFG ,CE、BG 相交 于 太 . 求 证 :HA 平分 人 EHG. 


图 5 249 图 5* 250 

分 析 : 本 题 条 件 中 出 现 了 四 边 形 4BDE、ACFG 都 是 正方 形 ， 
且 它 们 有 一 个 公共 的 顶点 4, 所 以 就 出 现 了 一 对 旋转 型 全 等 三 角 
形 . 现在 由 公共 顶点 4 发 出 的 两 组 相等 线段 是 AE、4B 和 4C、 
4C, 所 以 可 找到 这 对 全 等 三 角形 应 是 人 A4EC 和 A4BG. 全 等 的 条 
件 是 AE=A4B、AC 二 AG 和 人 EAC= 人 人 BAG=90" 十 人 BAC. 所 以 
人 AEC 一 人 ABG,A、E、B、H 四 点 共 圆 . 于 是 再 应 用 圆周 角 的 基 
本 图 形 或 者 也 就 是 圆 内 接 四 边 形 的 性 质 , 连 接 BE 后 ,用 AHE 
三 人 ABE, 人 AHG 二 人 AEB, 而 BE 是 正方 形 4BD 的 对 角 线 ， 
4BE= 人 AEB=45°, 所 以 就 可 推 得 AHE= /AHG. 

由 于 A4EC 和 A4BG 是 一 对 
绕 4 点 旋转 90* 的 全 等 三 角形 ,所 以 
CE 经 旋转 后 就 到 达 GB 的 位 置 ,CE 
和 GB 也 就 一 定 垂 直 . 这 样 ,在 
和 A4EC 中 的 线段 HA 也 就 会 随 着 三 
角形 的 旋转 而 绕 同一 个 旋转 中 心 即 
4 点 ,旋转 同一 个 角度 即 90", 于 是 过 图 5，251 
A 作 4H 的 垂 线 交 BG 于 天 ,就 可 得 AE = 4B, AEH = 
LABK, LEAH = /ABAK =90 二 ABAH, 所 以 有 八 AEH 
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和 人 4B 玉 ,4 万 下 一 4KB, 且 AH=AK, 人 AKB= 人 人 AHG, 所 以 
了 AHE== 人 AHG 也 就 可 以 证 明 . 

例 69 已 知 :四 边 形 ABCD 中 ,分 别 以 4B、CP 为 边 向 形 外 
作 正 方形 ABEF .CDGH ,以 AC、BD 为 边 分 别 向 A4CD、.ABD4 
所 在 的 一 侧 作 正 方形 ACMN、BDKI. 求证 :四 边 形 EHMI 是 平 
行 四 边 形 . 





色 5。252 图 5。253 

分 析 ; 本 题 条 件 中 出 现 了 ABEF 和 DBIK 是 两 个 具有 公共 顶 
点 B 的 正方 形 , 所 以 就 出 现 了 一 对 旋转 型 的 全 等 三 角形 . 现在 由 
公共 顶点 B 发 出 的 两 组 相等 线段 是 BE.、BA 和 BI、BD, 所 以 就 可 
找到 并 证 明 ABETS2AB4D, 从 而 有 EI 二 AD. 根据 同样 的 道理 ， 
由 CDGH 和 ACMN 是 两 个 具有 公共 顶点 C 的 正方 形 , 也 可 得 
ACEHNMESACD4,FM=D4, 从 而 可 得 El 一 HM. 

另 一 方面 ,由 于 人 BET 和 人 入 BAD 是 一 对 绕 B 点 旋转 90" 的 全 
等 三 角形 ,所 以 又 可 证 明 EI 上 AD. 根据 同样 的 道理 ,也 可 证 明 
HMJ AD, 从 而 又 可 推 得 EI1/ HM;, 所 以 结论 可 以 证 明 , 

例 70 已 知 :人 4BC 中 ,AC=90",4C=BC,D 是 4B 的 中 
点 ,EE 是 AB 上 的 任 一 点 ,EF 上 AC 垂 足 是 ,EG_LBC 垂 足 是 C， 
求证 :PF=DG,DF DC 

分 析 : 本 题 条 件 中 出 现 了 4C= BC,ACB4 是 等 腰 三 角形 , 且 
万 是 4B 的 中 点 ,所 以 可 应 用 等 腰 三 角形 中 重要 线段 的 基本 图 形 
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的 性 质 进行 证 明 , 于 是 连结 CD, 即 可 得 CD | 

AB. 又 因为 ZACB 一 90, 所 以 ACAD 和 A 

人 CBD 都 是 等 腰 直 角 三 角形 . rz 
现在 的 问题 是 要 证 明 DF=DG,DF | D 

DG, 所 以 DF、DG 也 应 组 成 一 个 等 腰 直 角 三 

角形 . 这 样 就 出 现 了 人 和信 ADC 和 入 FDG 是 两 个 

具有 公共 的 直角 顶点 刀 的 等 腰 直 角 三 角形 “ 《“ 3 

所 以 就 出 现 了 一 对 旋转 型 全 等 三 角形 ,由 于 5! 

现在 由 公共 顶点 D 发 出 的 两 组 相等 线段 是 D4.DC 和 DF、DG， 


图 5。，255 图 5.256 

所 以 可 找到 这 对 全 等 三 角形 应 是 AD4F 和 人 入 DCG. 由 于 DF = 
DG 和 DF | DG 是 要 证 明 的 结论 ,所 以 要 另 找 三 个 全 等 的 条 件 . 现 
在 我 们 已 经 证 明 D4= PC,D4F= DCcG=45", 再 通过 四 边 形 
EFCG 是 矩形 和 AFE4 也 是 等 腰 直 角 三 角形 ,又 可 得 4F= FE= 
CC, 所 以 这 两 个 三 角形 全 等 可 以 证 明 ,从 而 就 有 DF = DG， 
LADF= LCDG, 而 ADF 二 人 LCDF=90", 所 以 人 L 人 CDG 十 人 CDF 
也 等 于 90°, 分 析 即 可 完成 . 

如 果 在 分 析 中 ,考虑 人 CDB 和 和信 FDG 是 两 个 具有 公共 的 直 
角 顶 点 的 等 腰 直 角 三 角形 , 那 末 旋转 型 全 等 三 角形 就 应 是 ADCF 
和 入 DBG, 从 而 也 可 用 同样 的 方法 完成 分 析 . 

例 71 已 知 : 它 4BCD 中 ,分 别 以 4B、BC.CD 为 边 向 形 外 作 
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正方 形 4BEF、BCGH .CDKT, 工 .M、N 分 别 为 这 三 个 正方 形 的 中 
心 , 求 证 :ML 一 MN, ML LAMN. 





多 5。，257 图 5，258 

分 析 : 本 题 要 证 明 ML 二 MN ,这 是 两 条 具有 公共 端点 的 相等 
线段 ,所 以 它们 可 组 成 一 个 等 腰 三 角形 ,又 因为 同时 还 要 证 明 ML 
| MN; 所 以 这 个 等 腰 三 角形 又 应 是 一 个 等 腰 直 角 三 角形 . 现在 条 
件 中 还 给 出 M 是 正方 形 BCGH 的 中 心 ,所 以 BG .CH 就 将 这 个 
正方 形 分 成 四 个 全 等 的 等 腰 直 角 三 角形 . 这 样 就 出 现 了 八 BMC 和 
入 LMAN 应 是 两 个 具有 公共 的 直角 顶点 M 的 等 腰 直 角 三 角形 ,所 
以 又 可 以 出 现 一 对 旋转 型 全 等 三 角形 . 现在 由 公共 顶点 M 发 出 的 
两 组 相等 线段 是 MB、MC 和 MT 、MN, 所 以 这 对 全 等 三 角形 就 应 
是 AMBL 和 AMCN. 由 于 ML=MN 和 MZL-NMN 是 要 证 明 的 结 
论 , 不 能 用 ,所 以 必须 要 证 另外 的 三 个 条 件 . 根据 正方 形 的 性 质 , 首 
先 可 得 MB 一 MC, 而 由 平行 四 边 形 的 性 质 ,4B 一 DPC, 可 得 ABEF 
和 CDKI 是 大 小 相同 的 正方 形 ,所 以 又 有 BL 二 CN. 由 于 出 现 了 
两 边 对 应 相等 的 条 件 ,而 第 三 条 边 相 等 不 能 用 ,所 以 第 三 个 条 件 只 
能 是 证 明 它们 的 夹 角 相等 ， 也 就 是 要 证 MBL= 人 MCN ,但 
MBL=2X45°+ LABC, LMCN=2X 45° 十 了 了 ICG, 所 以 问题 
又 转化 成 要 证 之 ABC= ZICG, 但 人 4BC 是 口 4BCD 的 一 个 内 
角 , 所 以 有 和 ABC 十 人 BCD= 180, 而 人 ICG 十 人 和 BCD= 360° 一 2 
x 90" 二 180", 所 以 这 两 个 角 相等 可 以 证 明 . 在 证 明了 这 两 个 三 角 
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形 全 等 以 后 ,就 可 得 MHZL=MN, 人 BML= LACMN, 而 BML+ 
人 了 LMC 二 90°, 所 以 人 LCMN 十 人 LMC 也 等 于 90". 

如 果 我 们 取信 MGC 为 与 
个 MNL 有 公共 的 直角 顶点 的 等 腰 直 
角 三 角形 , 则 构成 的 旋转 型 全 等 三 角 
形 就 应 是 ANMGCN 和 AMCLZ. 于 是 应 
先 连 结 GN 、CL. 全 等 的 条 件 首先 是 
MC=MC, 所 以 还 要 证 明 两 个 性 质 . 
由 条 件 CK 与 CD 的 交角 是 45°, BF 
与 B4 的 交角 也 是 45°, 而 AB/ DC， 图 5 。259 
所 以 BF 与 CK 的 交角 是 45" 十 45" 一 90" ,这样 就 出 现 了 过 正方 形 
的 一 个 顶点 向 过 它 的 相 邻 顶点 的 一 条 直线 所 作 的 垂 线 ,所 以 可 应 
用 绕 正 方形 的 中 点 旋转 90* 的 全 等 三 角形 进行 证 明 . 这 样 问题 就 
应 证 和 人 GCN 组 和 CBL, 而 由 条 件 GC=CB,CN=BL, 人 人 GCN 一 45° 
十 ZGCI=45" 十 人 人 ABC= LCBL, 所 以 这 两 个 三 角形 全 等 可 以 证 
明 , 就 可 得 GN 二 CL, 人 CGN 一 和 BCL, 从 而 又 可 证 明 人 MGN = 
45° 十 人 CGN==45° 十 人 BCL= MCL ,这 样 又 就 可 证 明 ANMGNS 
AMCZL ,分 析 也 就 可 以 完成 . 

如 果 我 们 取信 MHG 为 与 
AMNL 有 公共 的 直角 顶点 的 等 腰 直 
角 三 角形 , 那 末 就 应 有 人 A 人 MEN 名 
AMc7 ,于 是 应 先 连 结 HN、GL, 由 
于 这 时 也 出 现 了 A 和 人 CHN 和 人 和信 BGL 
应 是 一 对 绕 正方 形 的 中 心 旋转 90° 的 
全 等 三 角形 ,所 以 可 先 由 CH= BG， 
CN=BL 和 ANCH=90° 十 人 ICG= 图 5， 260 








90" 十 人 ABC 一 人 LBG, 证 明 ACHNSQABGL,HN=GL,ALCHN 


二 BGL, 那 末 再 由 MH = MG 就 可 证 明 人 MENS2AMGZ ,分 析 
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也 可 以 完成 . 

如 果 我 们 取 人 MBH 为 与 
入 MNL 有 公共 的 直角 顶点 的 等 腰 直 
角 三 角形 , 那 末 就 应 有 信 MHL 鱼 
AMBN, 于 是 应 先 连结 HL、BN. 由 
于 这 时 也 出 现 了 人 BHL 和 ACBN 
是 一 对 绕 正 方形 的 中 心 旋转 90" 的 全 
等 三 角形 ,所 以 可 由 BH=CB,BL= 
CN 和 AHBL= 45°+ LHBE = 45° 图 5. 261 
十 LBCD= LBCN ,证 得 人 BHL2ACBN,HL=BN 和 BHL 





桥 . 

例 72 已 知 : 人 4BC 中 ,人 C= 二 90°, 分 别 以 AB、BC、AC 为 边 
向 形 外 作 正 方形 ABDE、BCFG、ACHK. 求证 : EK: 十 DG 十 FH? 
~6AB’. 1 





图 5，262 图 5。263 
分 析 , 本 是 结论 中 出 现 的 是 线段 的 平方 之 和 的 关系 ,所 以 可 应 
用 勾 股 定理 进行 证 明 . 这 样 就 应 将 EK 、DG、FH 分 别 看 作 是 直角 
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三 角形 的 斜 边 . 

若 首先 讨论 EK, 则 在 将 EK 看 作 
是 直角 三 角形 的 斜 边 时 ,首先 就 应 将 这 
个 直角 三 角形 添 出 ,添加 的 方法 就 是 过 
EK 的 端点 分 别 向 对 边 作 垂 线 . 若 首 先 
讨论 端点 已 , 则 过 已 作 EM KA, 生 交 
天 4 的 延长 线 于 M, 就 立即 可 得 EK?= 
KM2 十 EN = (AK+AM)Y+EM:= 
4 天 ?十 24 玉 。4M 十 4M2 十 FEM, 由 于 
AM:+EM’:~AE’= AB’,H AK= AC, 
所 以 EK?==AB’ 十 4C? 十 24C。AM. 根 
据 同 样 的 道理 ,过 DD 作 DN 1 GB 交 GB 的 延长 线 于 N 后 ,也 可 得 
DG 二 AB: 十 BC 十 2BC，。BN. 而 由 人 FCH =90°, 又 可 得 FH? 二 
. CH’: 十 CF 一 AC? 十 BC 二 AB’, 从 而 就 有 EK 二 DG-+FH?==AB? 
+AC:+2AC .AM 二 AB’+BC:+2BC . BN + AB’:=4AB’+ 
24C，。AM 十 2BC。BN ,现在 我 们 要 证 明 这 个 关系 式 等 于 64B?， 
就 是 要 证 明 24C.。 AM 十 2BC 。 BN=2AB’, AC。，AM 十 BC. BN 
二 4AB?. 而 4B’==AC? 十 BC? ,比较 这 两 个 关系 式 可 以 发 现 ,问题 已 
成 为 要 证 4M= 4C 和 BN= BC. 但 4M= 4C 这 个 性 质 一 出 现 ， 
且 由 于 4MJ 4C, 所 以 它们 应 构成 一 个 等 腰 直 角 三 角形 ,或 半 个 
正方 形 ,这 样 就 出 现 了 它 是 与 正方 形 ABDE 具有 公共 顶点 4, 所 
以 就 出 现 了 一 对 旋转 型 全 等 三 角形 . 现在 由 公共 顶点 4 发 出 的 两 
组 相等 线段 是 4B、AE 和 4C、4M, 所 以 就 可 找到 A4BC 和 
和 A4FM 应 是 一 对 全 等 三 角形 ,全 等 的 条 件 是 4B 二 AE, 人 ACB= 
人 AME 一 90", 人 人 BAC 二 人 EAM 都 等 于 旋转 角 90" 减 去 公共 部 分 
全 BAM ,在 证 明了 这 两 个 三 角形 全 等 以 后 ,就 可 得 4C= 4M. 根 
据 同样 的 道理 也 可 证 明 BC=BN ,所 以 分 析 可 以 完成 . 

若 考虑 过 端点 玉 向 对 边 作 垂 线 , 则 过 尺 作 KM1|EA, 交 EA 
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图 5。264 





的 延长 线 于 M, 就 可 得 EK 一 4 再 十 
4Cz: 十 24B。4M. 根 据 同样 的 道理 ,过 入 
G 作 GN DB, 交 DB 的 延长 线 于 N k 
后 ,又 可 得 DG:= 4B2: 十 BC2: 十 248 。 
BN. 而 FH?==4B’, 所 以 问题 就 转化 为 
要 证 .24B .4M 二 24B。BN 一 248B?， 
4M 十 BN=48. 但 这 是 要 证 明 一 条 线 
段 等 于 两 条 线段 的 和 ,所 以 根据 线段 和 
的 定义 在 4B 上 截取 A1 二 AM 后 再 证 。 “ ? 
明 留 下 来 的 BI 和 BN 相等 . 但 作出 了 5 265 
AI=AM 后 ,又 因为 4M 41, 所 以 它们 又 可 组 成 一 个 等 腰 三 角 
形 或 半 个 正方 形 , 它 和 正方 形 ACHK 具有 公共 顶点 4, 这 样 又 出 
现 了 A4MK 和 人 入 AIC 是 一 对 旋转 型 全 等 三 角形 ,全 等 的 条 件 是 
AK=AC,AM= AI1, LAKAM= ACAI==90" 一 人 CAM ,在 证 明了 
这 两 个 三 角形 全 等 后 ,就 可 得 人 人 AIC 二 人 AMK = 90°, 人 BIC = 
90。, 从 而 又 可 以 证 明 ABCT 和 入 BGN 也 是 一 对 旋转 型 全 等 三 角 
形 ,BN=BT, 所 以 分 析 也 可 以 完成 . 

例 73 已 知 : 人 4BC 中 ,以 4B、 
AC 为 边 分 别 向 形 外 作 正 方形 4BDE、 
4CFG. 4 万 | BC 垂 足 是 已 .求证 :CD、 
BF、AH 相交 于 一 点 ， 2 

分 析 : 本 题 要 证 明 CD、BF、AH 相 
交 于 一 点 ,而 已 知 AH 是 A4BC 的 一 
条 高 ,所 以 就 想到 要 应 用 三 角形 的 三 条 图 5，266 
高 交 于 一 点 的 性 质 , 这 样 就 必须 要 使 CD、BF 也 都 成 为 三 角形 的 
高 所 在 的 直线 ,所 以 首先 想到 的 是 过 4 作 AM 上 CD, 且 分 别 交 
CD.CB 于 天 、M. 由 于 条 件 中 给 出 BD=B4, 且 BED1B4, 所 以 可 
得 了 BDC = 人 BAM, 从 而 就 出 现 了 AM 和 DC 这 两 条 互相 垂直 
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图 5。267 图 5。268 
的 线段 是 和 正方 形 的 一 组 邻 边 交 成 等 角 的 ,所 以 可 添加 旋转 型 全 
等 三 角形 进行 证 明 . 添加 的 方法 是 将 人 CBD 绕 顶 点 B 旋转 90"， 
这 样 BD 就 和 BA 重合 ,而 DC 就 和 4M 重合 ,或 者 也 就 是 DC 应 





图 5。269 图 5。270 


沿 AM 落下 ,所 以 应 延长 4M 到 N, 使 AN= DC ,并 连结 BN ,就 可 
根据 BD = 二 B4, LBDC = 人 BAN 和 DC 一 AN 得 人 BDC 鱼 
AB4N, 并 可 进一步 得 到 BC=BN, 人 NBC= 人 NBA 一 人 ABC 
=LCBD— LABC= LABD=90°". 
在 作出 了 4M_LCD 后 ,就 出 现 了 CK、AH 是 人 AMC 的 两 条 
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高 ,但 这 时 BF 显然 不 在 这 个 三 角形 的 另 一 条 高 上 ,所 以 A4AMC 
还 不 是 证 明 结 论 所 需要 的 三 角形 . 由 于 CD 必须 是 三 角形 一 条 高 
所 在 的 直线 ,所 以 三 角形 相应 的 一 边 必须 和 CD 垂直 ,由 此 可 得 这 
条 边 也 必须 是 AM 的 平行 线 , 由 于 这 时 可 将 高 AH 对 应 的 边 BC 
的 两 个 端点 取 作 三 角形 的 顶点 ,所 以 这 条 平行 线 就 可 以 过 B 点 
作 , 也 就 是 过 B 作 BTAN4, 或 者 也 就 是 作 BILCD 且 分 别 交 CD 
于 71, 交 HA 的 延长 线 于 J ,然后 再 连结 CJ, 那 末 CI 和 JH 就 是 
人 CJB 的 两 条 高 .如 设 JC 交 BF 于 已 , 则 问题 就 成 为 要 证 BP 是 
和信 CJB 的 第 三 条 高 ,也 就 是 要 证 BP_CV. 

由 于 以 上 的 分 析 都 是 从 CD 要 成 为 高 所 在 的 直线 来 进行 分 析 
的 , 那 末 对 于 BF 来 讲 就 可 以 用 同样 的 方法 进行 分 析 . 于 是 过 4 
作 4 上 BF, 且 使 AL= 二 FB, 并 连结 CL, 也 就 可 证 明 人 CFB 鱼 
A 人 CAL,CL==CB, 人 LCB= 二 90°. 而 在 作 了 4LLBF 后 ,问题 就 可 
转化 为 要 证 AL/JC. 由 于 我 们 已 有 BJVWN4,BNVJ4, 所 以 四 
边 形 ANBJ 是 平行 四 边 形 ,可 得 JA 二 BN BC, 所 以 J4=CL， 
有 是 JA4WNCL; 所 以 四 边 形 ALCJ 也 是 平行 四 边 形 ,从 而 就 可 证 明 
AL/JC ,分 析 就 可 以 完成 . 

例 74 已 知 :E、.F.G、H 分 别 是 正方 形 4 H_D 
ABCD 四 边 上 的 点 , 4AE 一 BF 二 CG 一 DH. 求证: :kN 
四 边 形 EFGH 是 正方 形 . -一 

分 析 ; 本 题 要 证 明 四 边 形 EFGH 是 正方 形 ,就 p 一 F C 
可 考虑 先 证 它 的 四 条 边 都 相等 ,再 证 明 它 有 一 个 图 5。271 
内 角 是 90*. 

若 我 们 先 考 虑 证 EH 二 FE, 则 由 条 件 四 边 形 4BCD 是 正方 
形 , A= 人 B==90", 这 样 就 出 现 了 过 要 证 明 的 正方 形 EFGH 的 
一 个 顶点 向 过 它 的 相 邻 顶点 瑟 或 下 的 直线 所 作 的 垂 线 EA 或 
EB, 所 以 可 应 用 绕 正方 形 的 中 心 旋转 90" 的 全 等 三 角形 证 明 . 根据 
这 两 组 垂 线 相 交 的 位 置 就 可 找到 这 对 全 等 三 角形 应 是 人 AEH 和 
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ABFE. 全 等 的 条 件 是 AE=BF, 人 A= 人 B= 
90", AH 二 BE 分 别 等 于 4B 一 4E 和 AD 一 DH. “oT 
所 以 就 可 得 EH=FE, 人 EHA= 人 人 FEB. 根据 同 sb MA 
样 的 道理 可 证 FE=FG= 二 GH. 而 由 人 EHA+ \ 
ZHEA 二 90", 又 可 得 LFEB+ 人 HEA 一 90", 所 BF C 
以 就 有 人 HEF 二 180" 一 90" 二 90", 四 边 形 EFGH 图 5.272 
是 正方 形 就 可 以 证 明 . 

例 75 已 知 :E.F.G、H 分 别 是 正方 形 ABCD 四 边 上 的 点 ， 
AE= 二 BF 二 CG=DH,AF、BG、CH、DE 依次 相交 于 L、M、N、K. 


求证 :四 边 形 KLMN 是 正方 形 . 
A H D 
oy 
G 
A 
B F C 


图 5。273 图 5，274 

分 析 : 本 题 要 证 明 四 边 形 KLMN 是 正方 形 , 就 可 以 证 明 它 的 
四 条 边 相 等 ,再 证 明 它 的 一 个 内 角 是 直角 ,也 可 以 先 证 明 它 的 四 个 
角 都 是 直角 ,再 证 明 它 的 一 组 邻 边 相等 . 

若 考 虑 证 明 人 KLM 二 90", 则 就 是 要 证 明 AF | BG ,这样 就 出 
现 了 过 正方 形 4BCD 的 顶点 4 向 过 它 的 相 邻 顶点 B 的 一 条 直线 
BG 所 作 的 垂 线 ;所 以 可 应 用 绕 正方 形 的 中 心 旋转 90" 的 全 等 三 角 
形 进行 证 明 . 于 是 可 找到 这 对 全 等 三 角形 应 是 人 AKB 和 人 BGC， 
全 等 的 条 件 是 A4B=BC,， 人 ABF= 人 人 BCG 一 90°,BF=CCG. 从 而 可 
进一步 推 得 ZFAB= 二 人 GBC. 而 已 知人 GBC+ 人 人 GBA 一 人 《人 ABC 
90", 所 以 就 有 FAB 十 人 ABL = 90", 就 可 得 人 ALB 二 90， 
/KLM 二 90°. 根据 同样 的 道理 也 就 可 以 证 明 四 边 形 KLMN 的 其 
它 三 个 内 角 也 都 等 于 90”. 
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而 在 证 明了 ALB= 人 BMC 二 90" 后 ,又 可 以 通过 A4B=BC 
和 BAF 二 人 CBG ,证 得 人 ABL 和 ABCM 也 是 一 对 绕 正方 形 的 
中 心 旋转 90° 的 全 等 三 角形 ,从 而 有 8BL=CM, 也 就 可 进一步 得 
BL 二 AK, 而 4L=BM, 所 以 可 证 明 KL=LM. 分 析 就 可 以 完成 . 
例 76 已 知 :D、E、F 分 别 是 等 边 人 ABC 的 三 边 上 的 点 , 且 
AD==BE 二 CF. 求证 : 八 DEF 是 等 边 三 角形 . 


A 4 


{ 5。275 图 5。276 

分 析 : 本 题 要 证 明 八 DEF 是 等 边 三 角形 ,就 要 证 明 它 的 三 条 
边 都 相等 ,也 就 是 要 证 DE== EF=FD. 

如 我 们 先 考虑 证 DE=FD. 而 这 两 条 线段 分 别 是 ADBE 和 
人 和信 FAD 的 边 . 再 考虑 在 这 两 个 三 角形 中 ,已 经 出 现 BE=AD, 人 人 B 
一 /A 二 60°, 且 由 4B 二 AC 和 AD=CF ,又 可 得 BD=AB 一 AD= 
4C 一 CF=4F, 所 以 ADBESAF4D,DE=FD. 根 据 同样 的 道 
理 , 还 可 证 明 这 两 条 边 都 和 EF 相等 ,所 以 结论 可 以 证 明 . 这 一 对 
全 等 三 角形 则 是 绕 等 边 三 角形 的 中 心 旋转 120° 的 全 等 三 角形 . 

例 77 已 知 :D.E、F 是 等 边 信 4ABC 的 三 边 上 的 点 , 且 4D= 
BE 二 CF,CD、AE、BF 分 别 相交 于 G、 已 .K. 求 证 :AGEK 是 等 
边 三 角形 . 

分 析 : 本 题 要 证 明和 信 GHK 是 等 边 三 角形 就 可 以 证 明 它 的 三 
条 边 相 等 ,或 者 证 明 它 的 三 个 角 都 相等 . 

由 条 件 4B 一 CA, ABE 二 LCAD=60",BE=AD, 就 可 得 
A4BEceAC4D. 这 也 是 一 对 绕 等 边 三 角形 的 中 心 旋 转 120" 的 全 
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图 5。277 图 5* 278 
等 三 角形 ,于 是 就 有 BAE 二 人 ACD. 而 人 BAE 十 人 人 EAC = 
ZBAC==60", 所 以 人 ACG 十 人 EAC 也 等 于 60", 而 人 KGH 是 
入 ACG 的 外 角 , 从 而 就 可 证 明 人 KGH= 人 ACG 二 人 CAG= 60". 
根据 同样 的 道理 还 可 证 明 人 LGHK 和 人 HKG 也 都 等 于 60°, 从 而 
可 证 明 结论 . 

如 考虑 证 明 边 相等 , 则 在 证 明了 二 B4 巨 = 4CPD 当然 也 等 
于 人 CBF 后 ,就 可 得 LCAG 二 人 ABH 一 人 BCK, 且 CA=AB= 
BC, 所 以 也 可 得 人 CAG 避 入 4BH 和 人 BCK ,AG 二 BH 一 CK, 而 且 
CG 二 AH=BK, 从 而 就 可 证 明 GH= 二 HK=KG. 

例 78 已 知 :以 直角 入 ABC 的 两 条 直角 边 4C、BC 为 边 向 外 
作 正 方形 ACDE、BCFG, 过 E.G 分 别 作 EM | AB、GN 4B, 垂 
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足 为 M.N. 求 证 :EM 十 GN=AB. 

分 析 : 本 题 条 件 中 出 现 的 EM_1 AB, 是 由 正方 形 ACDE 的 顶 
点 瓦 向 过 它 的 相 邻 顶点 4 的 一 条 直线 4B 所作 的 垂 线 ,从 而 就 可 
添加 绕 正 方形 的 中 心 旋 转 90° 的 全 等 三 角形 进行 证 明 . 添加 的 方 
法 是 过 EE 的 对 角 顶 点 向 同一 条 直线 作 垂 线 , 于 是 过 C 作 CH1 
AB, 且 设 垂 足 为 娘 , 那 末 由 AE=CA, AM= LCHA ==.90°， 
了 AEM=90" 一 EAM 二 人 CAH ,就 可 证 明和 信 AEM 和 入 CAH 全 
等 ,从 而 可 得 EM 二 4H. 根据 同样 的 道理 ,还 可 以 证 明 GN= BH， 
所 以 结论 也 就 可 以 证 明 . 

例 79 已 知 :C 是 线段 4B 上 的 一 点 ,4D 4B,CF | 4B， 
BE 4B, 且 使 4D= BC,BE=A4C,CFE=485. 求 证 : ~DF4 = 
ZEFB. : 





图 5。. 281 图 5。282 


分 析 : 由 条 件 4D 和 BC 垂直 而 且 相 等 ,4B 和 CF 垂直 而 且 
相等 ,所 以 将 ABFC 绕 C 点 道 时 针 旋转 90" 后 再 平行 移动 就 可 以 
使 BC 和 DA、FC 和 B4 完全 重合 ,而 这 样 的 移动 实质 上 也 是 绕 革 
一 个 特定 的 点 旋转 90", 所 以 也 可 以 添加 旋转 90" 的 全 等 三 角形 进 
行 证 明 . 由 于 4D、4 组 成 的 三 角形 不 完整 ,所 以 应 将 人 4DB 添 
出 , 即 连结 DB ,可 得 A4BD 和 ACFB 全 等 ,于 是 DB 和 BF 也 垂 
直 而 且 相 等 ,从 而 可 证 明 二 DFB=45". 根据 同样 的 道理 ,连结 AE 
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后 ,可 证 得 EFA==45°, 从 而 也 就 可 以 完成 证 明 . 
例 80 已 知 ;以 入 4BC 的 边 
AB、AC 为 边 向 外 作 正 方形 ABDE、 


5 M 
ACFG, AH 是 高 ,HA 的 延长 线 交 NT 
EG 于 M. 求 证 :EM=GM. D 
分 析 : 由 本 题 条 件 AH 是 BC 边 AN 
B € 


上 的 高 ,可 知 BC 是 由 正方 形 的 顶点 

C 向 过 它 的 相 邻 顶点 4 的 一 条 直线 图 5，283 

AH 所 作 的 垂 线 ,从 而 就 可 以 添加 绕 正方 形 的 中 心 旋转 90° 的 全 等 
三 角形 进行 证 明 . 添加 的 方法 是 过 C 的 对 角 顶 点 G 向 同一 条 直线 
作 垂 线 ,也 就 是 过 G 作 GKJ」AH 交 AM 于 ,就 可 得 人 GAK 和 
入 ACH 全 等 ,全 等 的 条 件 是 GA=AC, 人 GKA== 人 AHC= 90"， 
LAGK=90°— /GAK=180°—90°— /GAK= /CAH, 所 以 GK 





图 5。284 图 5。285 
二 A 五 .根据 同样 的 道理 ,过 E 作 EN1LHA 交 HA4 的 延长 线 于 入 
后 ,也 可 得 EN 一 A 吾 , 所 以 就 可 推 得 EN 一 GK. 但 根据 作 图 又 有 
EN /GK ,出现 了 这 两 条 线段 是 平行 而 且 相 等 ,所 以 可 应 用 中 心 
对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 . 根据 将 这 两 条 线段 的 四 个 端点 两 两 
连结 组 成 全 等 三 角形 的 方法 ,可 找到 这 对 全 等 三 角形 应 是 人 EMN 
和 入 GMK ,全 等 的 条 件 是 人 EMN = 人 GMA, 人 ENM 人 GKM 
二 90°,EN 二 GK ,在 证 明了 这 两 个 三 角形 全 等 后 ,也 就 可 证 明 EM 
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=GM. 

本 题 在 上 述 分 析 中 可 以 发 现在 -AN. 
最 后 证 明 EM 二 GM 时 ,是 应 用 一 对 M 6 
中 心 对 称 型 全 等 三 角形 来 进行 证 明 一 
的 . 而 这 一 对 全 等 三 角形 又 是 通过 汪 < A p 
加 过 E.G 这 两 个 端点 的 一 组 平行 线 
EN .GK 来 得 到 的 . 由 于 过 两 个 点 作 ° 
平行 线 可 以 出 现 多 种 可 能 情况 ,所 以 图 5 "286 
我 们 也 可 以 选取 其 它 的 可 能 情况 进行 讨论 . 

若 取 过 端点 G 的 GA 为 平行 方向 线段 , 则 过 五 作 ENVAA4GC 
交 AM 的 延长 线 于 N. 由 于 A4B=EA, 人 BAC=360° 一 2X 90° 一 
LEAG=180°— LEAG= LAEN, /ABC=90°— /LBAH= 180° 
一 90° 一 ABAH 一 人 EAN, 所 以 人 4ABC 和 人 入 EAN 也 是 一 对 绕 正 
方形 的 中 心 旋转 90° 的 全 等 三 角形 ,从 而 可 得 EN 二 AC== AG, 又 
因为 EN/W 4G, 可 得 LENM= 人 LGAM, 且 人 EMN= 二 人 AGMA, 所 
以 AEMNS2AGM4 ,也 就 可 证 明 EM 二 GM. 

若 取 过 端点 G 的 GF 为 平行 方 
向 线段 , 则 过 雇 作 EN /GF 交 MH 
的 延长 线 于 N. 但 这 时 由 于 GF 也 尚 
未 与 MH 相交 ,所 以 也 应 将 它们 延长 
到 相交 ,于 是 延长 FG 交 HM 的 延长 
线 于 天 ,从 而 就 可 得 到 人 A 人 EMN 和 
AGMK 应 是 一 对 中 心 对 称 型 的 全 等 
三 角形 . 在 这 两 个 三 角形 中 ,两 个 角 
对 应 相等 马上 可 以 证 明 , 所 以 就 应 再 
证 一 组 边 对 应 相等 的 条 件 . 图 5。287 

由 于 我 们 作 的 是 ENAGF ,而 已 知 GR 4GC, 所 以 有 EN 上 
4G, 这 样 就 出 现 了 过 正方 形 ABDE 的 顶点 向 过 它 的 相 邻 顶点 
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4 的 一 条 直线 4G 所 作 的 垂 线 ， 
所 以 可 添加 绕 正 方形 的 中 心 旋 
转 90° 的 全 等 三 角形 进行 证 明 . 
由 于 EN | 4G, 所 以 将 EN 绕 
正方 形 的 中 心 顺 时 针 旋 转 90* 
就 落 在 了 G4 的 延长 线 上 ,于 是 
就 有 延长 G4 交 CB 的 延长 线 
于 工 ,也 就 可 找到 这 对 全 等 三 角 
形 应 是 A4EN 和 入 BAL. 全 等 . N 
的 条 件 是 AE 二 BA, 由 人 EAB 图 5. 288 
一 90" 和 AL | EN, 可 得 LAEN 一 人 BAL, 由 ALLEN 和 ANL 
CL, 又 可 得 ANE== 人 BLA. 在 证 明了 这 两 个 三 角形 全 等 以 后 ， 
就 可 得 EN= AL. 

由 于 出 现 了 与 EN 有 关 的 等 量 关 系 , 所 以 证 明 人 ENAM 和 
人 GKM 全 等 的 第 三 个 条 件 就 应 证 EN 二 GK ,也 就 是 可 转化 为 证 
AL= 二 GK. 但 ALLGK 也 是 过 正方 形 4CFG 的 顶点 4 向 过 它 的 
相 邻 顶点 G 的 直线 KF 所 作 的 垂 线 ,所 以 仍然 可 应 用 绕 正方 形 的 
中 心 旋转 90* 的 全 等 三 角形 进行 证 明 . 于 是 可 找到 这 一 对 全 等 三 
角形 应 是 A4LC 和 AGK4, 全 等 的 条 件 是 AC 二 GA, 人 人 LAC 二 
KG4=90,A4LC=EN4=GK4, 所 以 47 一 GK 可 以 证 
明 ,分析 也 就 可 以 完成 . 

在 上 述 分 析 中 ,作出 了 EN 和 GK 这 一 组 平行 线 后 ,问题 就 转 
化 成 要 证 人 EMN 和 人 GMK 中 的 一 组 对 应 边 相 等 . 由 于 EN 和 
GK 是 所 作 的 两 条 平行 线段 , 且 过 GK 的 两 个 端点 的 直线 又 可 以 
看 作 是 相交 于 4 点 ,所 以 又 可 以 添加 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 
明 , 于 是 就 应 将 相交 于 4 点 的 这 两 条 直线 延长 到 与 平行 线 中 的 另 
一 条 相交 , 亦 即 延长 GA 交 EN 于 工 ,就 可 得 人 LNAwAGKA， 
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RE = 纸 . 所 以 问题 就 可 以 选取 证 


k 

人 
明 天 G= NE, 也 就 是 要 证 明 NE 也 I 
满足 上 述 比例 关系 ,也 即 要 证 六 人 一 Ty 


EC \ 
S G 
人 .这 是 一 个 新 的 比例 关系 ,再 进行 Dp NU? 
描 图 ,可 以 发 现 NL 和 NE 这 一 组 相 了 4 
比 线段 又 重奏 在 一 直线 上 ,所 以 仍然 Bs AN 
可 以 添加 平行 线 型 相似 三 角形 进行 ~ 
证 明 ,添加 的 方法 是 过 端点 和 内 分 点 图 5 289 
作 平 行 线 , 所 以 过 已 作 E1/LA 交 NK 于 了 就 可 得 人 AN4Lco 


ANIE, 人 一 和. 比较 这 两 个 关系 可 发 现 问题 进一步 转化 为 要 


证 4G 二 IE. 在 前 述 分 析 中 ,我 们 已 知人 A4BC 和 和 AE47 必定 全 等 ， 
所 以 有 IE 一 AC, 也 就 等 于 4G ,所 以 分 析 可 以 完成 . 

车 平行 线 的 方向 取 在 与 过 中 点 
MM 的 直线 MH 的 方向 , 则 过 两 个 端 
点 所 作 的 平行 线 与 MH 不 相交 ,于 是 
中 心 对 称 型 全 等 三 角形 就 不 再 出 现 ,，? 
图 形 就 转化 成 为 三 角形 中 位 线 的 基 
本 图 形 的 应 用 问题 .于 是 过 五 作 EK 
/MH ,或 者 也 就 是 EK 上 BC 交 G4 图 5。290 
的 延长 线 于 天 , 那 未 问题 就 转化 成 要 证 AK 二 AG. 由 条 件 已 知 AG 
一 AC, 所 以 又 应 证 AK=AC ,但 这 是 两 条 具有 公共 端点 的 相等 线 
段 , 晶 它 们 又 互相 垂直 ,所 以 它们 可 组 成 一 个 等 腰 直 角 三 角形 ,或 
者 也 就 是 半 个 正方 形 , 而 条 件 中 又 给 出 四 边 形 ABDE 是 正方 形 ， 
从 而 又 出 现 了 两 个 以 4 为 公共 顶点 的 正方 形 , 所 以 又 可 以 出 现 一 
对 旋转 型 全 等 三 角形 ,现在 由 4 点 发 出 的 两 组 相等 线段 就 是 AK、 
AC 和 AE、4AB, 所 以 可 找到 全 等 三 角形 应 是 八 AEK 和 入 ABC ,全 
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等 的 条 件 是 AE==4B, 人 EAK=90" 一 人 BAK= 人 BAC. 人 LAEK 
= /EAM=180°~— ALBAH—90°=90° 一 人 BAH= 人 ABC, 从 而 
即 可 证 得 AK = 二 4C ,分析 完成 . 

车 过 两 个 端点 E.G 所 作 的 MH 


的 平行 线 不 是 取 在 与 GA 或 EA 的 延 NR 
长 线 相交 ,而 是 取 在 与 过 4 且 与 MH > 
垂直 的 直线 相交 ,并 设 交点 分 别 为 < 。 
K、N, 那 末 问 题 就 成 为 一 个 梯形 的 中 A 仆 

B H 


位 线 的 判定 问题 ,也 就 是 问题 可 转化 
成 要 证 AK = AN. 由 于 4G = 4C， 图 5 291 
/NAH= 90°, ZGAN = 90" 一 ANAC = LCAH, LANCG 一 
ZNAH 二 人 AHC=90°, 就 可 得 人 AGN 综 人 入 ACH,AN 一 A , 根 
据 同 样 的 道理 还 可 以 证 明 人 AEK 器 人 ABH,AK 一 A 有 ,所 以 分 析 
可 以 完成 . . 
由 于 本 题 条 件 中 出 现 了 四 边 形 
ABDE 是 正方 形 , 且 AH | BC, 是 过 
正方 形 的 一 个 顶点 向 过 它 的 相 邻 顶 
点 的 一 条 直线 所 作 的 垂 线 , 从 而 就 可 
添加 绕 正 方形 的 中 心 旋转 90" 的 全 等 
三 角形 进行 证 明 . 由 于 已 知 天 4 二 
AB,MA LBC, 所 以 将 八 AEM 绕 正 图 5， 292 
方形 4BDE 的 中 心烦 时 针 旋转 90" 后 , 它 的 第 三 条 边 EM 也 必定 
落 在 过 4 而 与 EM 垂直 的 直线 上 ,于 是 过 4 作 EM 的 垂 线 ,并 与 
EG、BC 分 别 相交 于 N、K, 那 末 由 EA= AB, AEAM= 90°— 
BAH = LABK, LAEM= 90°— LEAN= LABAK, 就 可 得 
和 人 4FMSAB4K,EM 一 4 天 . 根据 同样 的 道理 还 可 证 明和 GMA 
入 AKC,GM 二 AK ,所 以 分 析 可 以 完成 . 
例 81 已 知 :A4BC 中 ,LA4CB=90 ,以 4B、4C 为 边 向 外 
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作 正 方形 4BDE、ACFG,CA 的 延长 线 交 EG 于 玖 .求证 ,BC== 
24H. 





图 5。293 图 5。294 

分 析 : 本 题 的 条 件 中 出 现 了 一 4CB= 90" 和 四 边 形 ABDE 是 
正方 形 , 所 以 BC 就 是 由 正方 形 4BD 的 顶点 B 向 过 它 的 相 邻 顶 
点 4 的 直线 4C 所 作 的 垂 线 , 从 而 就 可 以 添加 绕 正 方形 的 中 心 旋 
转 90* 的 全 等 三 角形 进行 证 明 . 添加 的 方法 是 过 B 的 对 角 顶 点 上 
向 同一 条 直线 作 垂 线 , 即 过 无 作 EM J 4C, 交 CA 的 延长 线 于 M， 
于 是 A4BC 就 应 和 AE4M 全 等 . 全 等 的 条 件 是 AB = E4， 
/ACB= /LEMA=90°, BAC=90° 一 人 EAM= 人 AEM, 也 就 可 
得 BC=4M, 从 而 欲 证 的 结论 就 可 转化 为 4M==24H, 即 五 是 
AM 的 中 点 . 而 现在 已 有 AM、EG 相交 于 五 ,所 以 要 证 明 相 等 的 两 
条 线段 AH 和 MH 就 位 于 一 组 对 项 角 芝 AHG 和 人 MHE 的 两 边 . 
且 成 一 直线 ,所 以 可 应 用 中 心 对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 . 而 由 
EM= AC=GA, LEMH= LAGAH=90°, 人 LEHM= LGHA, 就 可 
证 明 人 MHE 久 人 和 AHG,EH=GH. 

由 于 本 题 要 证 明 的 结论 BC 二 24H 是 两 条 线段 之 间 的 倍 半 关 
系 , 且 五 应 是 EG 的 中 点 ,所 以 可 应 用 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 
的 性 质 进 行 证 明 . 
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若 考 虑 将 半 线 段 AH 取 作 中 位 线 , 则 
应 添 三 角形 的 边 , 于 是 延长 GA 到 M, 使 
4M= 4G, 那 末 连 结 EM 后 ,就 应 证 AH/ 
ME. 由 于 在 作出 了 4M= 4G 后 ,再 根据 
4G= AC, 就 可 得 AM = 4C, 而 且 4M 二 
4C, 所 以 它们 可 组 成 一 个 等 腰 直 角 三 角形 ， 
也 就 是 半 个 正方 形 ,而 已 知 四 边 形 ABDE 
是 正方 形 , 它 们 有 一 个 公共 顶点 4, 所 以 就 
出 现 一 对 旋转 型 全 等 三 角形 . 现在 由 公共 项 
点 4 发 出 的 两 组 相等 线段 是 AC、AM 和 5 295 
AB.AE, 所 以 全 等 三 角形 应 是 人 ABC 和 人 A4EM, 全 等 的 条 件 是 
AC=AM,AB=AE, LBAC—90°— LBAM= 人 EAM, 所 以 EM 
一 BC, AEMA 二 了 BCA=90", 于 是 有 AH//ME, 也 就 可 得 EM 一 
2AH,BC=2AH. 

若 考 虚 将 倍 线段 BC 取 作 三 角形 
的 边 , 则 应 添 三 角形 的 中 位 线 . 这 样 首 
先 应 使 4 成 为 中 点 ,于 是 延长 B4 到 
KK, 使 AK 二 AB, 并 连结 CK 交 4G 于 
M, 则 由 AM/ BC, 即 可 得 4M 是 
人 KBC 的 中 位 线 , BC 一 24M, 因 而 接 
下 来 就 应 证 AH = 二 AM. 

但 由 AK = 4B= AE,AK LAE 
可 得 AK、AE 可 组 成 一 个 等 腰 直 角 三 
角形 ,或 半 个 正方 形 , 它 与 已 知 的 正方 
形 ACFG 有 一 个 公共 的 顶点 A, 所 以 就 出 现 了 一 对 旋转 型 全 等 三 
角形 . 于 是 由 A 二 AK.AG 二 AC;, 可 找到 由 它们 两 两 组 成 的 全 等 
三 角形 应 是 人 AEG 和 AAKC, 而 证 明 全 等 的 第 三 个 条 件 就 是 
/EAG=90°+ LKAG= LKAC. 而 要 证 明 相等 的 这 两 条 线段 
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AH.AM 分 别 是 这 两 个 全 等 三 角形 的 对 应 线段 ,所 以 它们 的 相等 
是 可 以 证 明 的 . 也 就 是 通过 ~4CM= AGH ,人 CAM= LGAH 
一 90 和 4C=4GC ,在 证 明了 A4CMSA4G 万 后 ,就 可 以 完成 证 
明 . 

例 82 已 知 :E、F.G、H 依次 是 正方 形 4BCD 的 四 边 上 的 
点 , 且 EG LFH. 求 证 :EG=FH. 


B F CC B Mr C 
图 5。297 图 5，298 

分 析 : 本 题 条 件 中 出 现 的 两 条 垂直 线段 EG 和 FH 并 没有 确 
定 的 位 置 上 的 要 求 , 在 画图 时 实际 上 也 是 任意 给 出 的 ,所 以 这 两 条 
线段 就 可 以 分 别 在 正方 形 的 对 边 之 间作 平行 移动 ,而 不 论 移动 到 
什么 位 置 ,其 相等 的 性 质 都 保持 不 变 , 所 以 就 可 以 将 它们 分 别 平移 
到 过 正方 形 的 顶点 ,于 是 分 别 过 4、B 作 AM// HF,BK/ EG 交 
BC.CD 于 MK, 则 由 AM==HF 和 BK 二 EG, 可 得 问题 转化 成 要 
证 AM= BK. 

由 条 件 EC FH, 也 就 可 得 AM | BK ,这 样 就 出 现 了 过 正方 
形 的 顶点 4 向 过 它 的 相 邻 顶点 B 的 一 条 直线 BK 所 作 的 垂 线 , 从 
而 就 可 应 用 绕 正 方形 的 中 心 旋 转 90° 的 全 等 三 角形 进行 证 明 . 也 
就 可 找到 这 两 个 全 等 三 角形 应 是 八 AMB 和 和 ABKC, 全 等 的 条 件 
就 是 ABM= 人 BCK=90",4B==BC, 并 由 ABM = 二 90° 和 BK 
了 4M 推 得 的 人 MAB= 人 KBC. 所 以 AM= BK 就 可 以 证 明 . 

例 83 已 知 :正方 形 4BCD 中 ,AC、BD 相交 于 0O,E 是 BD 
上 的 一 点 ,DF_|LCE, 垂 足 是 下 且 交 4C 于 GG. 求证: 四边形 BCGE 
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图 5。299 图 5。300 

分 析 : 本 题 条 件 中 出 现 了 DF_LCE, 是 过 正方 形 的 一 个 顶点 DD 
向 过 它 的 相 邻 顶点 C 的 一 条 直线 CE 所 作 的 垂 线 , 所 以 就 可 应 用 
绕 正 方形 的 中 心 旋转 90* 的 全 等 三 角形 进行 证 明 . 由 于 问题 是 要 
证 BE=CG, 所 以 根据 这 两 条 线段 所 在 的 三 角 
形 就 可 找到 这 对 全 等 三 角形 应 是 人 ABCE 和 
和 CDG, 全 等 的 条 件 应 是 BC=CD, 人 CBE = 
/DCG=45°, LBCE=90°— AECD= LCDG, 
从 而 就 可 证 明 BE 二 CG, 又 因为 OB 二 OC, 所 以 
EG/ BC 也 就 可 以 证 明 . 

本 题 的 条 件 中 给 出 了 DF_LCE, 而 由 正方 图 35°301 
形 的 性 质 又 可 得 CO 上 BO, 这样 DF 和 CO 就 可 看 作 是 人 DEC 的 
两 条 高 ,它们 的 交点 G 就 是 这 个 三 角形 的 重心， 那 末 根据 三 角形 
重心 的 定义 可 知 这 个 三 角形 的 第 三 条 高 也 必定 经 过 G 点 ,也 就 是 
EG 应 是 第 三 条 高 的 一 部 分 ,因此 应 先 将 第 三 条 高 添 出 ,也 就 是 延 
长 EG 交 CD 于 五 , 即 可 得 EH i.CD, 而 已 知 BC CD, 所 以 就 有 
EG// BC ,又 因为 应 用 正方 形 的 性 质 可 得 OB 二 OC, 所 以 BE=CG 
也 就 可 以 证 明 . | 

例 84 已 知 :正方 形 4BCD 中 ,EE 是 4B 上 的 一 点 , BF 上 
CE, 垂 足 是 G, 且 交 4D 于 F,AC、BD 相交 于 0. 求证 :人 OFEF 是 
等 腰 直 角 三 角形 . 
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图 5。302 图 5，303 

分 析 : 本 题 要 证 明和 作 OEF 是 等 腰 直 角 三 角形 ,而 已 知 正方 形 
ABCD 的 对 角 线 4AC、BD 相交 于 O, 所 以 正方 形 ABCD 就 被 这 两 
条 对 角 线 分 成 四 个 全 等 的 等 腰 直 角 三 角形 , 且 
它们 都 以 O 点 为 直角 顶点 .这 样 就 出 现 了 
人 OEF 和 AO4B 是 两 个 具有 公共 的 直角 顶点 
O 的 等 腰 直 角 三 角形 ,所 以 也 就 出 现 了 一 对 旋 
转型 全 等 三 角形 . 现在 由 O 点 发 出 的 两 组 相等 
线段 应 是 OE .OF 和 OA、OB, 所 以 它们 两 两 组 
成 的 全 等 三 角形 就 应 是 人 OAF 和 AOB 尼 ,全 等 狼 5* 30! 
的 条 件 首先 是 OA 二 0B, 人 OAF= 人 OBE==45°, 由 于 OE=OF 是 
要 证 明 的 结论 ,所 以 还 要 另外 证 一 个 性 质 . 由 条 件 BF LCE, 出 现 
了 过 正方 形 的 一 个 顶点 C 向 过 它 的 相 邻 顶点 B 的 一 条 直线 BF 
所 作 的 垂 线 ,所 以 可 应 用 绕 正 方形 的 中 心 旋转 90" 的 全 等 三 角形 
进行 证 明 . 那 末 由 AB==BC, 人 人 FAB 二 人 EBC==90° 和 人 FBA 二 90° 
一 了 ACBG= 人 ECB, 就 可 证 明 八 ABF 避 和信 BCE,AF 一 BE, 从 而 就 
可 进一步 证 明和 OAF 写 人 OBE,OF==OE, 人 FOAh 二 人 EOB, 而 
ZEOB 十 人 EOA==90", 所 以 LEOF = 人 FOA 十 人 EO4 一 90°, 就 
可 以 证 明 结 论 . 

如 我 们 选取 作 OEF 和 入 OAD 是 两 个 具有 公共 的 直角 顶点 O 
的 等 腰 直 角 三 角形 , 那 末 要 证 明 的 旋转 型 全 等 三 角形 就 是 人 OAE 
和 入 ODF ,全 等 的 条 件 首先 也 是 0A 二 OD, 人 OhE = 人 ODF = 
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45", 另 外 再 由 人 4BFS2AECE, 可 得 4R= BFE, 就 可 进一步 推 得 
DF 二 AE, 从 而 也 可 完成 分 析 . 





图 35，305 图 3。 306 . 

在 上 述 分 析 中 ,在 证 明和 OAE 和 人 入 ODF 全 等 的 第 三 个 条 件 
即 AE=DF 时 ,也 可 以 从 CE BF 出 发 ,直接 应 用 绕 正方 形 的 中 
心 旋转 90* 的 全 等 三 角形 来 进行 证 明 . 于 是 根据 AE、DF 绕 正 方形 
的 中 心 旋转 90° 的 位 置 就 可 找到 这 对 全 等 三 角形 应 是 人 ACE 和 
ADBF, 全 等 的 条 件 是 4C 一 DB, 人 CAE 二 人 BDF 一 45", 且 由 
LCGB=90" 和 LCOB 一 90° 可 推 得 人 ACE 一 人 DBF ,从 而 也 就 可 
得 AE==DF ,分 析 也 可 以 完成 . 

如 我 们 选取 AOEF 和 AOPC 是 两 个 具有 公共 的 直角 顶点 O 
的 等 腰 直 角 三 角形 , 那 末 要 证 明 的 全 等 三 角形 就 应 是 人 OED 和 
人 OFC ,于 是 应 先 连 结 ED、FC. 在 这 两 个 三 角形 中 首先 有 OD= 
OC, 而 在 通过 入 ABF 各 入 BCE 得 到 AE 二 DF 后 ,又 可 以 证 明 
人 人 DEA 入 CFD,DE=CF 和 人 EDA 一 人 FCD, 从 而 可 进一步 推 
得 ODE 二 人 OCF ,这 样 也 可 完成 分 析 . 

如 我 们 选取 AOER 和 人 入 OCB 是 两 个 具有 
公共 的 直角 顶点 O 的 等 腰 直 角 三 角形 , 那 末 要 
证 明 的 旋转 型 全 等 三 角形 就 是 AOEC 和 
AOFB, 全 等 的 条 件 是 OC=OB, 以 及 可 由 
人 ABF 吕 和信 BCE 推出 的 CE=BF,， 人 OCE- 8 
了 OBF ,所 以 分 析 也 可 以 完成 . | 5，307 
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例 85 已 知 :正方 形 ABCD 中 ,EF 


/HAC 上 且 分 别 交 AB.CB 于 E.F,G 是 5 A D 
DA 的 延长 线 上 的 一 点 , 且 AG= AD,GE 
的 延长 线 交 DF 于 五. 求证 :AH=AD. E 

分 析 : 本题 要 证 明 A 及 =AD, 而 已 知 BE 
4G=4D, 所 以 4 杂 应 和 4G.4D 都 相 图 5 aog 


等 ,也 就 出 现 了 三 角形 一 边 上 的 中 线 应 

等 于 这 条 边 的 一 半 , 所 以 可 应 用 直角 三 角形 斜 边 上 的 中 线 的 基本 
图 形 的 性 质 进行 证 明 . 这 样 要 证 明 AH=AD= 4G ,就 可 以 转化 为 
要 证 明 它 的 等 价 性 质 人 GHD=90". 


C A D G A D 
“MY MY 
B F C B 下 C 


图 5。309 图 5。310 

但 了 GED=90" 这 个 性 质 一 出 现 , 由 于 4D=4G, 所 以 GD 可 
以 看 作 是 以 正方 形 4BCD 的 边 长 的 2 倍 作 边 长 的 正方 形 的 一 边 ， 
这 样 也 就 出 现 了 过 这 个 正方 形 的 一 个 顶点 G 向 过 它 的 相 邻 顶点 
DD 的 一 条 直线 DF 所 作 的 垂 线 ,从 而 就 可 应 用 绕 正 方形 的 中 心 旋 
转 90° 的 全 等 三 角形 进行 证 明 . 由 于 现在 以 DG 为 边 长 的 正方 形 的 
中 心 应 是 点 B, 所 以 就 可 以 找到 这 一 对 全 等 三 角形 应 是 八 A4GE 和 
和信 CDF. 全 等 的 条 件 是 4G 二 A4D=CD, 由 EF// AC 和 BA= BC， 
可 得 AE = 二 CF, 以 及 人 GAE = 人 DCF = 90", 所 以 人 AGE = 
LCDF, 而 人 CDF 二 人 LADF LCDA 一 90", 所 以 就 有 过 AGE 十 
了 了 ADF 二 90*, 了 GHD 一 90°, 分 析 就 可 以 完成 . 

例 86 已 知 :E 是 正方 形 A4BCD 的 边 BC 上 的 一 点 ,过 EE 作 
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AE 的 垂 线 交 人 C 的 外 角 平 分 线 于 F. 求 证 :AE==FE. 


A D A D 

F F 
1 
B E C G B E C G 
图 5。311 图 5。312 
分 析 : 本 题 要 证 AE==FE, 而 已 知 4 无 二 
FE, 所 以 AE 和 FE 就 组 成 一 个 等 腰 直 角 三 4 p 
角形 ,或 半 个 正方 形 . 因为 条 件 中 已 给 出 了 F 


四 边 形 ABCD 是 正方 形 , ABE 二 90°, 所 以 | 
就 出 现 了 过 正方 形 的 一 个 顶点 4, 向 过 它 的 pg 一 于 一 人 一 oj 
相 邻 顶点 互 的 一 条 直线 EB 所 作 的 垂 线 疼 5。313 
4 ,从 而 就 可 添加 绕 正 方形 的 中 心 旋 转 90* 
的 全 等 三 角形 进行 证 明 . 添加 的 方法 是 过 4 的 对 角 顶 点 下 向 间 一 
条 直线 EB 作 垂 线 , 于 是 过 下 作 F 瑟 BC 交 RBC 的 延长 线 于 已 ， 
即 可 得 人 AEB 和 人 有 EF 应 是 一 对 全 等 三 角形 . 全 等 的 条 件 首 先 
可 以 用 ABE= AEHF=90°*, 人 EAB=90" 一 /AEB=180' 一 
90 一 了 AEB 二 人 FEH ,所 以 还 要 证 明 一 组 边 对 应 相等 的 条 件 . 由 
于 AE 一 EF 是 要 证 明 的 结论 ,不 能 用 ,所 以 只 能 考虑 证 BE=HF， 
实质 上 也 就 是 证 4 丐 = 无 刀 . 但 开口 =ECT+CE ,所 以 问题 成 为 要 
证 4AB 也 等 于 EC 十 CH. 于 是 可 根据 线段 和 的 定义 在 4B 上 截取 
AK 二 EC, 那 就 可 得 BK = BE, 而 这 是 两 条 具有 公共 端点 的 相等 
线段 ,它们 可 组 成 一 个 等 腰 三 角形 ,于 是 连结 KE, 而 人 B==90°, 所 
以 有 人 BKE = 二 人 BEK 一 45°, 这 样 ,我 们 又 可 发 现 八 AEK 和 
入 EFC 也 是 一 对 绕 正 方形 的 中 心 旋转 90° 的 全 等 三 角形 ,全 等 的 
条 件 是 人 EAK= LFEC,AK=EC 和 一 E4 开 一 FCE 一 135", 所 
以 EA 二 FE 可 以 证 明 . 当然 由 这 两 个 三 角形 全 等 ,可 推 得 EK = 
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FC, 所 以 BE 二 HF, 信 AEB 和 入 EFH 也 都 可 以 证 明 . 

本 题 要 证 明 AE=FE, 这 是 两 条 具有 公 
共 端 点 的 相等 线段 ,它们 可 以 组 成 一 个 等 腰 “全 ? 

三 角形 ,于 是 连结 AF ,成 一 个 等 腰 三 角形 的 
判定 问题 ,又 因为 已 知 和 AEF 二 90", 所 以 间 ba 
题 就 应 证 EAF = 二 人 EFA==45". 又 因为 CF Bp CT 
是 ZC 的 外 角 平 分 线 , FCG 二 45°, 所 以 问 图 5. 314 
题 就 应 证 FCG 一 人 EAF ,也 就 是 要 证 4、 

EC.F 四 点 共 圆 . 由 条 件 公 AEF 二 90", 所 以 应 

用 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 可 得 连结 CA 后 ， A 

应 证 芝 4CF 二 90", 但 4C 是 正方 形 的 对 角 线 ， 

所 以 Ah4CD=45", 又 因为 已 知人 DCFE 一 45", 所 F 

以 了 ACF 二 90* 可 以 证 明 , 分 析 也 就 可 以 完成 . 

例 87 已 知 : 人 4BC 中 ,和 4CB==90°,AC 5 D B 
BC,D 是 BC 的 中 点 ,CF 上 AD 且 分 别 交 。。 轩 >" 3? 
AD.AB 于 E.rF. 

求证 :人 ADC= 人 FDB. 

分 析 : 本 题 的 条 件 中 给 出 了 人 ABC 是 一 个 等 腰 直 角 三 角形 、 


A 


G 
A 
\ 





C D B 
图 5。316 图 5。317 
即 半 个 正方 形 和 CF 上 4 ,就 出 现 了 过 正方 形 的 一 个 项 点 4 向 过 
它 的 相 邻 顶点 C 的 一 条 直线 所 作 的 垂 线 ,所 以 可 添加 绕 正方 形 的 
中 心 旋转 90° 的 全 等 三 角形 进行 证 明 . 添加 的 方法 是 过 4 的 对 角 
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顶点 B 向 同一 条 直线 CF 作 垂 线 ,于 是 过 B 作 BG.LCF 交 CF 的 
延长 线 于 G. 从 而 就 可 得 到 A4CE 和 入 CBG 应 是 一 对 绕 正 方形 的 
中 心 旋转 90" 的 全 等 三 角形 ,全 等 的 条 件 是 AC=CB, 人 AEC = 
ACGB=90" 和 由 一 4CD= 4EC= 90" 推 得 的 “FE4C= /GCB. 
于 是 就 有 CE=BG, /ACE=_ 人 /CBG. 

现在 结论 中 出 现 的 人 FDB 是 人 FDB 的 一 个 内 角 , 而 这 个 三 
角形 的 一 条 边 BF 是 直角 入 BFG 的 一 条 斜 边 ,所 以 当 人 入 ACE 绕 正 
方形 的 中 心 旋转 90" 而 成 为 人 CBG 时 ,BF 也 就 应 是 八 A4CE 中 的 
对 应 线段 旋转 90" 而 得 ,所 以 又 可 以 添加 一 次 绕 正 方形 的 中 心 旋 
转 90" 的 全 等 三 角形 进行 证 明 . 由 于 人 人 CBA 二 45°, 所 以 作 和 人 4ACH 
一 45" 交 AD 于 五, 实际 上 也 可 以 是 作 了 ACB 的 角 平 分 线 或 者 是 
过 C 作 4B 的 垂 线 . 于 是 由 人 CEH= 人 BGF==90°,CE==BG 和 由 
人 ACE = LCBG, 人 ACH = LCBF = 45° 推 得 的 人 ECH = 
GBF ,就 可 证 明和 CEH 器 和信 BGF ,它们 也 是 一 对 绕 正方 形 的 中 
心 旋转 90° 的 全 等 三 角形 . 从 而 可 得 CH=BF. 那 末 再 由 条 件 CD 
二 BD, DCH= 人 DBF 一 45°, 就 可 证 明和 人 DCH 和 ADBFP 是 一 
对 轴 对 称 型 全 等 三 角形 ,所 以 人 人 ADC 二 人 FDB 就 可 以 证 明 . 

本 题 的 分 析 在 过 B 作 BGCF 交 CF 的 延 
长 线 于 G, 并 得 到 和 俯 ACE 旦 入 CBG 后 ,就 可 得 
CE=BG,AE=CG. 而 由 CD=BD 和 DE/ 
BG, 又 可 得 CE 一 EG, 所 以 CG=2BG, 也 就 有 
AE 二 2BG. 而 4AE、BG 是 两 条 平行 线段 ,它们 的 
四 个 端点 的 两 两 的 连 线 在 下 点 相交 ,所 以 就 出 
现 了 一 对 平行 线 型 相似 三 角形 ,也 就 可 得 N35. 318 
A4EFuABGF,SF= 伍 =2, 从 而 有 4F 一 2BF. 这 是 两 条 线段 
之 间 的 倍 半 关 系 , 所 以 根据 线段 倍 半 关系 的 定义 , 取 4F 的 中 点 
五 后 ,有 4 五 =F 厅 =BF. 而 条 件 中 给 出 忆 是 CB 的 中 点 ,从 而 又 
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出 现 了 多 个 中 点 ,就 可 以 应 用 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 进 
行 证 明 . 由 于 D、F 这 两 个 中 点 所 在 的 线段 CB.HB 具有 公共 端点 
B, 可 以 组 成 三 角形 ,所 以 DF 这 两 个 中 点 的 连 线 就 是 三 角形 的 中 
位 线 , 而 现在 图 形 中 是 有 中 位 线 但 三 角形 不 完整 ,所 以 应 将 三 角形 
的 边 添上 ,也 就 是 连结 CH ,就 可 得 DF/CH, 人 人 FDB== 人 HCB. 
又 因为 互 是 4F 的 中 点 , 且 HCA FD, 所 以 在 人 ADF 中 ,如 设 
CH 与 AD 的 交点 为 MM, 就 有 AM 二 DM. 这 样 又 出 现 了 M 是 直角 
人 入 ADC 的 斜 边 的 中 点 ,所 以 可 应 用 直角 三 角形 斜 边 上 的 中 线 的 基 
本 图 形 的 性 质 得 MC = MD, MCD== 人 ADC, 所 以 人 LADC = 
人 FDB 也 就 可 以 证 明 . 

本 题 的 分 析 在 过 B 作 BG_LCF 垂 足 是 C， 
并 得 到 和 =2 后 后 ,由 于 这 是 线段 之 间 的 比例 关 


系 , 经 过 描 图 以 后 又 可 以 发 现 AF、BF 这 一 组 


FG 
相 比 线段 现在 重 秋 在 一 直线 上 ,所 以 可 添加 平 KAN 
行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 添加 的 方法 是 过 ”bp 
端点 和 内 分 点 作 平行 线 , 


图 5。319 
如 取 过 端点 4 的 线段 4C 为 平行 方向 线 
段 , 则 平行 线 可 过 内 分 点 五 作 ,于 是 过 F 作 FH/AC 交 CB 于 


BH FH BF 1 
已 .就 可 得 ABFHwAB4C, BC 一 AC 一 BA 一 3 而 已 知 了 是 





BC 的 中 点 ,所 以 DH=DB 一 BH= DB— 寺 BC= DB 一 二 。 2BD 


3 
一 二 BD, 了 一 PH l= 守 , 且 LFHD= /ACD= 90°, 
所 以 AFHDWwAACD, 从 而 也 就 可 以 证 明和 ADPC 一 人 FDB. 

若 取 过 内 分 点 下 的 线段 FD 为 平行 方向 线段 ， 则 平行 线 可 过 
端点 4 作 ， 于 是 过 4A4 作 AH//FD 交 BC 的 延长 线 于 态 ; 就 可 得 


BD_BF_1 _ 
ABFDWABAH, ZFDB= AAHB, BF -BA™ 3'W BC= 
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2BD, 所 以 为 厅 一 下 光一 三, 从 而 就 有 HC 


二 CD= BD, 但 4C | DH, 也 就 可 得 / 
人 4AHB 二 人 ADC, 分 析 就 可 以 完成 . / 
在 取 FD 为 平行 方向 线段 时 ,平行 线 / \\ 
也 可 以 过 另 一 个 端点 B 作 , 所 以 过 B 作 ”人 人 -- B 
BH /FD 交 AD 的 延长 线 于 态 , 即 可 得 
和 授 = 做 =2,4D= 2DH. LFDB = 
人 HBD, 而 人 4DC 一 人 HDB, 所 以 问题 就 成 为 
要 证 LHBD= 人 HDB. 但 由 AD=2DH ,可 得 
根据 线段 倍 半 关系 的 定义 , 取 4D 的 中 点 天 
后 ,有 AK 二 DK==DH. 但 现在 出 现 了 KK 是 直 
角 A4DC 的 斜 边 的 中 点 ,所 以 可 应 用 直角 三 角 
形 斜 边 上 的 中 线 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 、 
于 是 连结 CK, 就 可 得 KC = KD, KCD= 
人 KDC. 但 由 CD= BD,KD= HD 和 KDC 图 5，321 
二 人 HDB, 叉 可 证 得 人 KDC 和 入 HDB 是 一 对 中 心 对 称 型 的 全 等 
三 角形 ,所 以 分 析 可 以 完成 . 
若 取 过 端点 B 的 线段 BD 为 平行 方向 线 
段 , 则 平行 线 可 过 另 一 个 端点 4 作 , 并 应 作 到 
与 过 内 分 点 的 直线 相交 ,所 以 过 4 作 AH/DB 


交 DF 的 延长 线 于 石 ,就 可 得 人 AHF. 


AH AF 
ABDF, 35 = BF 一 2; 所 以 AH = 二 CB. 而 由 


AH/CB, 又 可 得 四 边 形 4ACBH 是 正方 形 ,从 
而 应 先 连 结 BH , 那 末 再 由 CD= BD, 就 可 得 
人 ADC 和 和信 HDB 应 是 一 对 轴 对 称 型 全 等 三 角形 ,所 以 也 可 以 完 
成 分 析 . 








多 5。，322 


在 取 BD 为 平行 方向 线段 时 ,平行 线 也 可 以 过 内 分 点 正 作 ， 
于 是 过 正 作 FH/ BD 交 AD 于 五 , 即 可 得 多 4 


= 一 十. 但 在 作出 FH /BD 后 就 可 得 


了 4DC= 人 DHF, 人 FDB= .LDFH ,这 样 问题 
就 转化 为 要 证 DHF= LDFH,DF=DH. 而 \ 
由 FH/ BD,， AMFHOAAND, BD ~ '¢ ?了 B 
图 5，323 


AF 
45= 所 ,而 CD= BD, 所 以 方 一 亏 . 但 这 是 两 


条 平行 线 有 它们 的 四 个 端 训 的 疝 丙 连 线 相交 于 E, 从 而 又 可 得 一 


对 平行 线 型 相似 三 角形 , 即 人 FEHoACED, 所 以 有 全 E 一 5 一 


和 .也 就 是 如 设 HE 为 2 份 , 则 DE 为 3 份 ,当然 DH 就 是 5 份 ,但 
已 证 GE 二 BG 二 2DE 应 是 6 份 ,而 


GE 十 ,所 以 EF 就 是 4 份 . 又 因 从 

2 / 
为 上 DEF 一 90", 所 以 这 个 直角 三 角 ,7 EE 
形 的 斜 边 DF 就 可 以 应 用 勾 股 定理 ,人 \ 
算得 也 是 5 份 ,从 而 就 可 证 明 DE 几 ~---- ys 
=DKF. 图 5。324 


在 上 述 分 析 中 ,我 们 又 发 现 DF 和 DA 之 比 也 是 1 : 3, 而 这 

丙 条 线段 又 分 别 是 我 们 要 证 明 相等 的 两 个 角 的 边 , 世 以 只 要 尼 外 
一 组 边 的 比 也 等 于 本 上 ,就 可 以 构成 相似 三 角形 ,于 是 延长 DC 到 
玉 ,; 使 DH =3DB， 并 连结 4 五 , 那 末 问题 就 成 为 要 证 人 4Dc 
入 FBD. 由 所 作 的 DH =3DB 和 已 知 的 CD= BD, 就 可 得 HC= 
2DB= 二 BC 二 AC, 而 了 ACH 二 90°, 所 以 又 可 推 得 人 H=45”, 人 人 H= 


BF BE 1 PH- AB .., 
LFBD, 和 AH=AB, 47 BA ,PB FB ' 所 以 人 AHDO 
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AFBD 可 以 证 明 ,也 就 可 得 人 4DPC= 人 FDB. 

由 本 题 的 条 件 A4BC 是 等 腰 直 角 三 角形 
和 CF_ 4D, 就 可 想到 要 添加 绕 正 方形 的 中 心 4 
旋转 90" 的 全 等 三 角形 进行 证 明 . 添加 的 方法 是 
将 三 角形 绕 正方 形 的 中 心 旋 转 90". 所 以 除了 考 已 下 
虑 将 A4CE 绕 正方 形 的 中 心 旋转 90* 这 种 可 能 | 
性 外 ,也 可 考虑 将 人 4PDC 绕 正 方形 的 中 心 旋转 5 了 B 
90". 由 条 件 人 ACD==90° 和 CEL 4D, 应 用 直角 I 3» 325 
三 角形 斜 边 上 的 高 的 基本 图 形 性 质 可 得 了 BCF= ACAD, 所 以 将 
人 ADC 绕 正 方形 的 中 心 道 时 针 旋转 90" 后 ,4C 就 成 为 CB,AD 就 
应 沿 CF 落下 ,而 CD 就 应 位 于 过 B 所 作 CB 的 垂 线 上 ,所 以 就 应 
过 8B8 作 BG 1 CB 交 CE 的 延长 线 于 G, 即 可 证 明和 八 ADC 名 
人 和 CGB,CD== BG, 人 ADC= 二 人 CGB, 于 是 问题 就 成 为 要 证 LCGB 
三 人 FDB. 但 人 人 4BC==45°, 又 可 得 LFBD 一 人 FBG 一 45°, 由 条 件 
CD== BD, 又 可 得 BD 二 BG, 有 征 BF= BF, 从 而 可 证 明和 信 FBD 缘 
人 RBG ,是 一 对 轴 对 称 型 全 等 三 角形 ,分析 完 成 . 

若 在 添加 绕 正方 形 的 中 心 旋转 90* 的 全 等 
三 角形 时 ,考虑 将 人 CBF 进行 旋转 , 那 末 由 一 如 
二 45°, 就 可 得 应 过 C 作 4B 的 垂 线 , 或 者 也 就 
是 作 二 4CB 的 角 平 分 线 交 AD 于 G ,也 就 可 由 
LCAG= LBCF,CA= BC 和 4CG= LCBF 
得 A4CG2AcCBF,CG= BF. 那 末 再 由 GCCD 
一 FBD=45" 和 CD= BD, 就 可 推 得 AGDC 图 5 "326 
和 入 FRDB 是 一 对 轴 对 称 型 全 等 三 角形 ,分析 也 就 可 以 完成 

本 题 要 证 明和 ADC 二 人 FDB, 而 已 知 CD= BD, 所 以 这 两 个 
相等 的 角 是 关于 BD 的 垂直 平分 线 成 轴 对 称 的 ,从 而 就 可 添加 轴 
对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 . 由 于 现在 图 形 中 没有 对 称 轴 ,所 以 首 
先 考虑 将 对 称 轴 添上 ,也 就 是 过 DD 作 BC 的 垂 线 交 4B 于 G. 由 于 
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4CB= 90", 就 可 得 DEVC4,BG=4G. 由 于 
现在 出 现 了 等 腰 三 角形 底 边 的 中 点 ,所 以 可 添 
加 等 腰 三 角形 中 的 重要 线段 的 基本 图 形 进行 证 
明 ,于 是 连结 CG 且 交 4D 于 五. 从 而 可 得 
入 ACG 也 是 等 腰 直 角 三 角形 . 那 末 由 GA = 
GC, LAGH= LCGF =90° 和 LAGC= LAEC 
一 90° 推 得 的 GAH = 人 GCF ,就 可 得 人 AGH 图 5.327 
和 人 CGF ,GH 二 GF. 这 样 再 由 人 PGH 二 人 DGF 一 45" 和 DG = 
DG ,就 可 证 明 人 ADGHSADGF, 二 FEDG=FDG, 从 而 也 就 可 证 
明 4DC=FDB. 

例 88 已 知 :以 人 ABC 的 边 4B、4C 为 边 向 外 作 正 方形 
4pBDE 4CFG, 过 BC 的 中 点 N 作 MN LBC 交 DF 于 M. 求 证 : 
DM=FM. 








图 5， 328 图 5.329 

分 析 : 本 题 的 条 件 中 出 现 了 MN | BC, 是 向 过 正方 形 4ACFC 
的 顶点 C 的 一 条 直线 CB 所 作 的 垂 线 , 所 以 可 添加 绕 正 方形 的 中 
心 旋转 90" 的 全 等 三 角形 进行 证 明 . 添加 的 方法 是 过 C 的 相 邻 顶 
点 A 和 下 向 同一 条 直线 BC 作 垂 线 , 即 作 47 BC、FK BC, 垂 ” 
是 分 别 为 L、K. 于 是 由 AC 一 CF、 人 人 ALC 一 LCKF = 90° 和 由 
LACL+ LFCK=180°—90°=90°、ACFK+ FCK = 90" 推 得 的 
ACEL= 人 CFK ,就 可 证 明 入 ACLQACFK ,AL=CK. 根 据 同样 
的 道理 , 作 DH_LBC 且 交 CB 的 延长 线 于 互 后 ,可 得 人 4B7 安 
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全 BDH ,AL= BH. 于 是 就 得 CK==BH. 而 已 知 BN=CN , 即 可 得 
N 是 HK 的 中 点 ,而 要 证 明 的 结论 是 DM = 
FM, 所 以 由 HN= KN 和 DH/ MN/ FK 
就 可 以 完成 证 明 . 

例 89 已 知 :OO 是 直角 入 ABC 的 内 切 
贺 , 人 C=90°,D、E.G 为 切 点 ,DE 的 延长 线 
交 4C 的 延长 线 于 F. 求 证 :CF 二 BD. 

分 析 : 由 @O 是 A4Bc 的 内 切 圆 , D、E 
是 切 点 ,应 用 切线 长 定理 可 得 BD= BE, 从 而 
问题 就 转化 为 要 证 CF 二 EB. 

又 由 CB.C4 与 @O 相 切 于 E.G, 所 以 
应 用 切线 的 性 质 可 得 连结 OE、OG 后 ,有 
人 OEC== 人 OGC= 二 90°, 而 已 知 了 C= 二 90°, 且 可 
证 得 CE 二 CG 或 OE=O0G, 所 以 可 得 四 边 形 
OECG 是 正方 形 . 而 已 知人 ECF ==90°, 这 样 就 
出 现 了 BE 可 以 看 作 是 过 正方 形 OECG 的 顶 
点 巨 向 过 它 的 相 邻 顶点 C 的 一 条 直线 AF 所 
作 的 垂 线 , 从 而 就 可 添加 绕 正 方形 的 中 心 旋 
转 90° 的 全 等 三 角形 进行 证 明 . 由 于 OE 二 
EC, 人 OEB 二 人 人 ECF 一 90°, 而 要 证 明 的 性 质 
是 EB==CF, 这 样 就 可 找到 这 一 对 全 等 三 角 
形 应 是 和 人 OBE 和 入 EFC. 而 要 证 明 这 两 个 三 
角形 全 等 ,现在 还 需要 再 证 明 一 个 条 件 . 由 
DF、BC 相交 于 碧 , LCEF = 人 DEB, 所 以 第 三 个 条 件 可 证 人 CEF 
二 了 人 EOB, 也 就 进一步 转化 为 要 证 DEB== LEOB. 但 我 们 已 证 
人 OEB 一 90°, 应 用 切线 长 定理 及 其 推论 又 可 得 DE | BO ,所 以 应 
用 直角 三 角形 斜 边 上 的 高 的 基本 图 形 的 性 质 ,就 可 以 证 明 上 述 性 
质 . 








图 5。331 
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例 90 已 知 ; 以 A4BC 的 边 4B、4C 为 边 向 外 作 正 方形 
ABDE、ACFG, 且 满足 DF/ BC. 求证 :AB=AC. 

分 析 ; 本 题 要 证 明 4B= 4C, 所 以 条 件 中 出 现 的 两 个 正方 形 
应 是 大 小 相同 的 正方 形 ,所 以 这 个 图 形 实质 上 是 一 个 轴 对 称 图 形 ， 





B C N BC ” M 

图 5。332 多 5。333 
这 样 就 可 以 添加 轴 对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 . 由 于 现在 图 形 中 
没有 出 现 对 称 轴 , 所 以 可 先 将 对 称 轴 添上 ,也 就 是 过 4 作 AHL 
BC 交 BC 于 态 , 那 末 问 题 也 就 成 为 要 证 人 ABH 鱼 人 ACH. 

但 在 作 了 AH BC 后 ,AH 就 成 了 由 正方 形 的 顶点 4 向 过 
它 的 相 邻 顶点 C( 或 B) 的 一 条 直线 BC 所 作 的 垂 线 ,于 是 可 添加 
绕 正 方形 的 中 心 旋转 90* 的 全 等 三 角形 进行 证 明 . 添加 的 方法 是 
过 4 的 对 角 顶 点 王 向 同一 条 直线 BC 作 垂 线 , 即 作 FM BC 交 
BC 的 延长 线 于 M, 那 末 由 CA=FC, /AHC= ALACMF 和 LACH 
90" 一 /MCF 一 人 LCFM ;就 可 证 明 人 ACH 人 CFM,FM=CH. 
根据 同样 的 道理 , 作 DN 上 BC 交 CB 的 延长 线 于 N 后 ,又 可 以 证 
明和 信 ABH 纪 人 BDN,DN= BH ,而 由 条 件 DF/ BC, 可 得 FM= 
DN ,从 而 就 可 证 明 BH=CH.， 这 样 再 由 人 AHB= 人 AHC=90"， 
就 可 证 明 4B=AC. . 

例 91 已 知 :四 边 形 ABDC、CDFE、EFHG 是 三 个 连续 的 正 
方形 ,ADB= La, 人 LAFB= LP, 人 AHB= 人 7Y. 求证 : 人 a 十 人 8B 
十 人 7 二 90°. 

分 析 : 由 条 件 AD 是 正方 形 4BDC 的 对 角 线 , 就 可 得 人 a 二 
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图 5。334 多 5.，335 
45", 所 以 问题 实质 上 是 要 证 明 一 8 十 
人 7==45°. 这 是 一 个 两 角 和 的 问题 ,所 4 C E G 


以 可 根据 两 个 角 的 和 的 定义 将 这 两 个 NE 
角 拼 起 来 ,也 就 是 可 将 8 拼 到 ZY 上 NN DN 


或 者 将 LY 拼 到 人 LB 上 . AR 

由 于 一 p 是 两 个 连续 正方 形 所 组 。 时 -了 ! | 
成 的 长 方形 的 对 角 线 与 较 长 的 一 条 边 NP 
的 夹 角 ,所 以 将 人 8 拼 到 LY 上 去 的 时 国 5 336 


候 , 可 直接 应 用 两 个 连续 的 正方 形 来 拼 . 也 就 是 以 DF 和 FH 为 边 
向 外 再 作 两 个 连续 的 正方 形 DMNF 和 FNPH ,这 样 MH 也 是 两 
个 连续 的 正方 形 所 组 成 的 长 方形 的 对 角 线 ,于 是 连结 MH 后 ,由 
AB= MD, LABF= /AMDH=90° 和 BRP=D 克 ,可 得 人 A4BPS2 
人 和 人 MDH, 人 AFB== 人 MHD= 人 B. 于 是 问题 就 成 为 要 证 人 8 十 人 7 
=AMHA=45°. 

由 于 现在 出 现 了 一 个 45° 的 特殊 角 , 所 以 可 添加 特殊 角 三 角 
形 , 而 且 是 45° 角 的 特殊 角 三 角形 进行 证 明 . 由 于 4H 和 MH 是 这 
个 45° 角 的 两 边 ,所 以 连结 AM, 应 证 八 MAH 是 一 个 等 腰 直 角 三 
角形 或 半 个 正方 形 . 但 我 们 已 知 HD_]LMC,MC_LAC, 就 出 现 了 过 
正方 形 的 一 个 顶点 向 过 它 的 相 邻 顶点 的 一 条 直线 所 作 的 垂 线 ,从 
而 就 可 应 用 绕 正 方形 的 中 心 旋转 90° 的 全 等 三 角形 进行 证 明 . 于 
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是 由 4C=MD, 了 ACM= ~MD 厅 =90" 和 CM= DH ,就 可 推 得 
AACMGEAMDH, AM=MH, LAMC= AMHD, 而 CMHD+ 
HMD==90°, 所 以 LAMH = 人 AMC 十 人 HMD 也 等 于 90", 也 
就 可 以 证 明了 MHA=45°. 

本 题 要 证 明了 人 B 十 人 7 二 45, 但 已 . 
知 a=45", 所 以 问题 就 是 要 证 a= 代 一 人 一 了 一 
了 8B 十 人 7. 又 因为 B.D、H 成 一 直线 ， SS 
ae 可 以 看 作 是 A4D 的 一 个 外 角 ， > 
PB Za LBLDAF. SLDAF= * ? 7 
ZY' , 则 La=B 十 ZY' .比较 上 述 两 图 5 337 
个 关系 式 ,可 发 现 现在 的 问题 就 是 要 证 人 Y 一 人 Y . 但 这 两 个 角 相 
等 的 关系 一 出 现 ,就 出 现 了 AF 是 人 DAH 内 过 顶点 4 所 作 的 边 
AH 的 北平 行 线 , 所 以 可 应 用 北平 行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 于 

是 就 可 找到 这 对 相似 三 角形 应 是 ADF4 和 人 DAH ,由 于 人 FDA 

= ADH 是 这 两 个 三 角形 的 公共 角 ,所 以 问题 就 转化 为 证 人 7 
LY' 或 者 也 就 是 <F4D= 人 AHD 的 等 价 性 质 D4:==DF * DH,， 
由 于 DA 是 正方 形 4BDC 的 对 角 线 ,应 是 正方 形 边 长 的 V2 倍 ， 
而 DF 就 是 正方 形 的 边 长 ,DH 是 正方 形 边 长 的 2 倍 , 所 以 上 述 关 
系 式 一 定 成 立 , 分 析 也 就 可 以 完成 . 

例 92 已 知 :四 边 形 ABCD、EFGH 都 是 正方 形 ,K、LM.N 
分 别 是 AE、BF.CG、DH 的 中 点 .求证 :四 边 形 KLMN 是 正方 形 . 

分 析 : 由 条件 K.L.M.N 分 别 是 AE、BF .CG、DH 的 中 点 ,出 
现 了 多 个 中 点 问题 ,所 以 可 应 用 三 角形 的 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 
质 进行 证 明 . 由 于 现在 已 知 中 点 让 、L、M、N 所 在 的 线段 AE、BF、 
CG.DH 没有 公共 的 端点 ,不 能 组 成 三 角形 ,所 以 这 四 个 中 点 中 每 
两 个 依次 的 连 线 LLMMN、NK 就 不 是 三 角形 的 中 位 线 ,从 而 
就 要 增加 中 点 , 且 应 增加 与 已 知 中 点 所 在 的 线段 有 公共 端点 的 线 
段 的 中 点 . 如 对 线段 AE、BF 来 说 ,分 别 取 EE 和 B 为 公共 端点 , 则 
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图 5。338 
连结 BE, 并 取 BE 的 中 点 已 ,这 样 具有 公共 
端点 五 的 线段 EA、EB 就 组 成 人 ABE, 所 以 a D 
KP 这 两 个 中 点 的 连 线 就 是 三 角形 的 中 位 EXP 
线 ,而 现在 图 形 中 是 有 三 角形 而 没有 中 位 线 ， WON 
所 以 应 将 中 位 线 添上 , 即 连结 KP, 就 可 得 。 外 
KP// 4B,KP 一 六 4AB. 根据 同样 的 道理 连结 
PL 后 又 可 得 PL// EF,PL 一 广 EF 图 5， 340 
以 上 的 分 析 是 对 已 知 中 点 K 和 工 来 进行 的 , 那 末 对 已 知 中 点 
LM 也 可 以 用 同样 的 方法 进行 分 析 . 于 是 连结 CF, 取 CF 的 中 点 
Q, 连 结 LQ、MQ, 可 得 LQ/ BC,LQ= 计 BC,QM// FG,QM 一 二 
FG. 由 条 件 四 边 形 4BCD 是 正方 形 ,可 得 4B | BC, 所 以 KP | 
LQ. 而 要 证 的 结论 是 四 边 形 KLMN 是 正方 形 ,这 样 就 出 现 了 过 
正方 形 的 顶点 志向 过 它 的 相 邻 顶点 天 的 一 条 直线 KP 所 作 的 重 
线 ZLQ ,所 以 可 应 用 绕 正方 形 的 中 心 旋转 90 的 全 等 三 角形 进行 证 
明 . 而 根据 图 形 的 旋转 关系 就 可 以 找到 这 对 全 等 三 角形 应 是 
A 和 人 KPL 和 八 LQM. 全 等 的 条 件 是 天 已 一 >AB ; BC=1Q,PL 
>EF FFG QM, 以 及 由 KP.JLLQ,PL |]QM 得 到 的 人 KPL 
二 人 LQM. 所 以 KL 二 LM; 同 理 可 证 KL 一 LM=MN=NK. 由 这 
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两 个 三 角形 全 等 ,还 可 得 LPKL== 人 QLM. 而 已 证 LQ LKP, 所 
以 根据 垂 线 的 定义 延长 QL 交 KP 的 延长 线 于 了 后 ,可 得 人 KTL 
二 90°, 所 以 人 PKL+ 人 KLT= 90°, AQLM 十 一 KZT 一 90， 
/KLM=180" 一 90" 二 90", 从 而 就 可 证 明 四 边 形 KLMN 是 正方 

例 93 已 知 :人 ABC 内 接 于 ©O,L4 的 外 角 平 分 线 交 @O 
于 ,FGJAB 垂 足 是 G. 求 证 :AB 一 AC 一 2AG. 





图 5， 341 图 5。342 

分 析 : 本 题 的 条 件 中 出 现 了 AF 是 人 BAE 的 角 平 分 线 , 且 FG 
| 4B, 是 角 平 分 线 上 的 点 到 角 的 一 边 的 距离 ,所 以 可 应 用 角 平 分 
线 的 性 质 ,或 者 也 就 是 可 添加 轴 对 称 型 全 等 三 
角形 进行 证 明 . 于 是 过 眉 作 FH 上 AE, 垂 足 是 
五 , 即 可 得 人 AFG 必 人 AFH,FG=FH,AG= 
AH. 

又 因为 条 件 中 给 出 了 A、F、B、C 四 点 共 
圆 ,所 以 可 应 用 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 进行 
证 明 . 于 是 连结 FB、FC 后 ,可 得 人 FAB 王 
ZFCB, 而 由 C、A、E 成 一 直线 ,又 可 得 图 5。 343 
ZFAE==AFBC. 而 已 知人 FAB== LFAE, 所 以 LFCB= 人 FBC， 
FB=FC. 

现在 图 形 中 就 出 现 了 由 下 点 发 出 的 两 组 相等 线段 ,所 以 就 可 
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考虑 应 用 旋转 型 全 等 三 角形 进行 证 明 . 根据 由 两 组 相等 线段 两 两 
构成 全 等 三 角形 的 方法 ,就 可 找到 这 对 全 等 三 角形 应 是 人 FBG 和 
全 FCH ,全 等 的 条 件 是 FB 一 FC,FG=FH, 以 及 LFGB= FHC 
二 90°, 所 以 BG=CH. 于 是 就 有 4B- 4AC= 
BG+AG—(CH—AH)= AG+AH=2AG. 

本 题 要 证 明 4B 一 AC=24G, 所 以 也 可 根 
据 线段 和 差 的 定义 ,在 A4B 上 先 截 取 24G, 也 
就 是 在 GB 上 截取 GH= 4G, 那 末 问 题 就 是 要 
证 BH=CA. 

但 在 作出 了 4G=HG 后 ,由 于 已 知 FG | 
4 娓 ,所 以 FG 就 是 4 万 的 垂直 平分 线 , 所 以 可 图 5。344 
应 用 线段 垂直 平分 线 的 性 质 , 或 者 也 就 是 应 用 一 次 轴 对 称 型 全 等 
三 角形 进行 证 明 ,于 是 连结 FH, 可 得 人 FGA 必 和 FGH ,FA = 
FH. 男 一 方面 ,由 A、F、B.C 四 点 共 圆 ,可 知 
连结 BFC 后 ,可 得 人 FBC= 人 FCB,FB= 
FC. 这 样 又 出 现 了 由 正点 发 出 的 两 组 相等 线 
段 , 所 以 可 考虑 应 用 旋转 型 全 等 三 角形 进行 证 
明 . 根据 由 两 组 相等 线段 两 两 组 成 全 等 三 角形 
的 方法 ,可 找到 这 对 全 等 三 角形 应 是 入 FBH 
和 从 FCA. 全 等 的 条 件 是 FB= FC, 由 A、F、 
B.C 四 点 共 圆 ,得 到 的 人 FBH = 人 FCA, 以 及 
由 FH=FA, 了 LFHA 一 人 FAH 一 LFAE 推 图 5，345 
得 的 人 人 FHB= 人 FAC, 从 而 也 可 完成 分 析 . 

本 题 在 截取 GH=GA, 并 连结 FH ,证 得 FH=FA, 人 FHA 
二 人 FAH 后 ,也 可 以 进一步 推 得 BAC= 人 HFA. 

由 于 人 HFA 也 是 @O 的 一 个 圆周 角 , 所 以 也 可 以 应 用 圆周 
角 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 但 现在 人 HFA 的 一 边 F 还 没 
有 与 ©O 相交 ,所 以 应 延长 到 相交 ,也 就 是 延长 FH 交 @O 于 天 ， 
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并 连结 BK ,就 可 得 ABK = 人 AFK, 所 以 人 ABK 一 人 BAC, 进 
一 步 就 可 得 BKC KCA, BK 一 AC, BK 一 AC. 而 由 人 FHA 一 
LBHK,B.K.A\F 四 点 共 圆 , BKF= 人 BAF, 以 及 人 FHA4 一 
/FAH ,又 可 得 LBHK 一 人 BKH,BH 一 BK, 所 以 也 可 以 证 明 
BH=CA. 

例 94 已 知 :@O 中 ,4B8 是 弦 , 将 AB 向 两 方 分 别 延 长 到 C、 
DD, 使 A4C=BD,CE、DF 分 别 与 OO 相 切 于 E、F,EF 交 A4B 于 G. 
求证 :AG= BG. | 





图 5，346 
分 析 : 本 题 要 证 明 AG 二 BG, 出 现 了 
纺 的 中 点 ,所 以 连结 0G, 应 证 OG 上 A4B. 
但 由 4C= BD, 可 知 在 证 4G= BC 时 , 同 
时 也 就 有 CG= DG, 从 而 就 出 现 了 OC 应 
是 CD 的 垂直 平分 线 , 于 是 应 用 等 腰 三 角 | 
形 中 重要 线段 的 基本 图 形 的 性 质 ,连结 图 5。348 
.OC.OD 后 ,应 证 OC 二 OD. 又 因为 CE、DF 分 别 与 @O 相 切 于 EE、 
F, 所 以 应 用 切线 的 性 质 ,连结 OE.OF 后 ,可 得 LOEC= 人 OFD 
二 90", 但 因 OE 二 OF ,所 以 就 出 现 了 由 O 点 发 出 的 两 组 相等 线段 ， 
从 而 可 考虑 应 用 旋转 型 全 等 三 角形 进行 证 明 . 根据 由 这 两 组 相等 
线段 两 两 组 成 全 等 三 角形 的 方法 ,可 知 应 证 人 OCE 综 人 ODF ,由 
于 OE=OF 和 LOEC=LOFD 一 90", 所 以 还 要 证 明 一 个 性 质 . 由 
条 件 CE 是 @O 的 切线 ,CAB 是 割 线 ,应 用 切割 线 定理 可 得 CE’= 
ca . CB, 根据 同样 的 道理 可 得 DF* = 二 DB， DA, 而 AC=BD,BC 
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三 4D, 所 以 CE 二 DF. 在 得 到 了 这 两 个 三 角形 全 等 后 , 即 得 OC = 
OD. LCOE 二 人 DOF, 人 EOF= LCOD, 也 就 是 人 OCD 和 A 人 OEF 
是 两 个 项 角 相 等 的 等 腰 三 角形 ,所 以 它们 的 底 角 相等 ,也 就 是 
人 ODC== 人 OFE, 就 可 得 O、D、F.G 四 点 共 圆 , LOGD= LOFD 
一 90", 从 而 就 可 以 完成 分 析 . 

本 题 要 证 明 4G= BG, 但 已 知 AC = 
BD, 所 以 应 证 CG 二 DG, 而 EF .CD 在 G 
点 相交 ,所 以 就 出 现 了 这 两 条 要 证 明 相 
等 的 线段 在 一 组 对 顶 角 ; 即 人 CGE 和 
人 DGF 的 两 边 且 成 一 直线 ,所 以 可 添加 
中 心 对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 . 于 是 图 5.。349 
过 C 作 CH/FD 交 EF 于 态 , 问 题 就 成 为 要 证 和 人 CGH 入 DGF. 
由 条 件 人 LCGH = LDGF 和 由 CH NH FD, 得 到 的 人 CHG = 
芝 DFG, 可 知 还 应 证 明 一 组 边 对 应 相等 . 由 条 件 CE、DF 分 别 与 
@OO 相 切 于 EF,CD 是 ©O 的 割 线 和 4C= BD, 应 用 切割 线 定理 
可 得 DF 二 CE, 所 以 问题 就 成 为 要 证 DF 的 对 应 边 CH 也 和 CE 
相等 ,也 就 是 应 证 ZCEH = LCHE, 但 人 CEH 是 弦 切 角 , 人 DFE 
也 是 弦 切 角 , 它 们 所 夹 的 两 条 弧 之 和 正 
好 是 一 个 圆周 ,所 以 一 C 开 互 十 PDFF= 
180°, 而 LCHE 十 LCHF = 180°, 且 
LCHF 二 人 DFE, 从 而 就 可 以 证 明 
了 CEH== 人 CHE ,分 析 就 可 以 完成 . 

本 题 的 分 析 在 添加 中 心 对 称 型 的 全 
等 三 角形 时 ,平行 线 也 可 过 另 一 个 端点 图 5，350 
DD 作 , 也 就 是 过 马 作 DH AEC 交 -EF 的 延长 线 于 玉 , 则 也 可 以 证 
明 人 LCGE= ADGH, LCEG= /LDHG, IDFG+ /CEG= 180°, 
LDFG+ /ADFH=180°, ACEG= LDFH, /DFH= /DHF, 
DF 二 DH , 那 末 再 由 DF 二 CE 也 就 可 完成 分 析 . 
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图 5。351 图 5。352 

本 题 的 分 析 在 过 端点 作 平行 线 时 ,如 取 过 中 点 的 线段 EF 为 
平行 方向 线段 , 则 中 心 对 称 型 全 等 三 角形 就 不 再 出 现 , 而 成 为 三 角 
形 的 中 位 线 的 基本 图 形 的 应 用 问题 . 也 就 是 过 DD 作 DH/ FE 交 
CE 的 延长 线 于 态 , 可 得 四 边 形 FDHE 是 梯形 ,但 CH、DF 分 别 
与 OO 相 切 于 玉 .F ,EF 是 连接 切 点 的 弦 , 所 以 LDFE= 人 HEF， 
四 边 形 EDHE 是 等 腰 梯 形 ,DF 二 ER ,而 由 切割 线 定理 的 应 用 又 
可 得 DF 一 CE, 所 以 CE=HE, 而 EG// HD, 就 可 证 明 CG=DG. 

如 平行 线 过 端点 C 作 , 则 过 C 作 CHEVWEF 交 DF 的 延长 线 于 
五, 就 可 以 由 CE、DH 与 @O 相 切 于 巨 下 ,得 CCEF 一 人 FE， 
HF 二 CE, 而 我 们 可 证 CE 二 DK, 所 以 HF=DF ,从 而 再 由 HC/ 
FG 也 可 证 明 CG= DG, 分 析 亿 就 可 以 完成 . 


第 四 节 平移 型 


【分 析 方法 导 引 ] 
如 果 几 何 问题 中 出 现 两 个 具有 公共 边 的 平行 四 
边 形 时 ,就 可 以 想到 要 应 用 平移 型 全 等 三 角形 进行 
和 证明. 然后 可 根据 过 公共 边 的 两 个 端点 的 两 组 边 分 
别 组 成 的 三 角形 就 是 平移 型 全 等 三 角形 的 方法 , 找 
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到 全 等 三 角形 ,并 进而 完成 分 析 . 
例 95 已 知 :以 忆 4BCPD 的 一 组 对 边 4B、.CD 为 边 向 形 外 作 





图 5。353 ， 图 5。354 
正方 形 ABEF .CDGH. 求 证 ;人 BEH= AFG. 

分 析 : 由 条 件 口 4BCD 和 和 正方形 CDGH 具有 一 条 公共 边 
CD, 所 以 必定 出 现 一 对 平移 型 全 等 三 角形 ,也 就 是 连结 AG、BH 
后 ,可 得 人 4DG 呈 和 八 BCH. 全 等 的 条 件 是 AD= BC, DG=CH， 
人 4DG== 人 BCH. 所 以 4G==BH. 四 边 形 ABHG 也 是 平行 四 边 
形 . 这 样 又 出 现 了 局 4BHG 与 正方 形 4BEF 具有 一 条 公共 边 
AB, 所 以 又 出 现 一 对 平移 型 全 等 三 角形 ,也 就 是 可 得 八 A4FG 锯 
和信 BEH ,全 等 条 件 是 AF 二 BE,AG=BH, 人 FA4G= LEBH ,所 以 
结论 就 可 以 证 明 . 





网 5.。355 图 5。，356 
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例 96 已 知 :以 人 4BE 的 边 4B、A4C 为 边 向 形 外 作 正 方形 
ABDE、ACFG, 再 以 .AE、AG 为 邻 边 作 口 AEHG. 求证 ;HD 一 
HF,HDIHF. 

分 析 : 本 题 条 件 中 出 现 了 正方 形 ABDE 生 4EFG 有 一 条 
公共 边 AE, 所 以 可 应 用 平移 型 全 等 三 角形 进行 证 明 . 于 是 连结 
BG 后 ,就 可 由 AB= ED,AG=EH, 人 人 BAG 人 DEH 得 人 ABG 
QAEDH ,BG=DH, BOG/ DH. 根据 同样 的 道理 ， 连结 CE 后 ,也 
可 证 得 CE=FH,CE/FH. 

又 因为 正方 形 ABDE、ACFG 是 两 个 具有 公共 顶点 4 的 正方 
形 , 所 以 必定 出 现 一 对 旋转 型 全 等 三 角形 .于 是 由 AE 一 AB,AC= 
AG, LCAE=90" 十 LBAC= 人 GAB, 就 可 证 明和 信 AEC 纺 人 ABG， 
EC 三 BG,ECJ」BG, 所 以 结论 也 就 可 以 证 明 . 

例 97 已 知 :P 是 占 4BCD 内 的 一 点 ,上 且 人 PAB 一 人 PCB. 求 
证 :PBA= 人 PDA. 


图 5。357 图 5。358 

分 析 : 本 题 条 件 和 结论 中 的 四 个 角 的 顶点 在 平行 四 边 形 的 四 
个 顶点 上 ， 不 易 建 立 它们 之 间 的 等 量 关系 ,所 以 应 考虑 改变 它们 的 
位 置 . 由 于 条 件 中 出 现 了 四 边 形 ABCD 是 平行 四 边 形 , 且 未 出 现 
直接 与 加 有 关 的 性 质 ,所 以 首先 应 考虑 将 角 进 行 平移 . 从 图 形 中 我 
们 还 可 以 发 现 , 将 四 个 角 中 的 任意 一 个 角 进行 平移 ,其 实质 都 是 一 
样 的 ,所 以 我 们 可 以 仅 讨论 其 中 的 一 种 ,即将 PAB( 记 作 和 1) 进 
行 平移 的 情况 . | 

由 于 四 边 形 4BCD 是 平行 四 边 形 , 所 以 将 人 1 进 行 平移 时 ， 
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可 以 考虑 两 个 方向 , 即 沿 AD 或 4 方向 进行 平移 . 

车 考虑 将 人 1 沿 AD 方向 平行 移动 到 以 为 顶点 , 则 实质 上 
也 就 是 将 4P 平移 到 过 万 点 ,于 是 以 .CD 为 边 ;DD 为 顶点 作 
作 CDE == 人 1( 将 人 CDE 记 作 人 5), 并 取 DE= AP. 则 因 四 边 形 
ABCD 是 平行 四 边 形 , 人 1 十 PAD 十 ADC==180°, 所 以 人 5 十 
PAD 十 ADC==180°,DE// AP. 而 由 DE,AP 平行 且 相 等 ,可 
知 它们 可 组 成 一 平行 四 边 形 ; 于 是 连结 PE, 可 得 四 边 形 4PED 是 
平行 四 边 形 ,AD/ PE, 那 末 结 论 中 出 现 的 PDA( 记 作 人 人 4) 就 与 
~DPE( 记 作 二 8) 相 等 . 

但 现在 乙 4BCD 和 记 4PED 具有 
一 条 公共 边 AD, 所 以 就 可 应 用 平移 型 和 从 
全 等 三 角形 进行 证 明 ,于 是 连结 CE, 可 /和 J 
得 人 PAB 细 入 EPC, 全 等 的 条 件 就 是 & 一 一 NA-- 一 
AB 一 DC, /1 一 /5,4AP 一 DE, 于 是 就 
有 ABP ( 记 作 人 3)= 人 DCE( 记 作 图 5， 359 
6),BP=CFE. 这 样 又 可 得 人 6 十 DCB 十 人 人 PBC 二 人 3 二 人 DCB 
十 了 PBC 一 180°,BP /CE, 四 边 形 BPEC 也 是 平行 四 边 形 , 这 样 ， 
就 又 可 进一步 推 得 PE/ BC, 了 PCB( 记 作 人 2) = 人 CPE( 记 作 

7). 而 已 知人 1 二 人 2, 所 以 有 人 5= 








一 7, 而 这 两 个 角 相 等 一 出 现 ,就 出 现 4 pb 
了 一 个 圆周 角 的 基本 图 形 , 也 就 可 得 /7 
P.C.E.D 四 点 共 圆 , 人 6 二 8. 而 我 so 
们 已 证 明 Z8 一 人 L4,ZL6 一 ZL3; 所 以 /入 
就 可 证 明 结论 pe 

车 考虑 将 PAB 沿 4B 方 向平 
移 到 以 B 为 项 点 , 则 延长 4B 到 已 ， 的 3， 360 


使 BE=AB, 过 B 作 BF/ AP, 是 使 BF = AP. 那 末 人 PAB= 
了 FBE, 连 结 EF 后 , 即 可 得 人 PAB 和 人 和 八 FBE 是 一 对 平移 型 全 等 
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三 角形 . 而 由 4P 芭 BR ,又 可 得 四 过 形 4BFP 也 是 平行 四 边 形 ,所 
以 LPAB= 人 AFBE== 人 PFB, 人 人 PBA 一 人 BPF. 由 于 条 件 中 给 出 
LZPA4AB= 人 PCB, 从 而 就 有 人 PFB 二 人 PCB, 也 就 可 得 PB、F、C 
四 点 共 圆 ,所 以 连结 CF 后 ,有 人 BPF = 人 BCF. 又 因为 四 边 形 
ABCD 和 ABFP 是 两 个 具有 公共 边 4B 的 平行 四 边 形 , 从 而 可 证 
PF 二 DC ,四边形 PFCD 也 是 平行 四 边 形 ,PD/AFC, 这 样 又 可 得 
LPDA= 人 BCF ,从 而 就 可 证 明 人 PBA= 人 PDA. 
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第 六 章 “相似 三 角形 


第 一 闻 平行 线 型 


【分 析 方 法 导 引 】 

在 几何 问题 中 , 辜 到 一 个 线段 之 间 的 比例 关系 ， 
则 首先 应 进行 描 图 , 搞 清楚 比例 线段 之 间 的 位 置 关 
系 ,从 而 就 可 确定 所 要 应 用 的 相似 三 角形 的 类 型 和 
相应 的 基本 图 形 . 

如 经 描 图 发 现 的 是 相 比 两 线段 重合 在 一 直线 
上 , 则 应 想到 要 应 用 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 ; 
如 经 描 图 发 现 的 是 相 比 两 线段 重 登 在 一 组 平行 线段 
上 , 则 应 想到 要 应 用 平行 线 型 相似 三 角形 的 组 合 图 
形 进行 证 明 ; 如 经 描 图 发 现成 比例 的 四 条 线段 重生 
在 一 直线 上 , 且 构 成 一 线段 的 内 分 的 比 和 外 分 的 比 
相等 时 , 则 应 想到 要 应 用 三 角形 的 内 外 角 平 分 线 的 
性 质 进 行 和 证明; 如 经 描 图 发 现 的 是 相 乘 两 线段 重 登 
在 一 直线 上 , 则 应 想到 要 应 用 逆 平 行 线 型 相似 三 角 
形 进行 证 明 ; 如 经 描 图 发 现 的 是 由 一 点 发 出 的 四 条 
成 比例 线段 ,县 它们 两 两 交 成 等 角 时 , 则 应 想到 要 应 
用 旋转 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 

如 果 几 何 问 题 中 出 现 了 三 角形 或 四 边 形 、 梯 形 
中 或 外 的 一 条 边 的 平行 线段 时 ,就 可 以 想到 要 应 用 
平行 线 型 的 相似 三 角形 进行 证 明 . 若 直接 出 现 三 角 
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i 形 内 或 外 的 一 条 边 的 平行 线 , 则 可 直接 根据 将 两 条 


平行 线 与 三 角形 的 两 边 或 它们 的 延长 线 相 交 的 方法 
得 到 相似 三 角形 ,然后 再 应 用 平行 线 的 基本 图 形 和 
有 关 的 比例 性 质 来 完成 分 析 . 若 出 现 的 是 四 边 形 或 
梯形 内 或 外 的 一 条 边 的 平行 线段 时 , 则 应 将 问题 转 
化 到 三 角形 中 的 问题 来 进行 分 析 和 讨论 . 

对 于 一 个 线段 之 间 的 比例 关系 ,如 果 经 描 图 后 
发 现 相 比 两 线段 重合 在 一 直线 上 ,就 应 意识 到 可 应 
用 或 添加 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 然后 在 图 
形 中 检查 这 一 组 相 比 线段 是 否 有 一 个 公共 的 端点 ， 
即 是 否 有 一 个 公共 的 端点 或 以 内 分 点 为 它们 的 公共 
端点 , 若 符合 这 一 条 件 ,就 可 确定 或 想到 涨 加 平行 线 
型 相似 三 角形 的 方法 是 过 端点 和 端点 `. 过 端点 和 内 
分 点 作 平 行 线 . 接 下 来 应 想到 的 就 是 平行 线 具 体 应 
如 何 作 ? 那 么 就 应 先 取 平 行 方 向 线段 ,平行 方向 线段 
可 从 图 形 中 过 端点 和 内 分 点 的 线段 中 选取 ,所 以 可 
将 可 作为 平行 方向 线段 的 线段 全 部 列举 出 来 ,这 时 
就 可 以 产生 一 种 信念 ,一 种 自信 心 ,正确 的 分 析 方 
法 ,可 以 完成 证 明 的 可 能 性 肯定 在 其 中 ,在 对 所 列举 
的 各 种 可 能 情况 逐一 进行 讨论 的 过 程 中 肯定 可 以 完 
成 证 明 . 接 下 来 就 可 以 对 所 列举 的 平行 方向 线段 逐 
一 选取 ,逐一 进行 讨论 . 由 于 这 时 相 比 两 线段 有 一 个 
公共 的 端点 ,所 以 图 形 中 必然 是 出 现 两 个 端点 和 一 
个 内 分 点 ,所 以 当 平 行 方向 线段 取 在 过 其 中 一 个 点 
后 ,平行 线 必 定 有 过 另外 两 个 点 作 的 两 种 可 能 性 ,所 
以 又 可 以 逐一 进行 分 析 和 讨论 . 也 就 是 当 平行 方向 
线段 取 在 过 端点 时 ,平行 线 可 过 内 分 点 作 , 也 可 过 另 
一 个 端点 作 ; 当 平行 方向 线段 取 在 过 内 分 点 时 ,平行 
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线 可 过 两 个 端点 作 . 在 作出 的 平行 线 与 过 第 三 个 点 
(有 即 余 下 的 一 个 端点 或 内 分 点 ) 的 一 条 直线 相交 后 ， 
就 可 得 平行 线 型 相似 三 角形 ,然后 再 应 用 相似 三 角 
形 的 判定 定理 或 性 质 就 可 以 完成 分 析 ; 在 上 述 多 种 
可 能 情况 的 讨论 .分 析 过 程 中 ,可 首先 选取 与 问题 的 
条 件 或 结论 有 间接 的 或 明显 的 联系 的 可 能 性 进行 讨 
论 , 从 而 可 迅速 找到 完成 证 明 的 方法 ,顺利 完成 分 
析 . 

如 果 径 描 图 后 发 现 的 是 两 组 相 比 线段 都 重合 在 
一 直线 上 , 且 有 一 个 公共 的 端点 或 有 一 个 公共 的 内 
分 点 , 则 也 应 想到 要 应 用 平行 线 型 相似 三 角形 进行 
证 明 . 寻找 或 添加 相似 三 角形 的 方法 是 将 端点 和 端 
点 、 内 分 点 和 内 分 点 分 别 连接 起 来 ,或 者 是 将 四 个 端 
点 分 两 组 相应 地 连接 起 来 , 则 这 两 条 连 线 必定 是 在 
行 线 . 在 找到 相似 三 角形 后 ,分 析 也 就 可 容易 地 完 
成 . 


如 果 几 何 问题 中 出 现 了 两 条 线段 之 间 的 倍 个 关 
系 , 则 可 先 检查 一 下 这 个 倍 沾 关系 是 否 是 和 线段 的 
中 点 发 生 联系 . 如 在 检查 中 发 现 问题 还 出 现 了 线段 
的 中 点 ,如 个 线段 的 一 个 端点 已 经 是 某 一 条 线段 的 
中 点 ,或 者 已 经 出 现 了 与 倍 线段 有 公共 端点 的 线段 
的 中 点 的 情况 时 ,就 应 产生 .形成 中 用 三 角形 中 位 线 
的 基本 图 形 进行 证 明 的 意识 . 接 下 来 的 分 析 就 可 以 
出 现 两 种 可 能 性 :将 们 线段 取 出 三 角形 的 边 , 那 就 应 
将 三 角形 中 相应 的 一 条 中 位 线 添 出 也 就 是 分 别 取 
另 两 条 边 的 中 点 ,并 将 它们 连接 起 来 , 那 末 问题 就 转 
化 成 这 条 中 位 线 与 中 线段 之 间 的 等 量 关 系 的 分 析 和 
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应 用 了 . 将 中 线段 取 作 三 角形 的 中 位 线 , 那 就 应 想到 
要 将 三 角形 先 找 出 来 . 这 时 的 关键 是 个 线 段 的 两 个 
端点 必须 成 为 两 条 有 公共 端点 的 线段 的 中 点 ,可 先 
使 一 个 端点 成 为 一 条 线段 的 中 点 ,再 特 这 条 线段 的 
一 个 负 点 与 中 线段 的 另 一 个 端点 连接 后 再 延长 一 倍 
来 实现 . 然后 再 将 对 应 于 这 条 中 位 线 也 就 是 什 线 自 
的 三 角形 的 第 三 条 边 连 接 起 来 ,在 应 用 三 角形 中 位 
线 的 性 质 后 ,问题 也 就 可 转化 为 倍 线段 与 所 添加 的 
三 角形 的 第 三 条 边 之 间 的 等 全 关系 来 进行 讨论 了 . 

如 果 几 何 问题 中 出 现 了 两 个 或 两 个 以 上 的 中 

”点 , 即 多 个 中 点 问题 时 ,就 应 想到 要 应 用 三 角形 的 中 
位 线 的 基本 图 形 进行 证 明 . 在 中 点 出 现 比较 多 的 情 
况 下 ,首先 应 确定 贸 两 个 中 点 是 应 用 三 角形 的 中 位 
线 的 基本 图 形 所 需要 的 中 点 ,这 时 的 关键 就 是 要 抓 
住所 出 现 的 两 个 中 点 所 在 的 线段 要 有 公共 的 端点 . 
当 两 个 已 经 出 现 的 中 点 所 在 的 线段 有 公共 的 端点 ， 
从 而 可 以 组 成 三 角形 时 ,就 应 想到 这 两 个 中 点 的 连 
线 就 已 经 是 三 角形 的 中 位 线 . 接 下 来 就 应 看 这 个 三 
角形 中 位 线 的 基本 图 形 是 否 已 完整 地 出 现 , 若 这 时 
三 角形 已 出 现 ,但 中 位 线 还 没有 , 那 就 秒 将 三 角形 的 
中 位 线 派 上 ; 若 这 时 是 有 中 位 线 ,而 三 角形 还 不 完 
整 , 那 就 应 将 三 角形 的 边 添上 . 在 三 角形 中 位 线 的 基 
本 图 形 已 完整 出 现 的 条 件 下 ,分 析 也 就 可 以 完成 . 当 
两 个 已 经 出 现 的 中 点 所 在 的 线段 没有 公共 端点 或 者 
是 重合 线段 ,因而 不 能 组 成 三 角形 时 ;就 应 想到 这 两 
个 中 点 的 连 线 并 不 是 三 角形 的 中 位 线 ,而 应 再 增加 
中 点 ,而 且 应 增加 与 已 经 出 现 的 中 点 所 在 的 线段 有 
公共 嫩 点 的 线段 的 中 点 . 然后 就 可 将 所 增加 的 中 点 
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与 已 经 出 现 的 中 点 连接 起 来 成 为 三 角形 的 中 位 线 ， 
且 在 三 角形 不 完整 时 ,还 应 将 三 角形 的 边 涨 上 ,这样 
就 可 以 应 用 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 完成 分 
析 . 4 


对 于 一 个 线段 之 间 的 比例 关系 ,如 果 经 描 图 后 
发 现 相 比 两 线段 或 者 是 它 的 特殊 情况 ,也 就 是 相等 
两 线段 重 允 在 一 组 平行 线段 上 时 ,就 可 以 想到 要 应 
用 平行 线 型 相似 三 角形 的 组 合 图 形 进行 证 明 . 接 下 
来 就 应 寻找 和 确定 过 两 个 端点 和 内 分 点 的 共 点 三 直 
线 , 一 般 可 先 找到 过 其 中 两 点 的 两 条 相交 直线 ,再 将 
交点 与 第 三 个 点 连接 起 来 构成 共 点 三 直线 . 然后 就 
应 将 共 点 三 直线 与 两 条 平行 线 相交 ,构成 平行 线 型 
相似 三 角形 的 组 合 图 形 ,从 而 完成 这 一 部 分 的 分 析 . 
如 果 这 一 组 平行 线 还 不 足以 解决 问题 ,例如 两 条 平 
行 线 上 的 线段 的 比 都 是 结论 中 出 现 的 性 质 , 那 就 可 
以 将 平行 的 线段 再 作 平 移 , 也 就 是 再 涨 同 与 这 共 点 
三 直线 相交 的 已 经 出 现 相 比 或 相等 线段 重要 的 直线 
的 平行 线 . 

如 果 几 何 问题 中 出 现 了 由 一 点 发 出 的 三 直线 和 ， 
一 组 平行 线 相 交 时 ,也 可 以 想到 要 应 用 或 涨 加 平行 
线 型 相似 三 角形 的 组 合 图 形 进行 证 明 . 这 时 如 有 从 
未 相交 的 部 分 , 则 应 马上 想到 要 延长 到 相交 或 者 就 
是 再 作 同 与 这 共 点 三 直线 相交 的 平行 线 . 然后 也 就 
可 以 完成 分 析 . 


对 于 一 个 线段 之 间 的 比例 关系 ,如 果 经 描 图 后 
发 现成 比例 的 四 条 线段 重 登 在 一 直线 上 , 且 构 成 图 
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形 中 一 条 线段 的 内 分 的 比 和 外 分 的 比 相 等 时 ,就 应 
想到 要 应 用 三 角形 的 内 外 角 平 分 线 的 性 扯 进 行 膛 
明 . 接 下 来 就 是 应 确定 三 角形 和 三 角形 的 内 外 角 平 
分 线 . 这 时 首先 应 确定 线段 的 两 个 端点 以 及 内 分 点 、 
外 分 点 ,再 从 内 外 分 点 出 发 确定 两 条 互相 垂直 的 线 
段 ,如 找到 这 两 条 互相 垂直 的 线段 , 则 它们 的 交点 ， 
也 就 是 竹 足 就 应 是 三 角形 的 第 三 个 项 点 ,将 这 个 点 
与 线段 的 两 个 端点 分 别 连 接 就 得 到 了 我 们 所 需要 的 
三 角形 ,而 这 两 条 志 相 垂直 的 线段 就 应 分 别 是 三 角 
有 形 的 内 外 角 平 分 线 .然后 就 应 证 明 其 中 的 一 条 是 角 
平分 线 , 再 应 用 等 角 的 余 角 相 等 的 性 质 就 可 证 明 另 
一 条 也 是 角 平 分 线 , 从 而 完成 分 析 . 如 图 形 中 没有 站 
接 出 现 过 内 外 分 点 的 两 条 互相 径直 的 线段 , 则 可 过 
内 分 点 向 过 外 分 点 的 直线 作 垂 线 , 或 过 外 分 点 向 过 
内 分 点 的 查 线 作 垂 线 , 然 后 青 用 类 似 的 方法 完成 分 
析 . i : 

如 果 几 何 问 题 中 直接 出 现 了 三 角形 的 内 、 外 角 
平分 线 , 那 末 也 就 可 想到 直接 应 用 三 角形 内 外 角 平 
分 线 的 性 质 来 完成 证 明 . 

例 1 已 知 :入 ABC 中 ,过 4CB 一 90", 以 汶 C .BC 为 边 向 外 作 
正方 形 ACDE 和 BCFG, BE、AG 交 AC、BC 于 M、 NN: 求 证 :CM= 
CN 在 + 去: 

分 析 : 本 题 要 证 明 CM 二 CN ,而 由 条 件 人 ACD= 人 BCM = 
90°, 可 证 明 B.C.D 成 一 直线 ,又 因为 已 知 BM、E 成 一 直线 , 且 
由 四 边 形 ACDE 是 正方 形 , 可 得 CM // DE, 这 样 CM 就 成 为 
和信 BDE 中 的 一 条 边 DE 的 平行 线段 ,从 而 可 应 用 平行 线 型 相似 三 
角形 的 性 质 进行 证 明 , 即 由 CMV DE 可 得 ABCMDABDE, 
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图 6.1 ” 构 6.2 
_ BC DE。BC _ 
"CM 一 BEB 一 ,而 由 条 件 DE 一 4C,BD 一 BC 十 CD 一 BC 





4C。 
十 4C, 所 以 CM= 4 二 试用 同样 的 方法 可 以 证 明 CN 也 等 于 


4c 。BC 1 
ETHBCE, 即 CM 一 CN， 从 而 cj 让 ++i 


本 题 要 证 明 CM 二 CN ,这 是 两 条 
具有 公共 端点 的 相等 线段 ,它们 可 以 
组 成 一 个 等 腰 三 角形 . 而 由 条 件 
一 4CB=90", 这 个 等 腰 三 角形 就 应 是 
一 个 等 腰 直 角 三 角形 , 即 半 个 正方 形 ， 
而 已 知 四 边 形 4CDE 也 是 正方 形 , 这 
样 就 出 现 了 两 个 以 C 为 公共 项 点 的 正 图 6"3 
方形 ,所 以 可 应 用 旋转 型 全 等 三 角形 进行 证 明 . 根据 由 公共 顶点 C 
发 出 的 两 组 相等 线段 CD.C4 和 CAM、 
CN 两 两 组 成 全 等 三 角形 的 方法 ,可 找 
到 这 对 全 等 三 角形 应 是 ADMC 和 
A4NC, 所 以 应 先 连结 DM. 在 这 两 个 
三 角形 中 ,已 有 DC= A4C, 人 DCM = 
4CB=90", 所 以 还 要 证 明 一 个 条 件 ， 
由 于 CM 二 CN 是 要 证 明 的 结论 ,不 能 
用 ,所 以 可 考虑 证 人 MDC= 人 NAC， 











而 已 知 辽 ACN 二 90°, NAC 十 了 ANC 二 90°, 这 样 问题 又 成 为 要 
证 明达 MDC 十 人 ANC 也 等 于 90", 也 就 是 要 证 DM | 4G. 于 是 又 
可 根据 垂 线 的 定义 ,将 DM 延长 到 与 4G 相交 ,并 设 交 点 为 工 , 则 
应 证 DZL 上 4C， 

由 于 要 证 的 是 DZL 上 4G ,而 已 知 MCT DB, 所 以 DL 和 MC 
就 可 以 看 作 是 三 角形 的 高 ,那么 它们 的 交点 M 就 应 是 以 DL 和 
MC 为 高 的 三 角形 的 垂 心 , 所 以 要 证 DL 是 高 就 应 转 而 证 M 是 三 
角形 的 垂 心 . 而 根据 三 角形 垂 心 的 定义 ,M 应 是 三 角形 两 条 高 的 
交点 ,而 DL 这 条 高 是 结论 不 能 用 ,所 以 必须 要 用 第 三 条 高 . 由 于 
过 M 点 还 有 一 线段 BE, 所 以 应 将 BE 取 作 第 三 条 高 所 在 的 直线 ， 
而 要 使 BE 成 为 高 ,就 要 过 BD 的 端点 DD 向 它们 作 垂 线 ,也 就 是 过 
DD 作 DK LBE, 交 BE 于 KK, 交 CA 的 延长 线 于 矿 . 这 样 我 们 就 得 
到 BK、HC 是 人 DHB 的 高 ,于 是 应 先 连结 BH, 那 末 M 就 是 
入 DHB 的 垂 心 ,从 而 可 证 明 DM( 也 就 是 DL) | BH ,这 样 要 证 明 
DL | 4G 就 转化 为 要 证 AG/ HB. 

由 条 件 四 边 形 ACDE 是 正方 形 ,所 以 在 作 了 DK LEB 后 ,就 
出 现 了 过 正方 形 的 顶点 D 向 过 它 的 相 邻 项 点 的 一 条 直线 EB 
所 作 的 垂 线 ,所 以 可 应 用 绕 正 方形 的 中 心 旋 转 90" 的 全 等 三 角形 
进行 证 明 . 而 由 ED、EB 绕 正 方形 的 中 心 顺 时 针 旋 转 90° 后 应 分 别 
与 DC,D 万 重合 ,就 可 找到 这 对 全 等 三 角形 是 ABFED 和 和信 HDC. 
全 等 的 条 件 是 ED 二 DC, 人 人 BDE 二 人 人 HCD 一 90" 以 及 由 人 DKB= 
ZZDCH = 90° 推 得 的 人 EBD= 人 DHC. 从 而 就 有 HC=BD, 而 已 
知 CD=CA, 所 以 AH=BC, 而 BC=BG, 所 以 AH==GB. 同 时 由 
条 件 四 边 形 BCFG 是 正方 形 ,又 可 得 AH /GB, 所 以 四 边 形 
AHBG 是 平行 四 边 形 ,4G/HB ,分 析 完 成 . 

例 2 已 知 :人 4BC 中 ,AD、BE 是 中 线 ,G 是 重心 , A 是 
高 ,GF BC, 重 足 为 下 .求证 :B 于 :一 C 于 :一 30B 到 一 CE )， 

分 析 : 本 题 结论 中 ,等 式 两 边 出 现 的 都 是 线段 平方 差 的 形式 ， 
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.8 DF H C B DFH C 
图 6。G5 图 6，6 

所 以 可 应 用 公式 先进 行 化 简 . 于 是 BH: 一 CH?= (BH 二 CH) (BH 
一 CH), 而 由 DD 是 BC 的 中 点 ,可 得 BH 一 CH 二 2DH, 所 以 上 式 
= BC。2DH. 类 似 地 也 有 BF: 一 CF:== (BF 二 CF) (BF 一 CF)= 
BC，2DF. 比较 这 两 个 关系 式 ,可 以 发 现 问题 可 转化 为 要 证 DH 
=3DF. 

而 由 GF | BC 和 AH .LBC, 又 可 得 GF/AH ,这 样 GF 就 成 
为 人 ADAH 中 一 条 边 AH 的 平行 线段 ,所 以 可 应 用 平行 线 型 相似 
三 角形 的 性 质 进行 证 明 ,由 GFWAH, 可 得 人 DGROADAH, 志 


= 站 ,但 已 知 G 是 A4BC 的 重心 , 故 D4= 3DG, 从 而 DH 一 
3DF ,得 证 . 

例 3 已 知 : 人 4BC 中 ,4CB=90",CD 14B 垂 足 是 也 ， 
~B4C 的 角 平 分 线 交 CB.CD 于 EF, 人 BCD 的 角 平 分 线 交 BD 
于 G. 求 证 :GF/ BC. 

分 析 : 本 题 要 证 明 GF/ BC, 就 出 现 了 GFK 是 ADBC 内 的 一 
条 边 BC 的 平行 线段 ,所 以 可 应 用 平行 线 型 相似 三 角形 的 基本 图 
形 的 性 质 进 行 证 明 . 也 就 是 要 证 明 GF // BC ,就 可 以 转化 为 要 证 
DF_DG 
CF BG: 

根据 条 件 AF 是 人 和 人 CAD 中 LCAD 的 角 平 分 线 , 应 用 角 平 分 
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图 6，7 图 6.8 


线 的 性 质 可 得 全 一 人 .根据 同样 的 道理 ,由 CG 是 人 BCD 的 角 


平分 线 ,又 可 得 人 C2 一 68. 这 样 问题 就 转化 为 应 证 人 一 各 
由 于 这 是 一 个 新 的 比例 关系 ,经 过 描 图 可 以 发 现 它们 两 两 组 
成 人 ADC 和 人 和信 CDB. 而 由 条 件 给 出 的 CD 是 RiA4BC 的 斜 边 上 
的 高 ,所 以 有 4DC= 人 CDB=90° 和 人 A4CD= LCBD 都 等 于 
90* “BCD, 那 未 人 4DC 和 ACDB 就 相似 ,上 述 性 质 就 可 证 明 . 
例 4 已 知 :C.D.E、F 是 人 A408B 的 两 边 上 的 四 点 , 且 OC : 
OD=CE : DF ,CE、DF 的 延长 线 相交 于 G. 求 证 :GE==GF. 





图 6.9 区 6。10 ， 
分 析 ; 本 题 的 条 件 中 出 现 了 一 个 线段 之 间 的 比例 关系 ,5 
CE 所 以 应 首先 进行 描 图 , 搞 清 楚 比 例 线段 之 间 的 位 置 关系 . 经 过 


描 图 可 以 发 现 ,OC 和 OD 这 一 组 相 比 线段 现在 重生 在 一 直线 上 ， 
从 而 可 添加 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 添加 的 方法 是 过 端点 
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或 内 分 点 作 平 行 线 . 于 是 首先 应 取 平 行 方向 线段 . 
现在 图 形 中 经 过 内 分 点 C 和 端点 D、O 的 线段 有 CE、DF 和 
OFE, 所 以 取 平 行 方向 线段 就 有 三 种 可 能 





图 6。11 图 6。12 
若 取 CE 为 平行 方向 线段 , 则 由 于 平行 方向 线段 过 内 分 点 C， 
所 以 平行 线 可 过 端点 DD 作 . 即 过 DD 作 DH/CE 交 OA 于 瑟 , 于 是 
AOECwAOHD,6= 反 i 而 已 知 2 一 各, 可 得 DF 一 DH， 
LDFH= /ADHEFK. 再 由 CE/ DH, AGEF= ALDHF= LDFH 和 
LDFH = 人 GFE, 就 可 证 明 结 论 . 





图 6。13 多 6。14 
若 取 DF 为 平行 方向 线段 , 则 由 于 平行 方向 线段 过 端点 刀 , 所 
以 平行 线 可 过 内 分 点 C 作 , 即 过 C 作 CK/DF 交 OA 于 民 , 也 可 
得 AOCKDAODF, 人 5 一 针 * 从 而 可 证 明 CK 二 CE, 那 末 再 由 
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CK/ FG, 也 就 可 证 明 结论 . 

车 取 OE 为 平行 方向 线段, 则 由 于 平行 方向 线段 经 过 端点 0， 
所 以 平行 线 可 过 内 分 点 C 作 , 也 就 是 过 C 作 CHAOE 交 DF 于 
如 ,这 时 实际 上 可 以 看 作 是 取 OF 为 平行 
方向 线段. 那 末 应 用 平行 线 截 得 比例 线段 
定理 就 可 得 5 二 ,从 而 可 得 FH = 
CE. 再 根据 所 作 的 CH /EF ,也 就 可 以 证 
明 GE=GF. 

本 题 在 取 OE 为 平行 方向 线段 以 后 ， 
由 于 平行 方向 线段 经 过 端点 0, 所 以 平行 
线 也 可 以 过 另 一 个 端点 作 . 也 就 是 过 万 作 
DH// EO, 且 作 到 与 过 内 分 点 C 的 直线 相交 ,也 就 是 应 与 EC 的 延 
长 线 相 交 于 五 . 就 可 以 由 人 EOC= 人 HDC 和 人 ECO= 人 人 HCD， 
得 ACOEcpACDE, 再 应 用 比例 性 质 就 可 得 5 一 疙 太 ,而 已 知 
S55 所 ,从 而 得 EH=DF ,那么 再 由 DH/ FE, 就 可 以 证 明 GE 
一 CC 下， 


例 5 已 知 :D.E 分 别 是 人 4BC 的 边 4B、4C 上 的 两 点 ,BD 


二 CE,DE 的 延长 线 交 BC 的 延长 线 于 F. 求证 :7 到. 





图 6，15 
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分 析 : 本 题 要 证 的 结论 ?各 = 4 是 线段 之 问 的 比例 关系 ,所 


以 首先 应 进行 措 图 , 搞 清 楚 比 例 线段 之 间 的 位 置 关 系 . 经 过 描 图 可 
以 发 现 FE 和 FD 这 一 组 相 比 线段 现在 重奏 在 一 直线 上 ,所 以 可 
添加 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 添加 的 方法 是 过 端点 或 内 分 
点 作 平 行 线 . 于 是 首先 也 应 选 定 平行 方向 线段 ,现在 图 形 中 出 现 的 
过 端点 D.F 和 内 分 点 户 的 线段 有 DB、.D4、FC、EC、E4, 总 共 就 
有 五 种 可 能 情况 . 而 在 分 析 时 ,应 首先 讨论 与 条 件 或 结论 有 联系 的 
可 能 情况 ,由 于 现在 DB 和 EC 是 条 件 中 给 出 的 线段 ,所 以 应 首先 
讨论 这 两 种 情况 . 

若 取 DB 为 平行 方向 线段 , 则 由 于 DB 经 过 端点 DD, 所 以 平行 





图 6，18 图 6，19 


线 可 过 内 分 点 已 作 , 于 是 过 无 作 EG/ DB 交 BC 于 G, 即 可 得 


FE EG ZrE_EC; 
人 FEGwA 人 FDB, 包 一 志 六- 由 条 件 BD 一 CE, 那 么 F5 一 EC 这 





祥 要 证 明 2 避 一 4 ,就 可 以 转 而 证 明 有 一 和 .这 是 一 个 新 的 比例 





图 6。20 多 6，21 
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关系 , 那 末 首先 仍然 进行 描 图 ,经 过 描 图 又 可 以 发 现 - -组 相 比 线段 
4C 和 EC 重合 在 一 直线 上 ,这 时 首先 可 以 将 结论 改写 成 为 4 一 


5 ,因此 仍然 可 以 应 用 平行 线 型 相似 三 角 打 进 行 证 明 ,那么 由 


EG/ AB ,就 可 得 和 人 EGC 人 和 八 4BC, 所 以 上 述 性 质 就 可 以 证 明 . 
若 取 EC 为 平行 方向 线段 , 则 因为 平行 方向 线段 过 内 分 点 五， 

所 以 平行 线 过 端点 作 , 于 是 过 DD 作 DEVWEC 交 BC 于 瑟 , 那 末 也 

可 得 :人 ECWHAFDH , 寺 二 志 阅 二 二 车 ;而 由 DH A/ AC, 又 可 得 


ADBHOAABC, 地 = 人 ,从 而 也 可 证 明 结论 . 


若 取 FC 为 平行 方向 线段 , 则 因为 
平行 方向 线段 过 端点 下, 且 过 平行 方向 
线段 两 端的 直线 在 内 分 点 EE 相交 ,所 以 
平行 线 可 过 另 一 个 端点 作 , 于 是 过 DD 作 
DG /CF 交 AC 于 G, 则 由 人 CFE= 
GDE 和 LFEC== 人 DEG, 可 得 人 CEF 

FE CE 图 6 22 
DAGED, 应 用 比例 性 质 可 得 5 一 CE， 


但 CE= BD, 所 以 7=EE. 再 由 DG/ 


BCc,A4DGwA ABC, 应 用 比例 性 质 又 


D 
可 得 CE 一 和 8 ,所 以 分 析 完成 6 
在 取 FC 为 平行 方向 线段 时 ,由 于 ~ 六 ~ 





FC 过 端点 ,所 以 平行 线 也 可 以 过 内 分 。“ “7 
点 玉 作 ,也 就 是 过 EE 作 EG/FC 交 AB ,图 6 2 
于 G, 所 以 这 时 也 可 以 将 FB 看 作 是 平行 方向 线段 .于 是 应 用 平行 


> 7 ~ FE BG 
线 截 得 比例 线段 定 理 可 得 弛 一 如 ,但 BD=CE, 所 以 地 = 
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又 因为 EG/CB, 可 得 组 = 全 ,所 以 分 析 就 可 以 完成 


例 6 已 知 ;: 人 4ABC 中 ,D 是 CB 的 延长 线 上 的 一 点 ,EE 是 4C 


一 点 ， D=. 9 民 让 DF_AC 
上 一 点 ,; 且 B AE DE 交 AB 于 下 .求证 :EF BC 





图 6*24 图 6.25 
分 析 : 本 题 要 证 明 的 结论 是 线段 之 间 的 比例 关系 ,所 以 首先 进 
行 描 图 . 经 过 描 图 可 以 发 现 一 组 相 比 线段 DF 和 EF 重 痊 在 一 直 


A A 
E /xX 
D B C D B G C 
区 6。26 [6 27 


线 上 ,从 而 可 添加 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 ,添加 的 方法 是 过 
端点 和 内 分 点 作 平行 线 . 于 是 首先 应 选取 平行 方向 线段 ， 由 于 图 形 
中 过 端点 和 内 分 点 的 线段 有 FB.FA、DB、EA、EC, 所 以 平行 方向 
线段 的 选取 也 就 出 现 了 五 种 可 能 . 

若 取 FB 为 平行 方向 线段 , 则 由 于 平行 方向 线段 过 内 分 点 下 ， 
所 以 平行 线 可 过 端点 作 . 

若 考 虑 过 巨 作 FB 的 平行 线 , 则 过 已 作 EG/HFB 交 BC 于 
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应 用 平行 线 截 得 比例 线段 定理 ,就 可 得 名 6 一 人 ,但 已 知 BD 一 


4E, 所 以 入 = 能 ,这 样 要 证 信人 能 就 转化 成 为 要 证 能 = 适 . 


由 所 作 的 EG/ 4B ,再 应 用 一 次 平行 线 截 得 比例 线段 的 性 质 就 可 
以 证 明 这 一 结论 . 





图 6，28 图 6，29 
若 考 虑 过 DD 作 FB 的 平行 线 , 则 过 DD 作 DEVF4 交 CA4 的 
延长 线 于 五 ,实质 上 这 时 也 可 以 看 作 是 将 FA 取 作 平 行 廊 向 线段 
这 样 就 可 得 2 二 万 4, 但 EA 一 DB, 所 以 问题 就 转化 成 要 证 入 


= 人 ,那么 由 AB/ HD 就 可 证 明 这 一 性 质 ， 


C 
图 6.30 图 6。31 
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若 取 DB 为 平行 方向 线段 , 则 由 于 过 平行 方向 线段 两 端的 直 
线 在 内 分 点 下 相交 ,所 以 平行 线 可 过 另 一 个 端点 玉 作 ,于 是 过 
作 EG /CD 交 4B 于 G, 即 可 得 人 LDFB= 人 EFG， FDB = 
ZLFEG,ADFBwAEFG,8 一 中 .但 已 知 DB 一 E4, 所 以 又 得 
DE - 2 , 那 未 要 证 明 吕 一 做 ,就 转化 成 要 证 健一 全 . 而 由 
EGNCB, 又 可 得 A4GEwA4BC, 所 以 这 一 性 质 可 以 证 明 ， 

若 取 EA4 为 平行 方向 线段 , 则 由 于 过 平行 方向 线段 两 端的 直 
线 在 内 分 点 下 相交 ,所 以 平行 线 也 可 以 过 另 一 个 端点 DD 作 , 也 就 
是 过 万 作 PGW AE 交 AB 的 延长 线 于 G, 则 可 得 人 DFG 一 
/EFA, LFGD= AZFAE, ADFGwAEFA, 信 一 BB. 但 EA= 


BD, 所 以 中 一 人 ,问题 就 成 要 证 他 一 各 .由 于 所 作 的 PG/ 


AC 是 一 组 平行 线段 , 且 它们 的 四 个 端点 中 两 两 的 连 线 在 B 点 相 
交 , 所 以 又 可 以 应 用 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 于 是 由 
LDBG= LCBA, LBDG= /BCA4, 可 得 ADBGwACB4, 所 以 
上 述 性 质 也 可 以 证 明 . 

例 7 已 知 :和信 ABC 中 ,直线 XY 


分 别 交 边 4B、AC 于 FE, 交 边 BC 的 


。 ,AF BD CE 
延长 线 于 D. 求 证 :BF "ED "75 一 


分 析 : 本 题 要 证 明 的 结论 是 线段 之 
间 的 比例 关系 ,于 是 首先 进行 描 图 , 搞 
清楚 比例 线段 之 间 的 位 置 关系 . 经 过 措 国 
图 可 以 发 现 AF 和 BF,BD 和 CD,CE 
和 AE 这 三 组 相 比 线段 都 分 别 重 到 在 一 直线 上 ,从 而 就 可 添加 平 
行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 添加 的 方法 是 过 端点 和 内 分 点 作 平 
行 线 ,并 且 应 首先 选取 平行 方向 线段 . 由 于 结论 中 出 现 的 相 比 线段 
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有 三 组 ,所 以 根据 哪 一 组 重 秋 线段 来 开始 进行 分 析 就 有 三 种 可 能 . 
车 从 AF 和 BF 这 一 组 重 琶 

线段 出 发 , 则 平行 方向 线段 就 有 

AE、FE 和 BD 三 种 可 能 性 . 

如 取 AE 为 平行 方向 线段 , 则 
因为 过 平行 方向 线段 两 端的 直线 
在 内 分 点 下 相交 ,所 以 平行 线 可 
过 另 一 个 端点 8B 作 ,于 是 过 8B 作 





BH/ CA 交 DF 的 延长 线 于 瑟 ， 图 6。33 
则 可 得 AFE== 人 BFH, 人 人 FAE= 二 人 FBH, 八 AFEWwWABFH, 
AF AE AF .BD .CE 


AF BD CE AE .BD.CE_CE:BD_, mn, 
BF' 0 ' 证 = 好 ' 0 证 = 一 1, 也 就 是 要 证 


和 一 5 及 由 所 作 的 BH/CE， 又 可 得 人 DCECADBH, 也 是 一 


对 平行 线 型 相似 三 角形 ,所 以 上 述 性 质 可 以 证 明 . 

车 取 FE 为 平行 方向 线段 , 则 由 于 平行 方向 线段 过 内 分 点 F， 
所 以 平行 线 可 过 端点 作 . 于 是 过 B 作 BG// FE 交 AC 的 延长 线 于 
G. 于 是 应 用 平行 线 截 得 比例 线段 定理 ,可 得 售 一 估 :, 于 是 问题 


umdAF BD CE _AE.BD.CE_BD:CE 
就 成 为 要 证 BF * CD * AE EG * CD “ AE EG-CD™ 1!’ 也 











就 是 要 证 2 一 CE 而 由 ED/ BG, AEDCHAGBC, R= 
再 应 用 比例 性 质 就 可 以 完成 证 明 . 


如 取 BD 为 平行 方向 线段 , 则 由 于 平行 方向 线段 过 端点 ,县 过 
平行 方向 线段 两 端的 直线 在 内 分 点 下 相交 ,所 以 平行 线 可 过 另 一 
个 端点 作 , 于 是 过 4 作 AG/ DB 交 DF 的 延长 线 于 G, 就 可 得 


AF 4C 
LAFG= /BFD, LFAG= LAFBD,AAFGOHOABFD, BF= BD: 
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Ac 
图 6。34 图 6。35 


AF .BD CE_ 4G 8D CE_ 4G 
于 是 要 证 的 结论 就 转化 为 BF * Cp * AE 一 BD CD “AECD 
4G AE 


一 1, 也 就 是 要 证 = EF 而 由 4G /CD, 人 AEG on 
ACED ,就 可 以 完成 证 明 
车 从 BD 和 CD 这 一 组 重合 线段 出 发 , 则 平行 方向 线段 就 有 
BF、CE 和 DE 三 种 可 能 性 . 
车 取 BF 为 平行 方向 线段 , 则 因为 BF 过 端点 B, 所 以 平行 线 


就 可 过 内 分 点 C 作 . 也 就 是 过 C 作 CCV BF 交 DF 于 G, 那 末 


ADCGwADBF, 全 = Se. 这 样 要 证 明 的 结 论 就 转化 为 SF 。 


BD CE_ 4F BF CE 4F CE AF 
CD “让 BF“ CCG ' 三 ~CG AE 了 1' 也 就 是 要 证 @6 一 


全 .由 所 作 的 CG/FA, 可 得 人 AEFACEG, 所 以 上 述 性 质 可 
以 证 明 . 

若 取 CE 为 平行 方向 线段 , 则 平行 线 可 过 端点 B 作 ,由 于 这 种 
可 能 性 已 经 进行 了 讨论 ,所 以 不 再 重复 讨论 . 本 书 在 以 后 的 论述 
中 ;出 现 类 似 情况 也 同样 处 理 , 并 不 再 另行 说 明 . 

若 取 DE 为 平行 方向 线段 , 则 由 于 DE 经 过 端点 D, 所 以 平行 
线 可 过 内 分 点 C 作 , 也 就 是 过 C 作 CG/DE 交 4B 于 G, 这 时 实 
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图 6，36 图 6。37 
质 上 是 将 DF 看 作 是 平行 方向 线段 于 是 可 得 EP 一 Eh 要 证 的 结 
论 就 转化 为 8 * C5 ' AE™BF ' GF 
CE AF CE ~ AF 
" AE™ GF -一 1, 也 就 是 要 证 GF 
= 人 钱 , 而 由 FE/GC, 就 可 证 明 这 一 性 
质 . 





由 于 本 题 出 现 了 三 组 相 比 线段 分 BE 。 。 。  “? 
别 重 郊 在 一 直线 上 ,所 以 可 应 用 三 角形 的 
面积 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 由 于 E、D 是 过 内 分 点 下 的 直 
线 上 的 两 点 ,所 以 应 将 这 两 点 分 别 与 线段 的 端点 连接 起 来 ,也 就 是 


、 ~ AF _S 、 
连接 D4、EB. 就 可 得 人 5 一 好 (其 中 8 一 SepzyS 一 Seonp) 进 一 


步 我 们 又 可 得 如 8 一 于 ( 其 中 5s 一 Saoes) , 红 一 如 ,所 以 结论 也 可 
以 证 明 . 
例 8 已 知 :人 4BC 中 , 是 4C 边 上 的 一 点 ,人 下 一 去, 是 


BD 的 中 点 ,4AE 的 延长 线 交 BC 于 F. 求证 :2 一 站. 


分 析 : 本 题 条 件 中 给 出 了 线段 4D 和 CD 的 比 ,BE=DE 实质 

上 也 可 看 作 是 BE 和 DE 的 比 , 其 比值 是 1, 而 结论 中 出 现 的 也 是 

线段 BF 和 CF 的 比 ,因此 都 可 看 作 是 线段 之 间 的 比例 关系 ,所 以 
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B F C 8 F C 
图 6。39 图 6。40 
首先 应 进行 描 图 , 搞 清楚 比例 线段 之 间 的 位 置 关系 . 
经 过 描 图 可 以 发 现 这 三 组 相 比 线段 都 分 别 重 释 在 一 直线 上 ， 
所 以 可 添加 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 添加 的 方法 是 过 端点 
和 内 分 点 作 平 行 线 . 

由 于 本 题 出 现 了 三 组 相 比 线段 重 秋 在 一 直线 上 ,所 以 从 哪 一 
组 相 比 线段 出 发 进行 讨论 就 出 现 了 三 种 可 能 性 ,对 此 我 们 可 分 别 
予以 讨论 . 

车 首先 讨论 4D 和 CD 这 一 组 相 比 线段 重 释 的 可 能 性 , 则 首 
先 应 取 平 行 方向 线段 . 而 在 图 形 中 过 端点 C, 内 分 点 D 和 另 一 个 
端点 4 的 线段 有 CF、DE、AE、AB 四 条 ,所 以 平行 方向 线段 的 选 
取 也 就 有 4 种 可 能 性 . 由 于 在 重 释 线段 上 出 
现 的 三 个 点 中 ,平行 方向 线段 必定 过 其 中 的 A 
一 个 点 ,所 以 平行 线 实际 上 可 以 过 另外 两 个 Dp 
点 作 , 这 样 在 每 取 一 条 平行 方向 线段 后 , 作 
平行 线 也 都 有 两 种 可 能 性 ,这 样 一 共 就 可 以 
有 8 种 可 能 性 . B F C 
若 取 CF 为 平行 方向 线段 , 则 第 一 种 可 图 6 
能 性 是 平行 线 过 内 分 点 万 作 , 也 就 是 过 万 作 DHAHCF 交 AF 于- 
刀 , 可 得 Ah4DFooAM4CF,2E 一 42, 由 条 件 人 一 寺 ,所 以 45= 
到 ,28 = 二. 这 样 要 证 人 一 于, 就 转化 为 要 证 BF 二 DH. 由 条 件 
。407。 





中 给 出 的 BE=DE, 且 BD、AF 相交 于 已, 就 出 现 了 两 条 相等 的 线 
段 BE 和 DE 位 于 一 组 对 顶 角 的 两 边 且 成 一 直线 ,从 而 可 应 用 中 





名 6，42 i 43 
心 ,对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 , 由 于 DH 和 BF 是 过 端点 D.B 
的 一 组 平行 线 ,所 以 可 证 明和 信 DEH 生 人 BEF ,从 而 也 就 可 以 证 明 
BF 二 DH ,分 析 也 就 可 以 完成 . . 
在 取 CF 为 平行 方向 线段 时 , 另 一 _ 种 可 能 性 是 平行 线 过 另 -一 





“图 6，441 [I 6° 45 
个 端点 4 作 ,也 就 是 过 4 作 AG/FC 交 BD 的 延长 线 于 G, 这 时 
实质 上 也 就 是 将 BC 取 作 平 行 方 向 线段 , 那 末 由 人 ADG = 
LCDB, 人 AGD== 人 CBD, 可 得 人 AGDWHACBD， 侯 = 他 = 一 95 
一 去 .而 已 知 BE=.DE 一 方 BD, 所 以 BE 一 DE 一 GD. 由 于 我 们 得 
到 的 是 4 一 十 ,而 要 证 明 的 是 你 一 十 ,也 就 是 5 一 地 ,所 以 问题 
四 但 这 是 两 条 平行 线段 , 且 它 们 的 四 个 端点 两 
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两 的 连 线 在 EE 点 相交 ,所 以 又 可 得 和信 AGE 
和 入 FBE 也 是 一 对 平行 线 型 相似 三 角形 .- 
鱼 = 呈 =2, 也 就 可 以 完成 分 析 ， 

若 取 DE 为 平行 方向 线段 , 则 第 一 种 
可 能 性 是 平行 线 过 端点 C 作 , 即 过 C 作 CG 
NDE 交 AF 的 延长 线 于 G， 部 和 





pE AD 
A4pEwA4cc, 巧 = AG= 言 ,而 已 知 
BE=DE, 所 以 外 一 志 . 而 BE 和 CG 又 是 


一 组 平行 线段 , 且 它 们 的 四 个 端点 两 两 的 连 线 在 正点 相交 ,所 以 
又 出 现 了 一 对 平行 线 型 相似 三 角形 , 即 由 BEF = 人 CGF 和 


BFE 一 LCFG, 可 得 人 BEFACGCF, 所 以 Eh = 全 = 二 可 以 


CG 
证 明 . 
在 到 DE 为 平行 方向 线段 时 , 另 一 种 可 能 性 是 平行 线 过 另 一 
个 端点 4 作 .于 是 过 4 作 4G/DE 交 CE 的 延长 线 于 G, 就 可 得 


GE_AD-3. 义 因 为 条 件 中 给 出 BE 二 DE, 这 样 就 出 现 了 相等 





图 6:47: 图 6，48 
两 线段 重生 在 一 组 平行 线段 上 ,从 而 可 添加 平行 线 型 相似 三 角形 
的 组 合 图 形 进行 证 明 . 添 加 的 方法 是 将 过 端点 B.D 和 中 点 已 的 
共 点 三 直线 与 这 一 组 平行 线 相 交 , 由 于 图 形 中 的 共 点 三 直线 应 是 
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CD.CE 和 CB, 其 中 只 有 CB 尚未 与 两 条 平行 线 都 相交 ,所 以 应 将 


它们 先 延 长 到 相交 ,也 就 是 延长 CB 交 4G 的 延长 线 于 妃 , 从 而 就 
HG _ BE 


可 得 2 一 DE™1; ,HG== AG. 这 样 G 就 是 4AH 的 中 点 ， CG 就 是 

A4HFC 的 边 AH 上 的 中 线 ,而 已 证 EE = 二 ,所 以 E 就 是 八 AHC 

的 重心 ,从 而 又 可 得 4F 也 是 人 AHC 的 边 HC 上 的 中 狼 ， FF 是 
BH DA 


HC 的 中 点 .而 由 BD/ HA， 又 可 得 Cc 一 区 = 序 - BC=2BH, 


HC=3BH ,从 而 有 FC=3BH,BF=BC—FC=2BH—3BH= 


二 BH ,这 样 也 就 可 以 完成 分 析 . 


若 取 AE 为 平行 方向 线段 , 则 第 一 种 可 能 性 是 平行 线 过 内 分 
点 也 作 , 邑 过 D 作 DG/AF 交 BC 于 G, 这 时 实质 上 可 以 看 作 是 


局 


入 
Vy 


B F 
图 6。49 图 6，50 
将 AF 取 作 平行 方向 线段. 从 而 可 得 ACDGwACAF, 和 一 秀 


于 .而 由 BE=DE 和 EF//DG, 又 可 得 BF 一 FG, 所 以 EF 一 于. 


在 取 AE 为 平行 方向 线段 时 , 另 一 种 可 能 性 是 平行 线 过 为 一 
个 端点 C 作 . 也 就 是 过 C 作 CG/ EA 交 ED 的 延长 线 于 G. 从 而 
由 人 ADE= LCDG, 人 人 DAE= 人 DCG 可 得 A4DEcACcDG, 有 大 


品 
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六 = 了 .所 以 EG=DE 十 DG=3ED==3BE. 又 因为 CG/ FE， 
BF BE 1 
所 以 全 一 EG 3- 
若 取 4B 为 平行 方向 线段 , 则 第 一 种 可 能 性 是 平行 线 过 内 分 





H 
多 6。 51 图 6，52 


点 也 作 . 也 就 是 过 万 作 DG/A4B 交 BC 于 G, 从 而 可 得 3 二 AD 


BC AC 
= 证. 由 于 条 件 中 给 出 BE=DE, 且 BD、AF 相交 于 无 ,就 出 现 了 


BE、DE 这 两 条 相等 的 线段 是 位 于 一 组 对 顶 角 人 人 BEA 和 DER 
的 两 边 且 成 一 直线 ,所 以 可 添加 中 心 对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 . 
添加 的 方法 是 将 过 端点 的 一 组 平行 线 与 过 中 点 的 直线 相交 ,于 是 
延长 DG 交 AF 的 延长 线 于 五 .根据 AEB== 人 HED, 人 EAB= 
LEHD 和 BEDE, 可 得 人 AEBAHED, AB HD. 而 由 DG 


/7 AB, 又 可 得 ACDGwACAB, 5= C2 子 : 也 就 是 DC = 


二 4B= 二 ED,BG= 二 BTD= 二 4B. 又 因为 HG 和 4B 也 是 一 组 
平行 线段 , 且 它 们 四 个 端点 两 两 的 连 线 在 点 相交 ,所 以 又 可 得 
一 对 平行 线 型 相似 三 角形 ,也 就 是 人 GHFCA 人 BAF, 所 以 可 证 得 
GF HG_i 
BF™ AB™3 


而 也 就 可 证 明和 = 十. 





.BF=3FG,BC=3BG=3(3FG 二 FG)=12FG, 从 





在 取 4B 为 平行 方向 线段 时 ， 
另 一 种 可 能 性 是 平行 线 过 另 一 个 pu 
端点 C 作 ,也 就 是 过 C 作 CGW af 
B4 交 BD 的 延长 线 于 G, 从 而 有 A -~ / 
LADB = LCDG, LBAD = Dv / 
LAGcp,A4DBoAcpG, 全 = / 


AB BD 


te =2P = 地 由 条 件 BE=DE, 8 Ff C 


1 图 6。53 


所 以 GD=2BD=4DE,ERE 一 十 . 


这 是 一 个 新 的 比例 关系 ,经 过 描 图 后 ,可 以 
发 现 BE 和 GE 这 一 组 相 比 线段 仍然 重生 . 
在 一 直线 上 ,所 以 仍然 可 以 添加 平行 线 型 相 。 人 ,sy 
似 三 角形 进行 证 明 . 由 于 已 经 出 现 了 过 端点 pay 
B.G 的 一 组 平行 线 B4 和 GC, 所 以 添加 的 / 
方法 是 将 这 一 组 平行 线 延 长 到 与 过 内 分 点 “ 
的 直线 相交 ,也 就 是 延长 CC 交 4F 的 延长 1 / 
线 于 是. 就 可 得 AEB= 人 HEG， ABAE | 


4B BE 
= /GHE, MAEBWAHEG, FG ™ GE™ HV 


去 ,HG 一 548. 而 我 们 已 证 CG 一 24B, 所 以 


有 FC=34B, 双 一 于 而 4B 和 HC 是 一 组 平行 线段 ,它们 的 四 
个 端点 两 两 的 连 线 在 F 点 相交 ,所 以 又 可 以 得 到 一 对 平行 线 型 相 


似 三 角形 ， 也 就 是 由 < ZHFC, LBAF= /CHF,AAFB 


_4B_1 


护 下 来 我 们 讨论 BE 和 DE 这 一 组 相 比 线段 重奏 的 可 能 性 . 
这 时 平行 方向 线段 就 有 DC (或 D4)、EF (或 EA4)、BC 和 BA 四 种 
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可 能 性 . 而 在 每 一 种 可 能 性 中 ,添加 辅助 线 也 都 有 两 种 位 置 可 以 讨 
论 , 所 以 也 有 8 种 情况 可 以 进行 分 析 . 
若 取 DC 为 平行 方向 线段 , 则 第 一 种 
可 能 性 是 平行 线 过 内 分 点 巨 作 ,也 就 是 过 A 
巨 作 EG/ DC 交 BC 于 G. 那 末 由 入 BEG 


D 
EC_BE_1 AD_1 
JABDC, 可 得 pc 一 BD 2 ;而 PE = pH 
所 以 EG 一 AD, 弛 一 上 .而 由 EG/ AC,X 
C EC 1 B F G Cc 
| FG_EG 1 - 
可 得 人 FEGWAFAC, 志 一 NC 一 3 , 那 末 图 6.55 


再 由 BG=CG 和 FG 一 亏 CG, 就 可 证 明 BF 
=FG, 所 以 第 = 二 就 可 以 证 明 . 

在 取 DC 为 平行 方向 线段 时 , 另 一 种 4 
可 能 性 就 是 平行 线 过 另 一 个 端点 B 作 , 这 
时 实际 上 也 可 以 看 作 是 将 DA 取 作 为 是 平 


8 、 
行 方向 线段 ,于 是 过 B 作 BG//AD 交 AF 5 
的 延长 线 于 G. 这 样 由 BEG = 人 DEA4， G 
ZBGE= /DAE 和 BE 一 DE, 可 得 人 BEG 图 6。56 


、、 AD 
各 和 DEA,BG 一 DA, 从 而 就 有 3 一 人 C= 十 : 而 BG、AC 是 两 条 


平行 线段, 且 它 们 四 个 端点 两 两 的 连 线 在 F 点 相交 ,所 以 又 可 得 
F 
到 一 对 平行 线 型 相似 三 角形 ,也 即 可 证 人 BFGOACFA, 所 以 Ef 


若 取 EF 为 平行 方向 线段 , 则 平行 线 可 过 端点 B 作 ,也 就 是 过 
B 作 BG/NEA 交 Ch 的 延长 线 于 G, 这 时 实质 上 是 将 EA 取 作 平 
行 方向 线段 .于 是 由 BE=DE 和 BG// EA 可 得 4G=AD, 所 以 
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-4D_1 
人 == 3. 又 因 FA/ BG， 所 以 第 


| 
ol 


车 取 BC 为 平行 方向 线段 , 则 平行 线 
可 过 内 分 点 巨 作 ,也 就 是 过 五 作 ECV BC 
交 CD 于 G, 则 由 BE==DE, 就 可 得 DG = 
CG, EG= 地 BC. 又 因 AD== 去 CD, 所 以 


AD= DG=CG, 于 是 由 EGWU FC 又 可 得 


EG_AG_ 2 i ~._2 
AAEGHAAFC, FE=ACE=3'EG=3 


FC, 从 而 可 得 FC=TBC, BF 六 BC, 分 
析 也 就 可 以 完成 

在 这 一 分 析 过 程 中 我 们 还 可 得 到 另 一 
个 性 质 , 即 人 一 全 一 2 


若 取 B4 为 平行 方向 线段 , 则 平行 线 





’ 
’ 
> 


wR 一- 一 一 从 


图 6。58 


可 过 内 分 点 瓦 作 , 也 就 是 过 已 作 EG/H BA 交 AD 于 G, 妈 可 由 
BE 二 DE, 推 得 AG=DG,EG= 地 AB. 再 由 4D= 半 CD, 可 得 4 


这 又 是 线段 之 间 的 比例 关系 ,经 过 描 图 以 后 ,可 发 现 AG、AC 
这 一 组 组 相 比 线段 仍然 重生 在 一 直线 上 ,所 以 仍然 可 添加 平行 线 型 
相似 三 角形 进行 证 明 . 由 于 过 内 分 点 G 已 有 边 AB 的 平行 线 ,所 
以 应 将 这 条 平行 线 延 长 到 与 三 角形 的 边 相 交 ， ,下 屿 玫 从 GE 交 BC 


GH _CG 


于 五 .就 可 得 ACGHODACAB, 有 8B 一 = 但 EG= 广 4B， 所 


1 


以 EH= (3 万) * 4B 一 二 48. 又 因为 EH 是 人 FAB 内 边 
FH ‘EH 1 





的 平行 线段 ,所 以 人 FEHODAFAB, FB 
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= 4B 了 一 3FH. 








B HF C 
图 6. 59 图 6，60 


由 GH/ 4B， 还 可 得 如 名 一 全 一 二 ,BC 一 68 刀 一 12F 万 ,所 以 CF 


6 
一 9FH, 也 就 可 以 完成 分 析 . 
最 后 我 们 就 可 以 讨论 BF 和 CF 这 一 组 相 比 线段 重 秋 的 可 能 
性 . 这 时 平行 方向 线段 就 有 CD、FE、BE 和 BA 四 种 可 能 性 . 
若 取 CD 为 平行 方向 线段 , 则 平行 线 可 


过 内 分 点 已 作 ,于 是 过 下 作 FG/CD 交 人 入 . 
BD 于 6G. 就 可 得 人 BFGwABCD, PC = 2 
2 而 由 GF/ AD,GD、AF 相交 于 瓦 ,又 
GF GE B 下 5 
GFEcw ADAE, > 
可 得 AGFEDADAE, G5 一. 由 条 件 oe 


GF_ GF _BG GF _ 
De 245™ BD’ AD™ 


225 GF GE GE 262 
-又 因为 PE 一 了 工 BPD， 所 以 万 一 万 巨 一 工 六 一 ,由 此 可 


2 
得 BG=EG,DG=3 BG. 而 由 所 作 FG/CD. 所 以 就 可 证 明 人 一 


Bc_l1 
3. 


DG 
若 取 BE 为 平行 方向 线段 ， 则 平行 线 可 过 内 分 点 F 作 ,也 就 是 
过 下 作 FGVBD 交 AcC 于 G, 那 末 全 一作 ,这 样 问题 就 转化 成 
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-DG 
要 证 把 = 计 ,'CG=3DG,CD 一 4DG. 但 已 


3 A 
知 CD 二 24D, 这 样 问题 就 成 为 要 证 AD 一 Db 
2DG, 但 由 所 作 的 FG/ED, 和 已 证 的 EE A 6 
AD 
2, 就 可 证 明 才 二 二 2. J 
De 到 B FPF C 
如 果 我 们 在 分 析 中 不 是 直接 应 用 人 于 一 图 6.62 





“一 一 -也 
`、 /1B F 

x 7 

MY 





图 6* 63 1 图 6* 64 
2 的 性 质 , 那 来 现在 的 问题 是 要 证 BE 一 二. 由 于 条 件 中 给 出 BE 一 
PDF ,日 BD/FG, 就 出 现 了 相等 两 线段 BE 和 DE 重叠 在 一 组 平 
行 线段 上 ,从 而 可 添加 平行 线 型 相似 三 角形 的 组 合 图 形 进行 证 明 . 
状 加 的 方法 是 将 共 点 三 直线 与 这 一 组 平行 线 相交 ,于 是 延长 CF 
交 4B 的 延长 线 于 昌 , 就 可 得 EF 一 BE,HF 一 GK. 又 因为 HG、 
BC 相交 于 ,又 出 现 HF、GF 这 一 组 相等 线段 在 一 组 对 顶 角 
/BEFH 和 LCFG 的 两 边 且 成 一 直线 ,所 以 可 添加 中 心 对 称 型 全 
等 三 角形 进行 证 明 . 于 是 过 刀 作 HK/CA 交 CB 的 延长 线 于 天， 
就 可 证 明 AEFKSAGFC ,天 互 一 CC， 又 因为 已 知人 一 却 , 这 一 
组 相 比 线段 重 登 , 且 过 两 端点 4.C 和 内 分 点 DD 的 三 直线 共 点 于 
B, 从 而 仍然 可 添加 平行 线 型 相似 三 角形 的 组 合 图 形 进行 证 明 . 于 
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是 延长 DB 交 HK 于 M, 就 可 得 委 玉 = 人 4 
一 半 , 全 = 到 ,从 而 问题 只 1 要 证 HM = 
DG, 而 由 DM/GH， PGZ MH i 这 可 以 证 
这 一 性 质 . 
车 取 B4 为 平行 方向 线段 , 则 平行 线 可 
过 内 分 点 下 作 , 也 就 是 过 五 作 FG/BA 交 


.AC、BD 于 G、H. 则 可 得 人 ABEWAFHE,， 


= J EH 





图 6，65 


BE AE_ 


= 二 ,EH==DH. 而 由 HG/ B4, 就 可 得 下 一 


六 = 十 ,而 AD= 走 CD, 所 以 AG= 子 AD= 训 CD, 而 CG=CD+ 
DG 一 CD, 所 以 人 一 二 ,这 样 再 由 4BNGF, 也 就 可 证 明 人 一 
AG_1 
CE 一 了 


在 上 述 分 析 中 作出 FG/ BA 交 4C、 
BD 于 G、H 后 ,如 不 考虑 直接 应 应 用 余天 一 2， 


那 未 由 中 一 人 ,可 知 问题 应 转化 为 证 人 


一 圭 . 而 已 知 入 = 去 ,所 以 实质 性 的 问题 
就 是 要 解决 DG 和 AC 的 关系 .但 由 GH/ 
4 了 ， ADGHOADAB, Da -各 全 
_DO _3DG 
1 4C 
3 





GH ,FH_GE 
= 订 这 样 由 8 二 275=3, 就 可 1 和 5- 





3DG | EH 


AC 十 五 了 办 一 方 
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面 由 GF/ 4B, 还 可 得 人 CGF oo AC4B， 





2 

GFR _CG_pcHcD_ +34 _, 
AB™AC™ AC A -> 
3DG 十 24C 

32S 二 2 比较 这 两 个 关系 ,可 知 应 将 





EH 也 转化 成 DG 和 4C 的 关系 ,于 是 由 


EH 和 EB 这 一 组 相 比 线段 重 伙 ,可 知 也 应 添加 平行 线 型 相似 三 


角形 进行 证 明 . 于 是 过 E 作 EM/ BA 交 AD 于 M. 就 可 得 AB// 


EH_GM _1 
ME//GF, 导 记 一 Ny: 而 由 BE 二 DE, 可 得 AM 一 DM== 忆 AC, 所 


图 6。67 











1 Cc 
WE DM-DG _ 64C PC 4C 一 6DG 由 可 椎 得 2DG + 
EB AM 一 1 AC AC 
二 4C 
AC_6DG_ 3DG+24C AC—3DG _ 3DG+24C _ 
AC ~ 34C ’ AC 34C 34C 一 9 一 


1 1 JDG 1 ,min 
3DG+2AC, DG=15AC. 而 4D 一 本 4C, 所 以 方 一 二 ,也 就 可 得 
名 = 记 , 分 析 就 可 以 完成 
由 于 本 题 出 现 了 AD、CD 这 一 组 相 比 
线段 重合 在 一 直线 上 , 且 过 两 端点 4.C 和 
内 分 点 DD 的 三 直线 BA、BC、BD 共 点 于 B.. 
所 以 也 可 直接 添加 平行 线 型 相似 三 角形 的 
组 合 图 形 进行 证 明 . 添加 的 方法 是 作 同 与 这 B MF H C 
共 点 三 直线 相交 的 4C 的 平行 线 . 图 6.68 


若 平行 线 过 五 点 作 ， 则 过 多 作 GH/AC， 且 分 别 交 BA、BC 


于 GC. 及 ,就 可 得 人 一 人 一 去 同时 由 BE 一 DE, 又 可 得 BG 一 


AG,BH=CH. 再 由 CE 和 有 这 一 组 相 比 线段 重 春 , 仍 可 添加 
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平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 ,于 是 过 G 作 GM// AF 交 BC 于 
M, 可 得 私人 一 全 尼 一 二 ,而 由 BG 一 AG, 又 可 得 BM= FM, 那 来 再 
应 用 BH=CH ,就 可 证 明 结论 . 

著 平行 线 过 正点 作 , 则 过 正 作 FGAHCA 交 BD.BA4 于 HG， 


就 可 得 $7 二 = 十 ;而 由 FH/DA, 又 可 得 人 EFHWAEAD， 
FH FE 
= 家 = 去 ,所 以 GH=+AD. 从 而 由 G 玉 NAD, 可 得 人 BGH 


BG _GH _1 WE 明 BE _ 工 
WABAD,BA 一 AD 一 了 ' 也 就 可 证 明 CEF 一 3 


馈 6。69 图 6，70 


本 题 要 证 的 结论 是 人 一 二 ,经 过 描 图 可 发 现 这 一 组 相 比 线段 
重奖 在 一 直线 上 ,所 以 也 可 以 用 面积 的 方法 来 进行 证 明 . 由 于 过 内 
分 点 严 的 线段 4F 上 已 经 出 现 了 两 点 4、E, 所 以 应 将 这 两 点 分 别 
与 端点 B.C 连结 起 来 ,也 就 是 连结 CE, 即 可 得 BF : CF=SAagg 


: SAacE=S1 : S,( 可 先 设 SAAgg— S19,SAacE=S2). 而 由 BE=DE, 
; 、 AD 
可 得 SAaag 一 SAapgy 而 在 设 SA4pE 一 93 后 ,就 可 得 5S),==S;. 再 由 5 


一 立 , 又 可 得 AD : CD=SAapg : SAcng 一 9 :9 一 1 : 2( 可 设 
SAcog 一 SS 一 2S:,S: 一 9 十 S: 一 35: 一 3S, 即 可 证 得 BF ; CF 
=Si : 9 一 1 : 3. 
例 9 已 知 :A4BC 中 ,D 是 BC 的 中 点 ,E 是 AD 的 中 点 ， 
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CE 的 延长 线 交 4B 于 F. 求证 ; AF = 二 


2 A 
BF. Fp 
分 析 : 本题 条 件 中 出 现 的 DE 分别 是 A 
BC、AD 的 中 点 ,和 结论 中 出 现 的 4P= 寺 5 
BF ,在 经 过 描 图 以 后 ,都 可 以 看 出 是 出 现 了 四 6 


相 比 两 线段 重 人 在 一 直线 上 ,所 以 可 添加 平 
行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 

若 从 BD 和 CD 这 一 组 相 比 线段 重奏 出 发 , 则 第 一 种 可 能 性 
是 取 BF 为 平行 方向 线段 ， 于 行 线 就 可 过 内 分 点 DD 作 , 也 就 是 过 
DD 作 DG/BF 交 CF 于 G, 就 可 得 DG= 5BF. 又 因为 AE==DE， 
且 DG/FA, 所 以 可 证 明 人 AEF 儿 ADEC， AF 二 DG ,分析 就 可 以 
完成 . 


图 6。72 图 6。73 
在 取 BF 是 平行 方向 线段 时 ,平行 线 也 可 过 另 一 个 端点 C 作 ， 
也 就 是 过 C 作 CG/ 4B 交 4D 的 延长 线 于 G, 那 末 再 由 BD= 
CD, 就 可 以 推 得 人 ADB 呈 和 GPC, A4B=CG,4D==GD. 而 已 知 


AE = 二 DE, 所 以 oe 再 由 AF/ CG, 又 可 证 明和 八 AEF 吃 
AGEC, 所 以 分 = = 二 ,从 而 完成 分 析 . 
第 二 种 可 能 性 是 取 DE 为 平行 方向 线段, 平和 线束 可 以 过 员 
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点 B 作 ,也 就 是 过 B 作 BG/DE 交 4 
G 
CF 的 延长 线 于 G, 就 可 得 DE 一 序 。 信 、、F 
\ We 
BG,AE 一 地 BG. 而 由 BG/EA, 又 可 \ 
B D CcC 
图 6.71! 


证 人 AEF ABGF, 从 而 就 有 一 
AE_1 


BG 2° 
在 取 DE 为 平行 方向 线段 时 ,平行 线 也 可 过 另 一 个 端点 C 作 ， 
也 就 是 过 C 作 CG/DE 交 BA 的 延长 线 于 


eT _ 4D_ 1 加 
G. 就 可 得 BA 一 GA, FE 一 本 ,而 4 一 

JAE_1 AF /A 
DE, 所 以 5G 一 才 , 再 由 AE/GC, 可 得 4G / \ 


一 于, 也 可 完成 分 析 . a 
第 三 种 可 能 性 是 取 CE 为 平行 方向 线 F \ 
段 ,平行 线 就 可 以 过 内 分 点 品 作 ,也 就 是 过  ] \ 
D 作 DG/CE 交 4B 于 G, 就 可 得 BG= 8 D Cc 
GF. 而 由 AE=DE 和 EF//DG, 又 可 得 图 6。75 
AF 二 GF ,所 以 也 可 证 得 AF=3BF. 
在 取 CE 为 平行 方向 线段 时 ,平行 线 也 可 以 过 另 一 个 端点 B 
作 , 也 就 是 过 B 作 BG/ EC 交 4D 的 延长 线 于 G, 则 由 BD 一 CD 
就 可 证 明 ACED 名 人 BGD， DEFE= DG. 而 已 知 AE==DE, 所 以 AE 
= 地 GE， 那 末 再 由 BG/ FE ,就 可 以 完成 证 明 . 


第 四 种 可 能 性 是 取 C4 为 平行 方向 线段 ， 平行 线 就 可 以 过 内 
分 点 号 作 ,也 就 是 过 DD 作 DG/CA 交 AB 于 G, 就 可 得 BG 二 AG， 


DG=C4. 又 因为 AE=DE ,出 现 了 相等 两 线段 在 一 组 对 顶 角 的 


两 边 且 成 一 直线 ,所 以 可 应 应 用 中 心 对 称 型 全 等 二 角形 进行 证 明 . 于 
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图 6。76 图 6.77 
是 延长 DG 交 CF 的 延长 线 于 五 , 即 
可 证 明和 信 ACE 儿 人 DHE,AC=DH,， 


DG 十 4C= 示 DH,GH= 记 4C- 这 


样 又 可 进一步 证 明和 人 GHFWA 人 AACF， 
CC 一 十 ,那么 再 由 BG 一 4G， 
就 可 以 完成 分 析 . 图 6.78 

在 取 C4 为 平行 方向 线段 时 ;平行 线 也 可 以 过 另 一 个 端点 B 
作 , 也 就 是 过 B 作 BG/ AC 交 AD 的 延长 线 于 C, 就 可 得 人 4CP 
AGBD,4C 一 GB,AD=GD. 但 AE=DE, 所 以 AE= 寺 EG. 而 


这 一 组 相 比 线段 又 重 释 在 一 直线 上 ,所 以 又 可 应 用 平行 线 型 相似 


三 角形 进行 证 明 , 于 是 延长 GB 交 CF 的 延长 线 于 如 ,可 得 人 ACE 
AGHE, 优 = 知 - 汪 ,GH 34C, BH 一 24C. 那 来 再 由 


和信 ACFcA 信 BHF ,就 可 以 完成 分 析 . 
上 述 分 析 在 得 到 4 一 去 ECG 和 应 继续 添加 平行 线 型 相似 三 


角形 进行 证 明 后 ,也 可 以 过 G 作 EF 的 平行 线 ,也 就 是 过 G 作 GH 

/EF 交 4B 的 延长 线 于 HH. 就 可 得 售 二 种 一 计 , 这 样 问题 就 成 

为 要 证 AF = BH ,而 由 AC=BG, /FAC= LHBG, WRALAAFC 

二 /BHG, 就 可 证 得 人 ACF 和 人 和信 BGH 是 一 对 平移 型 全 等 三 等 
。422 。 
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图 6，79 图 6。，80 
形 , 所 以 分 析 可 以 完成 . 
车 从 AE 和 DE 这 一 组 相 比 线段 重合 A 


出 发 , 则 第 一 种 可 能 性 是 取 DB 或 DC 为 

平行 方向 线段 ,平行 线 可 以 过 内 分 点 五 B 

作 ,于 是 过 E 作 EGNHDB 交 4B 于 G,; 即 Lo 5 
可 得 AG=BG,EG= 专 BDCD,EG= 


于 BC, 而 由 FEGNCB, 又 可 得 AFEGco 图 6.81 


AFCB, 所 以 2 一 名 一 二 ,那么 再 由 AG 一 BG, 就 可 以 证 明 结论 ， 


图 6。，82 图 6。83 
在 取 DC 为 平行 方向 线段 时 ,平行 线 也 可 以 过 另 一 个 端点 4 
作 , 也 就 是 过 4 作 4G/CB 交 CF 的 延长 线 于 G, 即 可 由 AE 二 
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DE, 证 得 A4GESe2ADCE,4G 一 DC= 六 BC. 那 末 再 由 AG/CB， 
和信 AGFwA 人 BCF ,就 可 以 完成 分 析 . 

第 二 种 可 能 性 是 取 4B 为 平行 方向 线 
段 , 则 平行 线 可 过 内 分 点 E 作 ,也 就 是 过 上 E 


4 


作 EG/ 4B 交 BC 于 G, 则 由 AE=DE, 就 

可 得 BG—DG,EG=3AB. 而 由 EG/ FB， 
EG_CG_3 NS 

.又 可 得 ACEGCwACFB ,= B= 六 :FB 人 > 


4rr 4.1p-2 
FEC=3 了 4B 一 己 AB, 从 而 完成 分 图 6.84 


Es 


第 三 种 可 能 性 是 取 4C 为 平行 方向 线 
段 , 则 平行 线 可 过 内 分 点 巨 作 ,也 就 是 过 巨 
作 EG/AC 交 BC 于 G, 就 可 得 DG=CG， 以 \ 


EG 一 码 AC. 再 由 BD 一 CD, 可 得 CG 一 本 ] 

BG. 这 样 又 出 现 了 这 一 组 相 比 线段 重重 在 NN 
一 直线 上 ,可 继续 添加 平行 线 型 相似 三 角形 “。 “ 
进行 证 明 . 于 是 延长 GE 交 4B 于 及 ,可 得 

ABGHOABCA, $4 = 人 = 斌 = 卫 , 所 以 PE 厅 一 工 4C. 而 由 


EH/CAh, 又 可 得 AFEHODAFCA, 生 一 人 EE 一 二 一 ,从 而 也 可 以 


完成 分 析 . 

第 四 种 可 能 性 是 取 EF 或 EC 为 平行 方向 线段 , 则 平行 线 可 
过 端点 4 作 , 也 就 是 过 4 作 4G /A FC 交 BC 的 延长 线 于 G, 即 可 
得 DC = 二 GC, BC=2CG. 那 末 再 由 CF/ GA, 就 可 证 明 4F = 


1 
zBF. 


若 从 AF 和 BE 这 一 组 相 比 线段 重 伙 出 发 , 则 第 一 种 可 能 性 
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B D C 6 如 D C 


图 6 86 图 6，87 


是 取 BD 为 平行 方向 线段 ,平行 线 过 内 分 点 下 作 , 也 就 是 过 下 作 
FG AG 


FG/W BD 交 AD 于 G. 就 可 得 人 AFGwDA 人 4ABD, B55 一 AD: 而 由 
FG/ DC 又 可 得 AFGEwACDE ,5 = 器 ,而 BD-CD,4D= 


AG EG 
2ED, 所 以 区 方 下 ,4G 一 2BG, 从 而 可 完成 分 析 - 


H 


A 


AN 知 


图 6。88 图 6。89 
第 二 种 可 能 性 是 取 4D 为 平行 方向 线段 ,平行 线 过 内 分 点 下 
作 , 也 就 是 过 正 作 FG/ AD 交 BC 于 G. 于 是 由 FG/ED, 可 得 


ACEDACFG, 人 二 5 元 -而 已 知 AE=DE,AE 和 FG 也 是 一 


组 平行 线段 ,这 样 也 就 可 以 添加 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 , 于 
是 连结 GE, 并 延长 GE 交 BA 的 延长 线 于 及, 就 可 得 HAE 
AHFG, 继 = 线 . 这 样 又 可 证 得 一 CC, 经过 描 图 可 以 发 现 
这 两 组 相 比 线段 都 重 闪 在 一 直线 上 , 且 有 一 公共 的 端点 G, 所 以 仍 
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然 可 添加 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 ,于 
是 连结 CH, 即 可 得 CH/DE,CH/ DA. 又 - 
因为 BD=CD, 所 以 BA=HA,AD=#HC. A 


1 1 外 /| 
AE= 了 HC,AF== 了 了 HF, 而 BA 一 HA, 所 以 SAW \ 
结论 可 以 证 明 . 

第 三 种 可 能 性 是 取 AC 为 平行 方向 线 NSN 
段 ,平行 线 过 内 分 点 FF 作 , 也 就 是 过 下 作 FG 


/VAC 交 BC、AD 于 G、 昌 , 就 可 得 人 BFG 


FG BG 人 
ABAC, aC = Be: 而 由 HGWU 4C, 叉 可 得 


A 
GH GD 
ADPGHOADCA, FA = CP: 再 由 FHV 


F 
2 FH FE 
AC, 又 可 得 人 FHEWACAE, A 一 CE 由 A 


于 FE 和 CE 这 一 组 相 比 线段 也 重 秋 在 一 5 DCK CC 
直线 上 ,所 以 仍然 可 添加 平行 线 型 的 相似 三 图 6.91 


角形 进行 证 明 ,于 是 过 已 作 EK//AC/FG 交 BC 于 K, 可 得 CE 


一 ER ,而 由 AE 二 DE 也 可 得 DK 一 CK. 这 样 由 FG=FH+GH， 


FG FHIGH_FH ,GH_GK ,GD_DK-DG, GD 
就 可 得 IE= 一 2 一 C++ 一 CK TO 
pc-2DpG GD DC-—DG FG_BG_CD+DG _， 
一 一 一 + 两 = 一 站 ,根据 IC 一 了 一 2 万 ， 可 得 

















CD+DG=2CD 一 2DG,DG= 广 CD,CG 一 玄 BG, 从 而 完成 分 析 . 
由 于 本 题 条 件 中 出 现 BD 和 CD 这 一 组 相等 线段 重合 在 一 直 
线 上 , 且 过 两 个 端点 B.C 和 中 点 万 的 三 直线 BA4A、CA、DA 共 点 于 
A, 所 以 可 添加 平行 线 型 相似 三 角形 的 组 合 图 形 进 行 证 明 ,添加 的 
方法 是 作 同 与 共 点 三 直线 相交 的 BC 的 平行 线 ,所 以 过 E 作 GH 
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/BC 交 4B、4C 于 G、 刀 ,就 可 得 大 = 


8 ,而 已 知 BDCD, 所 以 EG 一 EH. 又 因 - A 
， H 

为 已 知 4AE 二 DE, 出 现 了 两 组 相等 线段 在 7 
一 组 对 顶 角 的 两 边 且 成 一 直线 ,所 以 可 添加 
中 心 对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 ,也 就 是 连 
结 DH 后 可 得 人 AEG 名 人 DEH, HD/ 
AB. 而 由 C 点 发 出 的 三 直线 C4、CF .CB 又 都 和 这 一 组 平行 线 相 
交 ,也 可 得 平行 线 型 相似 三 角形 的 组 合 图 形 ,于 是 全 :一世 并 ,问题 
就 成 为 要 证 也 基 一 坪 . 而 由 EH/ DC, 又 可 得 人 AEEKcACDK， 
一 fH, 又 因为 AE==DE,EH//DC, 可 得 CB 一 去 ,所 以 分 析 
完成 . 

如 从 AF 和 BF 这 一 组 相 比 线段 重奏 ， 


且 过 4.B 两 端点 和 内 分 点 下 的 三 直线 共 点 入 ， 
于 C 来 进行 分 析 , 则 也 可 添加 平行 线 型 相 eA 
似 三 角形 的 组 合 图 形 进行 证 明 , 且 也 应 添加 / 入 NN 

同 与 CA、CF .CB 相交 的 AB 的 平行 线 . 于 六 四 


是 过 巨 作 GEVAB4 交 CB.C4 于 G、 刀 ,就 


可 得 全 一 4 ,所 以 问题 就 成 为 要 证 全 中 一 


图 6，92 


图 6。93 


广 ; 而 由 AE=DE, 又 可 证 明 BG 一 DG, EG 一 亏 4B. 再 由 BD 
CD,GH / BA, 可 得 ACHG ACAB, 9 一 号 一 3,GH=— 
号 4B,EH 一 二 4B, 所 以 分 析 完 成 
由 于 本 题 出 现 AF 和 BF 这 一 组 相 比 线段 重合 在 一 直线 上 ， 
所 以 也 可 以 应 用 面积 的 方法 来 进行 证 明 . 由 于 现在 EC 是 过 内 分 
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点 下 的 直线 上 的 两 点 ,所 以 应 将 这 两 点 分 
别 与 两 端点 连结 起 来 ,也 就 是 连结 BE ,就 A 


可 得 AF : BF 二 SAnce : Sagce 二 Si : 9:( 先 F 

设 Sascs 一 S1,Sagce 一 Sz). 而 由 AE=DE， A 
可 得 Sacpz 二 Sascs 二 $1, 再 由 BD 二 CD, 又 NN 
可 得 SAgpg=SAcpg=S1s 所 以 Spc = SABDE 2 


十 Sacpg，,S2 二 2S1, 从 而 也 可 完成 分 析 . 
例 10 已 知 ,AABC 中， D.E 分 别 


图 6.91 


_3CE_ A 
是 4B、4C 上 的 点 , 且 55 一 本 ,二 | 
和 2 .pg 过 长 红 交 BC 的 证 长 绕 于 E 
EF 7 
求证 :万 天 一 10， B C F 
分 析 : 本 题 的 条 件 和 结论 中 出 现 的 图 6+95 


都 是 线段 之 间 的 比例 关系 ,经 过 描 图 可 以 发 现 这 三 组 相 比 线段 都 
重 谷 在 一 直线 上 ,所 以 可 添加 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 

若 首先 讨论 4D 和 BD 这 一 组 相 比 
线段 重 谷 的 情况 , 则 平行 方向 线段 可 取 
BC.DE 或 AFE. 

如 取 BC 为 平行 方向 线段 , 则 平行 
线 可 过 内 分 点 DD 作 , 也 就 是 过 DD 作 DG 


/BC 交 AC 于 CG. Whi 名 = 





网 6。96 


$AC, CE 一 过 4C， 而 由 PGABC, 又 可 得 ADGEcAFCE, 所 以 


EF_EC_7 
就 有 PF 一 GC 一 6 
在 取 BC 为 平行 方向 线段 时 ， 平行 线 也 可 以 过 另 一 个 端点 4 
。 428 。 





作 , 即 过 4 作 AG/FB 交 FD 的 延长 
线 于 G, 就 可 得 人 AGDwABFD, 4 


- AD i 
= 生子 ,DG 一 子 GF. 根据 同样 的 道 


还 可 和 GE _AE_ 
理 还 可 得 人 GAECAFCE, 译 针 = 和 全 = 


3 
2 


4 rrog EF 
GF, 也 就 可 证 明王 





,EF=ZGF. 所 以 DF=GF~DG= 
7 
10 

如 取 DE 为 平行 方向 线段 , 则 平行 
线 可 过 端点 B 作 , 也 就 是 过 B 作 BG/ A 


rm DE 
DE 交 AC 的 延长 线 于 G. 就 可 得 BG 一 D ， 
AE_AD_3 pgp—3 -3 
AG™ AB ~ 7’DE= 7280,AL = se 
2 2 3 AAA ff 
EG, 所 以 CE 二 “AE= 包 。 计 EG 一 ~ 
3 3 4 ~ 
G 
去 EG,C 就 是 EG 的 中 点 ,这 样 就 可 得 因 6 .8 
DE 


人 EFC 和 和信 GBC 是 一 对 中 心 对 称 型 全 等 三 角形 ,BG 一 EF ,二 所 二 
也 ,所 以 可 证 明 = 主 : : 
在 取 DE 为 平行 方向 线段 时 ,平行 线 还 可 以 过 端点 4 作 , 也 


就 是 过 4 作 4G/ DE 交 BF 的 延长 线 于 G. 就 可 得 人 BDF 


DFE_BD 4 
人 ABAG, jG= 靖 一 了 :而 由 EF/AG, 又 可 得 ACEFDACAG， 
EF CE 2 J, 、 

2 一 项 一 二 ,从 而 也 可 以 证 明 结论 ， 


如 取 AE 为 平行 方向 线段 , 则 平行 线 可 过 内 分 点 D 作 , 即 作 
DG BD_4 


DG/ AC 交 BC 于 G, 就 可 得 人 BDGwHABAC, CBA= 了 : 而 
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图 6。99 : 图 6。100 


由 CE 一 二 4C， 就 可 得 = 二 ,再 由 EC/ DG, 可 得 人 FECO 
Ek 
AFDG,F 一 CE ,bi 轨 析 可 以 法 
在 取 AE 为 平行 方向 线段 时 , 平 
行 线 也 可 过 另 一 端点 B 作 ,于 是 过 B ~、、 A 
作 BGVC4 交 FD 的 延长 线 于 G, 就 、 ~~49 


AE _AD _ \ 
可 得 人 AEDWwABGD, 所 = 到 一 \ 


ED 8 Cc 
一 子 ,而 由 EC=$AE 又 可 得 EC 图 6.101 
2 


一 和 .3.8G 一 十 BG, 于 是 再 由 CeG APECOATC FG 


pa 
™ 


一 人 一 六 l,FE= GE, 从 而 也 可 证 明 广 您 = 专 


若 我 们 的 分 析 是 从 AE 和 CE 这 一 _ 组 相 比 线段 重要 出 发 , 则 
平行 方向 线段 可 取 CB、ED 或 4B， 
若 取 CB 为 平行 方向 线段, 则 平行 线 可 


过 内 分 点 已 作 ,也 就 是 过 已 作 CA] Ce 


BG._ CE 
AB 于 G， 就 可 得 2 一 GE 一 也 ,BG 一 证 


AB, 而 BD== 扇 4B, 所 以 再 由 GE / BF, 


EF _ BGS 
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车 取 ED 为 平行 方向 线段 , 则 平行 线 可 过 端点 C 作 , 也 就 是 


过 C 作 CG/NED 交 AB 于 G, 就 可 得 优 = 船 一 各 ,而 已 知人 2= 


委 ; 所 以 所 一 二 ,6G 是 BD 的 中 点 .再 由 GC/ DE, 可 得 DF 一 


2GC. 而 由 和信 ADELAAGC 还 可 得 EG 一 = DE=GC, 


7 


FEDF 一 DE 一 了 GC, 从 而 也 可 证 明 伏 一 了 


图 6，103 色 6。，iol 
若 取 AB 为 平行 方向 线段 , 则 平行 线 可 过 内 分 点 已 作 , 也 就 
是 过 已 作 EG/ 4 交 BF 于 G, 就 可 得 ACEGwAC46,25= 


= 三 FEG—£AB, 而 BD 一 全 4B， 所 以 再 由 EG/ DB, 就 可 证 


EF _ EG 7 
明 5F 一 DB 一 10° 
在 取 4B 为 平行 方向 线段 时 ,平行 线 
”也 可 以 过 另 一 个 端点 C 作 , 也 就 是 过 C 作 
CG /BA 交 DF 于 GG, 就 可 得 人 和 人 CGE DD 


EG_CG_CE_2 BD_4 6 
AADE, ED- AD™ AE ”3:4D™ 3 
所 以 BD= 2CG. 那么 再 由 CG /1 BD， 8 C F 
FG _CG_ 1 
AFGCOAFDB,R 可 得 #5 二 BD 了 ,G 是 图 6。. 105 


DF 的 中 点 ,EG : ED : FG=2 : 3 : 5, 所 以 分 析 可 以 完成 . 
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车 我 们 的 分 析 是 从 EF 和 DF 这 一 组 相 比 线段 重合 出 发 , 则 
平行 方向 线段 可 取 FC( 或 RB)、EC( 或 EA4)、.DB( 或 DA). 


如 取 EC 为 平行 方向 线段 , 则 平行 线 可 
过 端点 玉 作 , 也 就 是 过 正 作 FGVC4 交 
BA 的 延长 线 于 G, 就 可 得 人 DAE 中 
ADCGF, 这 样 要 证 明史 一 万 ,就 转化 为 要 
证 GE -1 ,而 仍 一 二 ,所 以 就 应 证 SC 一 
加 2, 也 就 是 要 证 C 是 BF 的 中 点 ,而 这 个 
性 质 我 们 已 经 证 明 , 所 以 分 析 可 以 完成 

如 取 帮 4 为 平行 方向 线段 , 则 平行 线 可 
过 端点 作 , 也 就 是 过 下 作 FG/AD 交 
AC 的 延长 线 于 G, 则 由 人 ADEOAGFE， 

GF FE 


可 知 间 题 应 转化 为 证 5 万 一 生 一 二 ,而 已 
知人 一半; 从 而 又 应 证 GF 一 4B, 但 这 两 
条 线段 平行 ,从 而 可 应 用 中 心 对 称 型 全 等 三 
角形 进行 证 明 ,也 就 是 要 证 人 4FC 对 
AGFC ,这 样 问题 又 成 为 要 证 BC 二 FC, 由 
于 这 个 性 质 可 以 证 明 , 所 以 分 析 可 以 完成 . 
本 题 由 于 出 现 的 是 三 组 相 比 线段 重 
午 , 所 以 也 可 以 用 面积 的 方法 进行 证 明 . 由 
于 EF 是 过 内 分 点 DD 的 直线 上 的 两 点 ， 
所 以 连结 BE、AF ,可 得 SAars : SABFE — 
AD: BD=3: 4,SAare : Sacrg— AE : CE 


二 3 : 2, 所 以 Sacrs = HSAsres Sacre — 
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SAacgy 从 而 可 进一步 推 得 SAasg—=SAarg. 但 SAape :SAasp 一 4D : 
48B 一 3 : 7, 所 以 SAapg : Sanrg 一 DE :FE 一 3: 7, 从 而 也 可 以 完 
成 分 析 . 

例 11 已 知 : 乙 4BCD 中 ,E 是 4B 的 中 点 ,F 是 AD 上 的 一 


点 , AF 一 DF,EF 交 AC 于 6G. 


求证 :4G 一 二 AC. 


A F Dp A FF H DD 
/A 
/ 
8B Cc 8B C .. 


图 6，1v9 图 6，110 
分 析 : 本 题 的 条 件 和 结论 中 ,都 出 现 了 线段 之 间 的 比例 关系 ， 
经 过 描 图 可 以 发 现 三 组 相 比 线段 都 重合 在 一 直线 上 ,于 是 可 应 用 
或 添加 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 
如 果 我 们 从 AE 和 4B 这 一 组 相 比 线段 重 伙 出 发 进行 分 析 ， 
那么 平行 方向 线段 就 可 以 到 EF、BC、AC、AD. 





图 6.，111 “ | 全 6。112 
若 取 EF 为 平行 方向 线段 , 则 平行 线 可 过 端点 B 作 , 也 就 是 过 
B 作 BH//EF 交 AC.AD 于 KH. 就 可 得 人 AEFA 人 ABHH ,多 生 
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AE 
= 售 = 让 ,4G=GK,AF 一 PH. 这样 要 证 明 4G 一 十 4C, 就 可 转 


化 成 为 要 证 AK= 宇 AC,AK 一 CK. 这样 又 出 现 了 4K 和 CK 
这 一 组 相 比 线段 重合 在 一 直线 上 ,所 以 仍然 应 添加 平行 线 型 相似 
三 角形 进行 证 明 . 添加 的 方法 是 将 过 端点 的 平行 线 与 过 内 分 点 的 
直线 相交 ,所 以 延长 CD 交 BH 的 延长 线 于 M, 就 可 得 A4BKco 
ACMK, 稚 -全 , 这 样 问题 就 成 为 要 证 全 7 一 也 ,而 已 知 四 边 形 


DM 
CM 


= 二 ,现在 这 一 组 相 比 线段 DM 和 CM 仍然 重生 在 一 直线 上 ,所 
以 又 可 以 应 用 平行 线 型 相似 三 角形 进 
行 证 明 . 由 于 DH/CB, 所 以 和 MDH 4 £ D 
pM DH 、 

DAMCB,EM 一 HB' 从 而 问题 又 应 
~ DH 1 DH_ 1 
证 一 启 ' 了 4 一 3 由 条 件 4 一 8 人 
BE,BH//EF, 可 得 AF 二 FH , 那 末 再 名 6。113 
由 4 一方 DF ,就 可 以 证 明 上 述 性 质 ， 
从 而 完成 分 析 . 

若 取 BC 为 平行 方向 线段 , 则 平行 线 可 过 内 分 点 正 作 ,也 就 是 
过 巨 作 EDOABC 交 ac 于 O, 则 由 4 匹 =B, 可 推 得 AO0==CO= 


3AC ,EO= BC. 而 由 4FAEO, 又 可 得 A4FGoAOEG, 所 以 





4BCD 是 平行 四 边 形 ,4B=CD, 所 以 问题 又 应 证 E 季 之 或 





AG AF 547D 2 AG 2 AG 1 
一 一 一 一 一 一 一 -一 一 一 一 ,一 一 一 一 证 明 一 二 一 一 . 
OG™ EO™ 1 3’A0 5s ,从 而 可 证 明 有 CG 一 忆 


若 取 4C 为 平行 方向 线段 , 则 平行 线 可 过 内 分 点 已 作 , 也 就 是 


过 EE 作 EH/AC 交 BC 于 H. 可 得 日 是 BC 的 中 点 ,到 如一 到 
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AC. 于 是 由 AF== 志 4AD 和 CH 一 也 


BC,AD=BC, 可 得 生 j 一 也 .又 因为 /xX 

AF 和 CH 是 一 组 平行 线段 ,所 以 仍 可 
添加 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 ， 

于 是 过 瑟 作 HK/EF 交 AC 于 ,就 


和 4C_4F_ 
可 得 人 AFGWACHK, R= 67 一 


图 6，114 


忆 ,CK 一 多 4G, 从 而 有 AC 一 4G 二 GK 十 CK 一 AG 十 计 4C 十 序 
AG, 志 AC 一 郊 4G, 即 可 证 得 结论 . 

本 题 在 上 述 分 析 中 ,在 得 到 共生 一 
之 后 ,由 于 这 是 一 组 平行 线段 ,所 以 也 /A 

E 

可 以 将 它们 的 端点 两 两 连结 来 组 成 平 和 拓 和 八 
行 线 型 相似 三 角形 ,所 以 连结 FH 交 6 一 
4C 于 天 ,就 可 得 人 A4FKcACDK， 图 6。115 


AK_FK_AF_2 nk 2 
CR-HR-CH- 3'4K=54C: 由 
和 GK _FK_2 _2 
GK// EH, 又 可 得 人 AFGKODAFEH, Ej 一 FE 一 5 ,GK= 5 EH 
二 土 4C, 从 而 也 就 可 以 证 明 AG 一 二 
5 5 网 » 


AC. 

如 果 我 们 从 4AF 和 DF 这 一 组 相 
比 线段 重 普 出 发 进行 分 析 , 那 么 第 一 
种 可 能 性 是 取 DC 为 平行 方向 线段 , 平 “3 C 
行 线 可 过 内 分 点 下 作 , 也 就 是 过 下 作 So lls 


hh ,AH __FH_AF 
FH/DC 交 AC 于 五 ,就 可 得 人 AFHOWAADC,IC 一 DC 一 AD 
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= 证, 而 4 一 十 48 一 二 CD, 所 以 5 一 全 ,而 FH/ AE,AFHG 


GH _FH 


DAEAG,E 有 4 一 所 A 一 所, 所 以 AG=AH= 二 4C. 


第 二 种 可 能 性 是 取 FE 为 平行 方向 线段， ,平行 线 过 端点 D 
作 , 也 就 是 过 DD 作 PHY PE 交 4C 于 石 , 则 可 得 入 4FG 中 


AG AF 
A4DH,45= 和 = 革 . 而 由 AE/DC,EG/ HD, 又 可 得 人 AEG 
AG AE AE 
HACDH, a#= 每 = 例 = 吉 ,所 以 人 4 = 去就 可 以 证 明 , 
F D 人 天 pb 
NZ 
fo 
B C 8 C 


图 6.，117 图 6。1i8 


第 三 种 可 能 性 是 取 4C 为 平行 方向 线段 , 则 平行 线 可 过 内 分 
点 到 作 , 也 就 是 过 正 作 FHWAC 交 CD 于 态 , 就 可 得 CP 一 人 5 一 


了 ,8 一 -全 .那么 再 由 4E 一 证 4B, 可 得 有 EF 一 伟 , 而 CH 

和 AE 是 两 条 平行 线段 ， 从 而 又 可 以 添加 平行 线 型 相似 三 角形 证 

行 证 明 , 于 是 连结 EH 交 4C 于 开 , 可 得 A4EKcACF 天 ， 焦 = 
GK 


AE_3 2 
ECK= 和 4C， ,又 因 GK// FH,AEGKWAEFH, B= 


EK_ : ,GK 一 二 FI 一 总 。 二 4C= 二 4C, 所 以 AG= 二 AC 可 以 





例 12 已 知 :任意 六 边 形 ABCDEF 中 ,G.G:、.G:.G4 分 别 是 
A4BC.ABCD、ADEF、AEF4 的 重心 . 求证: 四边 力 形 G1GsG3G 
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图 6，119 图 6。120 
分 析 : 设 A1、Bi、Ci、Di、Ei、Fi 分 别 是 六 边 形 各 边 的 中 点 , 则 





Gi 是 AB1.CA, 的 交点 ,五 呈 一 去 ,根据 同 桩 的 道理 又 可 得 全 党 一 
到 ,从 而 瑟 呈 一 寡 营 .这 是 线段 之 间 的 比例 关系 ,经 过 描 图 可 以 发 
现 ,两 组 相 比 线段 都 重大 在 一 直线 上 , 且 有 一 公共 端点 B1, 所 以 可 
添加 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 添加 的 方法 是 将 内 分 点 和 内 
分 点 .端点 和 端点 分 别 连结 起 来 ,也 就 是 连结 4D, 可 得 人 BiGiG; 


DABiAD,G1G11/ AD, 且 国产 一 二 .用 同样 的 方法 ,又 可 得 GiG， 











/4AD, 目 2 党 :一 二 .从 而 可 证 明 结 论 . 
例 13 已 知 : 人 4BC 中 ,DPD 是 BC 的 


中 点 ,E 是 4D 上 的 任 一 点 ,CE 的 延长 线 人 
交 AB 于 F. 求证 :一 将. 7 

分 析 : 本 题 要 证 明 的 结论 是 线段 之 间 
的 比例 关系 ,经 过 描 图 可 以 发 现 4 到 和 ; # 
DE,AF 和 BF 这 两 组 相 比 线段 都 重 全 在 
一 直线 上 ,所 以 可 添加 平行 线 型 相似 三 角 


多 6。121 
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形 进行 证 明 . 

如 从 AE 和 .DE 这 一 组 相 比 线段 出 发 
进行 分 析 , 则 可 取 过 端点 D 的 线段 DC 为 
平行 方向 线段 ,平行 线 就 可 以 过 另 一 个 端 
点 4 作 ,于 是 过 4 作 AGNCD 交 CF 的 延 
长 线 于 G, 就 可 得 和 人 AGE 人 DCE, 和 一 





AG 六 
Pe 而 由 AG CB, 又 可 得 人 入 AGF 中 图 6.122 


AF AG AE 2AF,._., 
ABCF ,FF 一 BC' 但 已 知 BC 一 2DC, 所 以 EE 王 “BF 就 可 证 明 . 


车 取 过 内 分 点 的 FE 为 平行 方向 线段 , 则 平行 线 可 过 端点 D 
作 ,也 就 是 过 万 作 DG// EF 交 AB 于 G, 就 可 得 稻 = 作 . 而 由 
BD 一 CD, 又 可 推 得 BG 一 GF 一 六 BF ,所 以 结论 可 以 证 明 . 





图 6。，123 图 6。124 
在 取 FE 为 平行 方向 线段 时 ,平行 线 也 可 以 过 另 一 个 端点 4 
作 ,也 就 是 过 4 作 4G/ FC 交 BC 的 延长 线 于 G, 就 可 得 对 = 


6C ,全 一 扣 . 而 BC=2DC, 所 以 结论 可 证 明 . 

若 取 过 端点 4 的 线段 AC 为 平行 方向 线段 , 则 平行 线 可 过 内 
分 点 巨 作 ,也 就 是 过 已 作 BGNAC 交 BC 于 G, 就 可 得 此 = 中 
另 -- 方 面 ,由 于 AF、BF 这 一 组 相 比 线段 也 重生 在 一 直线 上 , 且 过 
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端点 4、B 和 内 分 点 下 的 三 直线 共 点 于 CC， 


所 以 可 添加 平行 线 型 相似 三 角形 的 组 合 图 pp 
形 进 行 证 明 , 于 是 过 E 作 KH/ AB 交 AC、 x 天 
BC 于 天 、 刀 ,就 可 得 和 一 和 ,而 EG// 

KC, 所 以 有 = 和. 而 由 EH/ AhB, 又 可 B H D G ©C 


DE_DH_DG 加 、 车 6。125 
得 万 一 PB DC; 而 BD=CD, 所 以 HD 


二 GD,HHG 二 2DG ,所 以 结论 就 可 证 明 . 
在 取 4C 为 平行 方向 线段 后 ,平行 线 也 


可 浴 过 另 一 个 端点 DD 作 , 也 就 是 过 DD 作 A 
DGVC4 交 CF 的 延长 线 于 G, 交 4B 于 wl 
H, 就 可 得 人 ACEWADGE, 报 = 入 同 
. AF AC 
时 又 可 得 AhCFoAEGF, 4 一 4 又 /NN 
可 HF HG~ f& Y 
因为 BD=DC, 所 以 有 BH 一 AH,DH= 广 图 6。126 


4C , 那 末 BF=BHTEF 一 2HF 十 4F, 从 而 就 有 人 太一 77 人 


ac aC 4c 4h4c 
CT 工 “20HG 十 HD) 2DG' 从 而 完成 
2 


分 析 . 
若 取 过 端点 4 的 线段 4B 为 平行 方向 线段 , 则 平行 线 可 过 男 
一 端点 D 作 ,也 就 是 过 吃 作 DGA/ BA 交 CF 于 G, 就 可 得 八 AFE 
AE _AF 


OADGE, FE = DG: 又 因 BD=CD, 所 以 又 可 得 FG=CG, DG = 


去 BF ,这样 分 析 也 可 以 完成 
本 题 的 分 析 在 取 DC 或 DB 为 平行 方向 线段 后 ,平行 线 也 可 


。439。 





从 


I 多 6，。 127 | 针 6，128 


以 过 内 分 点 忆 作 ,也 就 是 过 已 作 EBGNDEB 交 4B 于 G, 就 可 得 


人 .但 在 作 了 EG/ BC 后 后 ,条件 中 给 出 的 BD 和 CD 这 酚 条 相 
知 线 眉 访 秆 下 在 一 一 组 平行 线段 上 ,从 而 就 可 添加 平行 线 型 相似 三 





B Kk D C 
图 6。129 图 6，130 


角形 的 组 合 图 形 进行 证 明 . 由 于 现在 过 端点 B.C 和 中 点 D 的 共 
点 三 直线 是 4B、4C 和 4D， 所 以 延长 GE 交 AC 于 HH， 可 得 名 访 == 
,GE= HE. 又 因为 经 过 描 图 可 发 现 结 寺 论 中 出 现 的 另 一 组 相 比 
线段 AF .BF 也 重合 在 一 一 直线 上 , 且 过 端点 A、B 和 内 分 点 下 的 三 
直线 也 共 点 于 C, 所 以 仍 可 添加 平行 线 型 相似 三 角形 的 组 合 图 形 
进行 证 明 , 于 是 过 巨 作 MK AB 交 CA.CB 于 MK, 就 可 得 镶 
一 攻关 但 由 四 边 形 BKEG 是 平行 四 边 形 , 可 得 BG=KE. 由 GE 
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HE,EM//GA, 又 可 得 4G=2ME, 所 以 4 如 = 202 _24F ,分 


BG KE BF’ 
析 就 可 以 完成 . 
本 题 的 分 析 如 从 AF 和 BF 这 一 组 相 
比 线段 重 释 出 发 , 则 平行 方向 线段 也 可 取 过 4 
端点 的 线段 BD ,那么 平行 线 就 可 以 过 内 分 


点 正 作 ,也 就 是 过 正 作 FGVABD 交 4D 于 
AF 4G AE 4G+EG 


G, 就 可 得 二天 一 FE. 于 是 了 一 FECRE 一 
AG ,EG\ |, EG EG 
| 化 + 人知 ) : |: 一 恕 ] ,从 而 就 要 解 央 能 
的 关系 .而 由 KG /DC, 可 得 人 FGE on 图 6 131 
EG__FG _ FG _ AF._ AF .， 
ACDE, Fc= 个 FAF 这样 
就 可 得 4E 14 4F ,|[1_ 4F _ 1- 
代入 上 式 后 就 可 得 售 一 | 镶 + 542548] ' 1BF2a5) = 
A BHI HA BE) Be 
BF(BF+2AF) - BF+2AF 





2AF (AF++BF) a 、 
BFCAF 二 BF) ， 也 就 可 证 明 结论 . 


如 取 过 内 分 点 严 的 EF 为 平行 方向 线 
段 , 则 平行 线 可 过 端点 作 , 即 过 B 作 BG 四 
/FE 交 AD 的 延长 线 于 G, 就 可 得 和 = 
全 ;而 我 们 要 证 明 人 二 区 六 ,也 就 是 要 证 


AF AE NR ~、 jp 
BF 一 3DE'’ 从 而 问题 就 成 为 要 证 EG 一 、/ 


2DE,D 是 EG 的 中 点 .由 条 件 BD= CD， 6 
BG/ EC, 所 以 人 CED 和 人 入 BGD 是 一 对 中 图 6 .13 
心 对 称 型 全 等 三 角形 ,所 以 分 析 可 以 完成. 
”如 取 过 端点 4 的 AE 为 平行 方向 线段, 则 平行 线 可 过 另 一 个 - 
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端点 B 作 , 也 就 是 过 B 作 BG// EA 交 CF 
的 延长 线 于 C, 就 可 得 人 A4EFcABcF， 


AF _AE 
BE 一 BC' 义 因 为 BD=CD,DE/ BG, 所 


以 BG 二 2PE, 也 就 可 以 完成 分 析 . 
在 取 AE 为 平行 方向 线段 时 ,平行 线 

也 可 过 内 分 点 作 ,也 就 是 过 下 作 FG/ 国 6 .133 

4D 交 BC 于 G, 就 可 得 孵 == 仍 .但 在 作出 了 FG/AD 后 ,就 出 








B G&G D C 


图 6.。134 多 6，135 
现 了 AE 和 DE 这 一 组 相 比 线段 重合 在 一 组 平行 线段 上 , 且 过 端 
点 A.D 和 内 分 点 的 三 直线 AC、DC、EC 是 共 点 于 C 的 ,从 而 可 
添加 平行 线 型 相似 三 角形 的 组 合 图 形 进行 证 明 . 于 是 延长 GF 交 
CA 的 延长 线 于 妃 , 可 得 钱 一 引 ,这 样 问题 就 成 为 要 证 CR 一 
245. 由 于 媚 忆 和 GF 这 一 组 相 比 线段 仍然 重 友 在 一 直线 上 ,所 
以 仍然 应 添加 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 ,于 是 过 焉 作 FM 
GC 交 4C 于 M ,就 可 得 中 8 一 Ci ,但 HM 和 CM 这 一 组 相 比 线 
段 还 是 重 释 在 一 直线 上 ,所 以 可 再 一 次 应 用 平行 线 型 相似 三 角形 
进行 证 明 ,从 而 过 M 作 MN/ HG 交 BC 于 NN, 就 可 得 CW 一 
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[区 6，136 图 6 137 


CA ,这 样 问题 就 成 为 要 证 EN 一 人 由 条 件 BD 一 CD, 且 过 端点 


线 型 相似 三 角形 的 组 合 图 形 进行 证 明 ,于 是 由 FM/ BC ,就 可 得 

在 设 FM 交 AD 于 KK 后 且 = 他 ,FK 一 MK, 而 由 FG// KD 

AAAMN 和 FM/GN ,又 可 得 GD=DN,GN= 二 2DG 和 BG 二 CN ,所 
以 分 析 完 成 . 

| 如 取 过 端点 4 的 AC 为 平行 方向 线 6 


段 , 则 平行 线 可 过 另 一 端点 B 作 ,也 就 是 ~、 

过 B 作 BG/CA 交 CF 的 延长 线 于 G， \ ~H 4 
i AF AC NE 

就 可 得 人 A4CFwABGPF ,BF 一 BG 根据 \ XA 
同样 的 道理 ,过 DD 作 DH/CA 交 CG 于 


4 AE _ 
媚 后 ,可 得 A4CE ADHE, PE = 图 6.。138 


用 但 BD=CD,DH/CA/ BG, 所 以 GH=CH,BG 一 2DH ,分 


析 完 成 . . 


本 题 在 过 B 作 C4 的 平行 线 时 ,也 可 以 直接 和 CF、AD 的 延 


长 线 分 别 相交 于 G. 丹 ,从 而 可 得 售 == 能 , 角 一 入 -而 由 3D- 
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CD 和 BH/ AC, 又 可 得 八 BHD 和 和 


人 CAD 是 一 对 中 心 对 称 型 全 等 三 角形 ， 


所 以 BH=AC,HD=A4D， 人 让 有 了 

AE AC 入 
E+AE = BHTBG -=F 
可 得 攻克 -打从 而 完成 分 析 


在 取 4C 为 平行 方向 线段 后 ,也 可 


以 过 内 分 点 下 作 平 行 线 ， 也 就 是 过 下 作 


FG// AC 交 BC 于 G, 就 可 得 级 = 号 .又 


因为 AE、DE 这 一 组 相 比 线段 也 重生 在 一 
直线 上 , 且 过 端点 4.D 和 内 分 点 巨 的 三 直 
线 共 点 于 C, 所 以 可 添加 平行 线 型 相似 三 角 
形 的 组 合 图 形 进行 证 明 , 于 是 过 下 作 HK 
/4AD 交 BC 于 韭 , 交 CA 的 延长 线 于 K, 就 
可 得 经 一 全, 而 由 FG// KC, 又 可 得 应 F 


一 9, 这 样 问题 就 成 为 应 证 报 一 和 8， 


HG= 二 BG. 五 是 BG 的 中 点 ,但 已 知 万 是 


BC 的 中 点 ,所 以 又 应 证 PH= 坟 CG. 由 


DH AF CG CG 、 、 
8 一 05= 莽 一 芒 8, 就 可 以 证 明 上 述 性 


质 . 
本 题 的 分 析 如 从 BD.CD 这 一 组 相等 





~、 A 
~ 
\、~~& 
AN 
AN 
\ 
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图 6，141 


线段 重 赤 在 一 直线 上 出 发 , 则 平行 方向 线段 可 取 过 端点 8 的 B4， 
那 未 平行 线 可 过 另 一 端点 C 作 , 也 就 是 过 C 作 CGV 4B 交 AD 的 
延长 线 于 G, 可 得 A4BD 和 A 人 GCD 是 一 对 中 心 对 称 型 全 等 三 角 
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形 ,AB8==GC,AD==GD. 而 由 AF//CG,， 又 可 得 A4FEcAGCE， 


AF AE AF AE AE 
GE’AB™ GE: 所 以 售 = GE—AE = 记分 析 完 成 


CC 


G 
图 6，142 图 6。143 


若 取 过 中 点 DD 的 线段 DA 为 平行 方向 线段 , 则 平行 线 可 过 端 

点 B 作 ,也 就 是 过 B 作 BG/DA 交 C4 的 延长 线 于 G, 就 可 得 C4 
二 GA. 而 在 作出 BGA DA 后 ,AE 和 DE 这 一 组 相 比 线段 就 重重 
在 平行 线段 上 ,所 以 可 添加 平行 线 型 相似 三 
角形 的 组 合 图 形 进行 证 明 ， 于 是 延长 CF 交 
/ \ ~、、 


AE -eH 
S ‘ ~ KA 


组 相 比 线 有 仍然 重生 在 一 直线 上 所 以 全 
可 添加 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 ,于 是 / 
过 G 作 GK/HK 交 B84 的 延长 线 于 K, 就 入。 
可 得 8 有一 和 ,从 而 问题 成 为 要 证 KF = il 
2AF. 而 由 GK// FC 和 GA==CA, 可 得 人 GKA 和 和 人 CFA 是 对 中 
心 对 称 型 全 等 三 角形 ,KK4==F4, 所 以 上 述 性 质 可 以 证 明 . 
在 取 DA 为 平行 方向 线段 时 ,平行 线 也 可 以 过 另 一 端点 C 
作 ,也 就 是 过 作 CCW DA 交 BA 的 延长 线 于 G, 就 可 得 4 
AE AF 


4G， 4D 一 斑 CG. 而 由 AE/ GC， ,又 可 得 45 = 去 和 AE’ 4 万 一 
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_AE AF_ AE _AE 
2AD 一 AE' BF 一 24D 一 24E 一 3DE* 从 而 可 完成 分 析 . 


G 
7 A 


2 
A / 
pd 7 
4 7 Vy 
7 


二 6。145 几 6。146 

由 于 本 题 出 现 了 三 组 相 比 线段 重 肆 在 一 直线 上 ,所 以 也 可 以 
用 面积 的 方法 来 进行 证 明 . 由 EC 是 过 内 分 点 下 的 直线 上 的 两 
点 ,所 以 连接 BE 后 ,有 AF : BF 二 Saace : SAacz 一 51 Ss( 可 令 
SAace =S1SApcE—S2). 而 AE : DE=Snacg : Sapce=S1: Ss( 令 

radE Si Si 
SApcg 二 S3), 又 因 BD 一 CD,54 一 254, 从 而 就 可 得 DE 一 5S, 一 了 
: 752 


例 14 已 知 :A4BC 中 ,了 A: LB: 人 C=1:2:4. 


1 1 1 
求证 : 45+ 有 CG 一 BC 


图 6. 147 多 6，148 


分 析 : 本 题 的 结论 中 出 现 了 线段 倒数 和 的 关系 ,实质 上 也 就 是 


线段 之 间 的 比例 关系 , 它 可 以 变形 为 BC 一 外 二 和 在 这 个 关系 


« 
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式 中 出 现 了 线段 4B 十 4C, 所 以 可 根据 线段 和 的 定义 ,将 这 两 条 
线段 接 起 来 ,也 就 是 延长 B4 到 DD, 使 4D= A4C, 则 BD 就 等 于 AB 
十 4AC. 另 一 方面 条 件 中 给 出 了 一 B= 2 一 4 ,是 两 个 角 之 间 的 倍 半 
关系 ,所 以 可 根据 角 的 倍 半 关 系 的 定义 ,作出 全 B4C 的 2 倍 , 也 就 


一 -4 


图 6。149 图 6， 150 
是 以 4C 为 边 .4 为 顶点 ,在 A4BC 的 外 面 作 人 人 CAE 二 人 BAC 交 
BC 的 延长 线 于 FE, 那 未 人 BAE= 二 2 人 BAC 一 人 B,EA 一 EB. 又 因 
为 LBCA==4 人 LBAC, 人 ECA = LB+ 人 BAC=3 人 LBAC. 上 且 
/BCA= /BEA+/CAE, LBEA= /BCA— LCAE=4LBAC 
一 /BAC=3 了 BAC, 所 以 人 ECA= LCEA,AE 一 AC, 从 而 又 可 


得 AC 一 EB,AE 二 AD. 这 样 要 证 明 的 结论 二 一 人 ,就 可 转化 为 


要 证 8 一 8 各. 经 过 描 图 可 以 发 现 这 两 组 相 比 线段 都 重 到 在 一 直 
线 上 , 且 有 一 公共 的 端点 B, 所 以 可 添加 平行 线 型 相似 三 角形 进行 
证 明 . 添加 的 方法 是 连结 DE 后 ,应 证 DEV 4C. 而 由 AE=AD， 
DA.B 成 一 直线 ,可 得 LBAE==2LD, 而 人 BAE= 二 2 人 BAC, 所 
以 LZD= 人 BAC,DE/ AC, 分 析 就 可 以 完成 

本 题 在 根据 线 自 和 的 定义 进行 分 析 时 ,也 可 以 将 4C 接 到 4B 
的 延长 线 上 ,也 就 是 延长 4B 到 DD 使 BD= 4C, 那 么 就 有 4D 一 
4B 十 4AC, 要 证 的 结论 就 成 为 角 = 4 入. 经 过 描 图 就 可 以 发 现 
4B、4D 这 一 组 相 比 线段 重合 在 一 直线 上 ,从 而 可 添加 平行 线 型 
相似 三 角形 进行 证 明 . 车 取 结 论 中 出 现 的 过 内 分 点 B 的 线段 BC 
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N 
------ 一 
A B73 
D 4 B D 
图 6。151 图 6，152 


为 平行 方向 线段 , 则 平行 线 可 过 端点 
D 作 , 也 就 是 过 DD 作 DEV BC 交 4C 


E 
的 延长 线 于 FF, 就 有 八 ABC DA 人 人 ADF， 和 人 ~、、 G 入 
AB BC /NGC \ 
5 太 = 隋 , 这 样 问题 就 成 为 要 证 DF= 1 、 ~、\ 
4C， 有 有 D 
然后 再 根据 角 的 倍 半 关 系 的 定 图 6.153 


义 , 作 人 CAE 二 人 BAC 交 BC 的 延长 线 于 巨 后 ,可 得 下 4 一 上 8 一 
4C, 所 以 有 EB= DB, 而 这 是 两 条 具有 公共 端点 B 的 相等 线段 ， 
它们 可 组 成 等 腰 三 角形 ,于 是 连接 DE 
交 AF 于 G, 并 根据 4、B、D 成 一 直 


E 
入 、 
线 ,可 得 人 BDE 一 王 人 ABC 一 /BAG, /Ns 
1 ~、 
所 以 GA 二 GD. 进一步 还 可 得 人 GAE / ” \ ~、、、 
二 /GDF,AGAE 和 和 AGDF 是 一 对 轴 和 >----— ”> 
对 称 型 全 等 三 角形 ,DF 二 AE 一 AC ,分 多 6。 1351 


析 完 成 . 
本 题 在 延长 4B 到 万 使 BD 一 AC, 并 将 问题 转化 为 证 4 一 
BC 后 ,也 可 直接 根据 角 的 倍 半 关系 的 定义 作出 人 CAE 一 BAC 
交 BC 的 延长 线 于 ,就 可 得 EA 二 EB 二 AC 二 BD, 于 是 连结 ED， 
可 得 LBED = LD= 三 /ABC = 人 BAC, 于 是 在 人 ABC 和 
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人 DAE 中 ,有 人 LBAC= 人 ADE, LABC= DAE=2/BAC, 所 


以 A4BCo AD4E, 也 就 有 人 一 和 = 人 ,分析 完 成 。 


A" 
C Ar 
1 . > / 
Ce 1/ 
1 
‘ 
/7 
A 站 B 4 D gS------ 


图 6。，155 图 6。156 
本 题 的 条 件 中 给 出 人 BC4= 4 二 4, 所 以 也 可 根据 角 的 和 差 关 
系 或 倍 半 关系 的 定义 , 作 志 4CD 一 一 B4C 交 4B 于 万, 那 末 就 有 
DC=DA, LABDC=2ABAC= /LABC,CD=CB, 所 以 AD= BC. 
这 样 问题 就 成 为 要 证 4 一 二 六 2 <. 现在 AD、4B 这 一 组 相 比 线 
段 又 重 倒 在 一 直线 上 ,所 以 又 可 添加 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 
明 ,现在 可 取 过 内 分 点 万 的 线段 DC 为 平行 方向 线段 , 则 平行 线 
可 过 端点 作 ,也 就 是 过 已 作 BE// DC 交 4C 的 延长 线 于 ,就 
AD._ AC 


可 得 人 ACDOA 人 AEB, 和 7 一 有 ,从 而 应 证 AE=AB 十 AC,CE== 


AB. 但 由 BE//DC, 可 得 BE 二 BA, 所 以 又 应 证 CE= BE, 人 ECB 
二 人 EBC. 由 EC、A4 成 一 直线 ,可 得 人 ECB= 人 BAC+ ABC= 
3LBAC, FEBC=180" 一 FE 一 4 一 4BC 
二 180" 一 4 了 BAC==3 了 BAC ,分析 完成 . 

在 上 述 分 析 中 ,在 取 DC 为 平行 方向 线段 入 
后 ,平行 线 也 可 以 过 另 一 个 端点 4 作 , 也 就 是 ”Ac 


过 4 作 4FEVDC 交 BC 的 延长 线 于 巨 , 由 于 
图 形 中 没有 出 现 4B 十 4C 这 条 线段 ,所 以 可 
D 


应 用 比例 性 质 ,将 结论 全 4C 变 形 为 





[条 6，157 
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AD AD 
AB—AD = 箱 , 也 就 是 般 和 由 于 AD=DC, 在 作出 AE/ 


DPC, LCAE = LACD = 人 BAC 后 ,可 证 明 AE 二 4C, 那 末 由 
ABDCwAB4E,A 一 态 ,完成 分 析 - 
本 题 的 分 析 在 作出 了 ACD= 二 人 人 BAC 交 4B 于 DD 后 ,可 得 DA 


{ 
1 \ 
A 5 B 
B A 
D 2 1D 
~、 / ,7 \ / 

Vv ” on V 

E F E 

终 6，158 图 6，159 


二 DC=BC, 这 时 这 两 个 相等 的 角 和 DA、DC 这 两 条 相等 的 线段 
都 位 于 等 腰 人 入 DAC 的 轴 对 称 部 分 ,所 以 可 添加 轴 对 称 型 全 等 三 角 
形 进行 证 明 . 也 就 是 延长 CD 到 ,使 CE=A4B, 就 可 得 人 CAB 鱼 
AACE, LCBA = LAEC = 2 LBAC, LACB = LCAE = 
4 人 BAC. 问题 也 就 成 为 要 证 68 一 HAC' 这 时 又 出 现 CD.CE 

一 组 相 比 线段 重合 在 一 直线 上 ,从 而 又 可 添加 平行 线 型 相似 三 
角形 进行 证 明 , 现 在 可 取 过 内 分 点 D 的 DA 为 平行 方向 线段 ,所 
以 过 五 作 ER/ DA 交 CA 的 延长 线 于 ,就 可 得 和 人 CAD 


CD 
ACFE,#E= ,从 而 就 应 应 证 CF 二 4B 十 4C,AF==AB=CE, 但 


由 EF/DA 和 DA==DC, 可 得 EF 二 EC, 所 以 问题 应 证 AF= EF， 
而 由 EF/NBA, 可 得 LFEA= 人 EAB=3 人 LBAC, 而 人 FAE=180° 
/CAE==180" 一 4 人 BAC 一 3 人 BAC, 分 析 完 成 . 

在 上 述 分 析 中 , 当 我 们 取 D4 为 平行 方向 线段 后 ,平行 线 也 可 
以 过 端点 C 作 , 也 就 是 过 C 作 CFAD4 交 E4 的 延长 线 于 天 .可 
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CD _FA 





得 AED4wAECF. 匡 = 卫 .问题 就 成 | 。 

mrhA_ AC Ca 

为 要 证 FE 一 有 AB 二 4C' 由 于 图 形 中 未 出 \ 

现 AB+AC 这 条 线段 ,所 以 可 转化 为 证 。 ^ NN 
FA ACFA AC \ /2 

FE-FA™ AB' AE™ AB’® FABAE~ NA 

3LBAC, LCAF = 180°— /BAC — 这 

LBAE = 3 LBAC, 所 以 LCAF = 图 6.160 


一 B4 巨 ,也 就 是 这 四 条 成 比例 线段 成 对 应 的 两 两 的 夹 角 相 等 ,所 
以 它们 两 两 构成 相似 三 角形 ,于 是 连结 BF, 应 证 人 AC4F cp 
八 BAE. 由 于 CAF 一 人 BAE 一 3 了 BAC, LCFA 二 人 BAE 以 及 
由 DE=DB,ADC = EDB 推 得 的 人 DBE = 二 人 BAC, BEA 
二 3 人 人 BAC, 人 CFA 二 人 BEA, 就 可 以 完成 分 析 . 

在 上 述 分 析 中 ,在 将 问题 转化 到 要 证 


> G 
FA _AC 2 ~ 
守 一 短 后 ,由 于 人 CAF = 人 CFA=3 艺 \ 


BAC. 所 以 FA 和 AC 就 成 为 项 角 为 ” 。 -8 
一 B4C 的 等 腰 三 角形 的 底 和 腰 , 这 样 4E AN /7 

和 AB 也 就 应 成 为 项 角 为 人 BAC 的 等 腰 三 ¥ 
角形 的 底 和 腰 , 所 以 在 4C 的 延长 线 上 取 国 6。161. 
一 点 G, 使 A4G== 48, 并 连结 BG, 即 可 得 ACF4wA4GB,FG= 


5 这 样 问题 就 成 为 要 证 AE 二 BG=BC, BGC 二 BCG, 由 于 


这 两 个 角 也 都 可 以 证 明 是 3 一 B4C ,分 析 完 成 . 

本 题 在 作出 人 4CD= 人 BAC 交 4AB 于 DD, 并 延长 CD 到 世 使 
CE==A4B 后 ,就 可 证 明 DC 一 DA,DE==DB, 而 它们 的 夹 角 和 ADC 
和 过 BDE 是 对 项 角 当然 相等 ,所 以 又 可 应 用 平行 线 型 相似 三 角形 


进行 证 明 ,于 是 连结 EB, 可 得 人 ADCWABDE ,Ep 一 这 样 问 
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题 就 成 为 要 证 BE 二 BA4, 由 于 我 们 可 以 证 明 
LBAE= 人 BEA=3 人 人 BAC, 完 成 分 析 . 

本 题 在 作出 了 A4CD 二 人 BAC 交 4B 于 ZN 
DD, 并 得 到 DA=DC= BC 后 ,问题 就 成 为 要 “\ 75 8 


件 可 得 人 ACB= 二 2 了 ABC= 二 4 人 BAC, 这 是 两 
个 角 之 间 的 倍 半 关系 ,所 以 可 根据 角 的 倍 半 
关系 的 定义 , 作 二 4BC 的 两 倍 , 也 就 是 作 
LCBE 二 人 ABC 交 AC 的 延长 线 于 五 后 ， 电 
就 可 得 人 ABE = 人 ACB, 而 这 两 个 角 相 等 Pegi 
一 出 现 , 就 出 现 了 BC 是 人 ABE 内 过 顶点 CT 7 


8 的 BE 的 道 平行 线 ,从 而 可 应 用 递 平行 线 A 
型 相似 三 角形 进行 证 明 ,也 就 可 得 人 ABC ,4 y 


BC 、 BE ty 、 .4 
DAaEB, 且 = 和 .这样 问题 就 成 为 应 证 


BD= BE. 而 在 作出 人 EBC== 人 DBC 一 2 
BAC 后 ,又 可 证 明 人 BCE= 人 BCD==3 人 BAC, 且 BC=BC, 所 
以 人 BCE 和 入 BCD 是 一 对 轴 对 称 型 全 等 三 角形 ,分 析 完 成 . 
在 上 述 分 析 中 ,在 根据 角 的 倍 半 关 系 
的 定义 进行 分 析 时 , 另 一 种 可 能 性 是 将 倍 C 
角 两 等 分 ,也 就 是 作 二 4CB 的 角 平 分 线 | 
交 AB 于 FE, 再 作 玫 ACE 的 平分 线 交 AE 
于 D, 那 就 可 得 人 BCE= 作 ABC 二 人 BDC “4 


二 2 了 BAC, 人 EBC 和 人 和信 CBD 是 一 对 北平 
行 线 型 相似 三 角形 ,全 一 86 , 那 未 问题 就 成 为 要 证 SC 一 个, 而 
BC=CD, 又 因为 ECD=C4B, EDC==~CB4, 所 以 人 FECP 
ACAB ,这 样 分 析 完 成 . 
本 题 的 分 析 也 可 以 直接 从 4CB8 和 一 4BC 的 倍 半 关 系 出 
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图 6.163 


DbD E B 
图 6。164 





发 , 那 末 作 达 ACB 的 角 平 分 线 交 AB 于 





DD, 就 可 得 人 ACD= 二 人 BCD== 人 ABC 二 2 C 

人 BAC. 而 现在 的 问题 是 要 证 入 = p24AN 
AB 罗 ~ BC AB 

AB 二 AC' 也 就 是 要 证 43 一 BC 一 AC*+ 于 “ n 2 


是 根据 线段 的 差 的 定义 在 4C 上 截取 CE 国 6.， 165 
BC _ 4 


二 CB, 则 就 有 AE 一 AC 一 BC, 问 题 就 要 证 有 4 二 一 有 CG- 由 于 在 作出 
了 4CD= 二 人 ABC 后 ,就 可 得 人 4CDoA4BC, 是 一 对 逆 平 行 线 弄 
相似 三 角形 ,所 以 426 一角 .而 由 CE=CB, 人 ECD= 人 BCD,CD 


一 CD, 又 可 得 AECD 和 人 ABCP 是 一 对 轴 对 称 型 全 等 三 角形 ， 
/DEC= 人 LDBC=2 人 BAC 一 人 DCE,CD 一 ED, 并 可 进一步 推 得 





ED4 一 一 B4C,ED= 4 所 以 全 一 入 5 就 可 以 证 明 ， 
本 题 的 分 析 也 可 以 直接 从 二 4BC 和 
”BAC 的 倍 半 关系 出 发 ,那么 作 生 4BC C 
的 角 平 分 线 交 4C 于 E, 就 有 人 EBA= 
/BAC,EA 二 EB. 且 应 用 角 平 分 线 的 性 ”2 、 ys 
aCE_ AE _ A D B 
质 可 得 总 一 98' 而 由 人 BAC== 人 EBC， 6.166 
可 得 人 4BCoA 人 BEC 是 一 对 道 平行 线 型 
相似 三 角形 ,SC 一 SE 一 2C. 那 么 要 证 的 结论 姑 一 EAC 就 和 
,BE AE AB AE _AB 
化 为 要 证 238 一 28 一 ABTAC' AB-AEAC' 了 是 在 AB 上 截 


4 BE 4B 一 一 
取 AD== 4 就 应 证 有 一 5 一, 而 由 CA4EDP 一 人 AD 一 3 


/BAC, 可 得 LBDE 一 4 人 BAC 一 人 ACB, 上 且 人 EBD 一 人 BAC, 所 | 
以 人 BEDcwA4BC, 从 而 就 可 证 明 上 述 性 质 . 
本 题 在 应 用 角 的 倍 半 关系 的 定义 进行 分 析 时 ,也 可 以 从 


/ACB=4LBAC 出 发 ,而 作 了 BAD=4 人 人 BAC 交 BC 的 延长 线 
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于 D, 则 由 上 BA4D== 人 BCA 可 得 人 AB4C 和 
和 ABD4 是 一 对 道 平行 线 型 相似 三 角形 ,就 
BC BA. BC 4C ,» 
可 得 84 二 5: 这 样 要 证 435 一 有 AB 二 4AC ;就 
、 BA AC BA 
可 以 转化 为 证 B55 ABTAC' BD 二 84 一 
6. 另 一 方面 ,由 DAC =3ABAC=3 
上 芝 4DC, 也 可 根据 角 的 和 的 定义 , 作 作 DAE A 
二 了 了 ADC 交 DB 于 E, 则 ED=EAh. 而 由 图 6。167 
D.E、B 成 一 直线 ,又 可 得 4FEB=24DC=2B4C= ABE， 
所 以 48 一 AE,BE=BDBA, 这 样 问题 就 成 为 要 证 有 一 5 那 
么 再 由 CAE 二 2 了 BAC= ABE, 可 得 人 EAC 和 AEB4 是 一 
对 北平 行 线 型 的 相似 的 等 腰 三 角形 , 书 全 二手 ,所 以 分 析 可 以 完 
成 . 


在 上 述 分 析 中 ,在 得 到 人 BACWwABDA 后 ,也 可 得 她 一 


BA BC AB 、 加 
4 , 那 末 要 证 46 一 35 二 IC 就 成 为 要 证 DA= 4B 十 4C. 而 由 
了 DAC= 人 DCA 二 3 人 LBAC, 可 得 DC=DA, 从 而 再 根据 线段 和 的 
定义 在 CD 上 截取 CE=CAh, 可 得 人 CAE 是 等 腰 三 角形 ,于 是 应 
先 连 结 AE, 得 人 CEA= LCAE= 广 (180"—3 人 BAC) 一 2 一 BA4C. 
从 而 就 可 证 明 尼 D=E4=48, 从 而 完成 分 析 . 
例 15 已 知 :A4BC 中 ,4D 是 中 线 , MN/ AC 交 AB、BC、 
MO DO 1 
AD 于 MN.O,HNG™?: 求证 :36 三 主 : 
分 析 :本 题 的 条 件 中 给 出 YO 一 3, 就 出 现 了 相 比 两 线段 重 检 ， 
所 以 可 添加 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 


如 取 过 端点 N 的 线段 ND 为 平行 方向 线段 , 则 平行 线 可 过 男 
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从 丛 


图 6。168 图 6。169 
一 个 端点 M 作 , 于 是 过 MM 作 ME/BN 交 : 
AD 于 尼 , 就 可 得 AMEOwANDO,7X 方 = 
后 = 3. 又 因为 条 件 给 出 BD 一 CD, 因 此 在 
作出 了 ME/ BC 后 ,就 出 现 了 相等 的 两 线 
段 重 和 在 一 组 平行 线段 上 ,从 而 可 添加 平行 
线 型 相似 三 角形 的 组 合 图 形 进行 证 明 , 于 是 峡 6.170 

2 praME FE ,0 MF 

延长 M 下 交 A4C 于 天 ,就 可 得 B85 一 CD’ ME 一 FE, ND 又 因 
为 MN/ FC, 可 得 四 边 形 MNCF 是 平行 四 边 形 MF= NC, NC 一 


6ND, 那 未 再 由 ONN 4C ,就 可 推 得 6 = EM = 车 . 








图 6。171 图 6，172 
在 取 NB 为 平行 方向 线段 时 ,平行 线 也 可 以 过 内 分 点 O 作 ， 
则 过 O 作 OE/NB 交 AB 于 记 , 就 可 得 AMEOPAMBN ,全 一 
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MO 

和 YY 一 又 因为 BD=CD,EBOABN, 所 以 可 添加 平行 线 型 相似 
三 角形 的 组 合 图 形 进行 证 明 , 于 是 延长 EO 交 4C 于 下 ,就 可 得 
EO_ FO 

== 凶 'FO=EO 一 子 BN. 又 因为 四 边 形 ONCF 是 平行 四 边 


形 , 所 以 NC=OF=3 BN=7BC. 而 CD= 卫 BC, 所 以 E 六 = 二 ， 
分 析 完 成 . 

如 取 过 内 分 点 O 的 线段 OD 为 平行 方 
向 线段 , 则 平行 线 可 过 端点 M 作 , 即 过 M 人 


作 MEVA4D 交 BC 于 巨 , 就 可 得 人 ANOPc” 
OD ON 
ANME, 5 后 = 5 一 证. 同时 又 可 得 


DE AD—ME _ 
ABME 只 ABAD, Bj = A = 


AD—40D _ OD 加 
一 到 万 一 一 1 一 4 45: 男 方面 ,由 BD= 








图 6:173 

CD, 可 得 人 一 如 ,这 一 组 相 比 线段 仍然 重 相 在 一 直线 上 ,所 以 仍 
可 添加 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 , 由 于 已 有 EM//DA, 所 以 
延长 EM 交 CA 的 延长 线 于 ,可 得 EP 一 2 而 由 MN/AC, 又 


1 MN _BN ED_ FA 
可 得 ABMNOwABAC, 二 BC' 代 入 上 式 后 就 可 得 C5 一 WIN 


* 5 ,而 由 四 边 形 MOAF 是 平行 四 边 形 ,可 得 4F 一 MO 一 半 


,ED_ 3 .BD+DN_ 31，DNI_31140D 
MN ,所 以 5 万-4" 27 = 部 [+ 仿 } = 二 1+ 全 | 从 


而 有 号 | 1 二 8] -1 一 4 人 ,就 可 推 得 9D 一方 ,分 析 完 成 
在 取 O04 为 平行 方向 线段 时 ,平行 线 也 可 过 另 一 个 端点 N 
作 , 也 就 是 过 NN 作 NF/OA 交 AC 于 E, 交 BA 的 延长 线 于 下 ,就 
AO MO 


, 、 _MO_3 和 
可 得 AM40wAMFN. FR 一 MN 而 由 NOW CAh, 又 可 得 
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DN 
DC 一 0. 由 DA / NF， 可 得 35 = 


了 
一 信人, 于 是 在 NF 上 截取 NG 一 DA, 可 jc 
其 FG 2 
得 人 一 上 6G, 而 BD 一 CD, 所 以 DO=FG. 企 
入 
.由 此 就 可 得 40= 4D 一 OD 于 RN 一 池 B DN C 


(NG+FG) = (AD+OD) ,就 可 推 得 AD 
二 7OD, 分 析 完 成 . 

如 取 过 端点 M 的 线段 MB 为 平行 方向 线段 , 则 平行 线 可 过 内 
分 点 O 作 , 也 就 是 过 O 作 OE// 4B 交 BC 


NE NO 4 
于 EE， RANOPOA NB NR 


OE/ 4B, 又 可 得 中 = 兹 ,所 以 了 = FPDN Cc 
1 几 6。175 
全, 由 于 DB 一 DPC, 就 可 得 DN 一 DE 一 方 
EN,EN 一 二 ,就 可 证 得 55 一 志 . 

在 取 MA 为 平行 方向 线段 时 ,平行 线 也 可 过 另 一 个 端点 N 
作 , 也 就 是 过 N 作 NE//4B 交 4A? 的 延长 线 于 ,就 可 得 人 ONE 


EN ON OF 
WAOMA, 4AM- OMO4 一 3 而 由 EN 


7 B84, 又 可 得 ABDN cp AADB, DN - d 
M 

DA mh oN /A 又 可 得 ADON cow 全 
DN _ 已 站 


| 色 6。176 
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一 moD 二 工 让 可 但 CD_ 工 
=DO= 20E, 也 就 可 得 4 一 5: A 


如 果 从 BD 和 CD 这 一 组 相 比 (等 ) My 
线段 重合 在 一 直线 上 出 发 进行 分 析 . 若 取 
AC 为 平行 方向 线段 , 则 平行 线段 可 过 端 ”， 


点 B 作 ,也 就 是 过 B8 作 BE/AC 交 AD “、 ， 
的 延长 线 于 五 ,就 可 得 ABDE 和 人 和 CDA \ 7 





是 一 对 中 心 对 称 型 全 等 三 角形 , BE = ¥ 
AC. 那 末 由 NO / CA, 可 得 人 DON 图 6.。177 
DO ON 
MO_A0 ape A0 _30N_ 
人 AMOWAABE,E 王 有 AE' 而 AD= 二 ED, 从 而 224D™ BE = 
345 ,就 可 以 证 明 结论 . 
在 取 CA 为 平行 方向 线段 时 ,平行 线 也 A 
可 过 内 分 点 刀 作 ,于 是 过 刀 作 DE/CA 交 
48 于 巨 ,就 可 得 BE=AE, DE 一 方 AC, 于 4 
全 
是 由 MO/ ED, 可 得 一 20, 由 ON/ 6 DN Cc 
4C, 可 得 CA 一 ,而 已 知 MO=3ON, 所 图 6.178 
以 有 人 天 一 2 一 中信 一 扔 ,也 就 可 证 明 结论 . 
二 4C 


2 . 
如 取 过 中 点 DD 的 D4 为 平行 方向 线段 , 则 平行 线 可 过 端点 B 
作 , 也 就 是 过 B 作 BE/DA 交 CA 的 延长 线 于 ,就 可 得 EA 一 
CA. 现在 由 于 这 两 条 相等 线段 重生 在 一 直线 上 , 且 过 端点 和 内 分 
点 的 三 直线 共 点 于 B, 所 以 可 添加 平行 线 型 相似 三 角形 的 组 合 图 


形 进行 证 明 ,从 而 可 延长 NM 交 BE 于 ,就 可 得 人 一 人 ,PM 
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= = OM 
二 NM. 由 条 件 OM= 3ON, 所 以 元 太一 


= 立 : 而 由 AONFB, 又 可 得 人 AOM ji、\ 


AM_OM_3 CN_AM_ 
PABFM, BW- FH- BN- BM 


了, 而 也是 BC 的 中 点 ,所 以 E 兴 一 言 ,就 6 \ 
可 以 证 明 结 论 . B DN 5 
在 取 DA 为 平行 方向 线段 后 ,平行 线 图 6.179 
也 可 以 过 端点 C 作 , 也 就 是 过 C 作 CE E 
/DA 交 BA 的 延长 线 于 ,就 可 得 BA pl 
二 AE,CE 一 2AD. 再 由 MO/ AC, 可 得 7 


40_MO A J 





/4C; 也 可 得 人 DONDADAC, = /NV 
ON = JAO0_3NO_ 和 6， 
ec, 而 MO 一 3NO, 所 以 CE 一 A = 图 6，180 


30D AO _30D 
DAD ' 就 可 以 证 明 A0=60D. 4 


如 取 过 端点 B 的 线段 B4 为 平行 方向 M 
线段 , 则 平行 线 可 过 内 分 点 也 作 , 也 就 是 过 全 V 


DD 作 DF/BA 交 MN、AC 于 EE、F, 就 可 得 A 
FPCF. 又 因为 过 A.C 和 的 三 线 共 点 “ 2 “ 
于 DD, 所 以 可 应 用 平行 线 型 相似 三 角形 的 组 图 6" 181 


合 图 形 进 行 证 明 ,于 是 可 得 28 一 人 和 ,OBE 一 NE 一 却 ON. 那么 再 


OD OE _ OF 
由 DE/ MA， AODEWAOAM, 5A= OM™ 30N = 训 生 ,就 可 以 


证 明 结论 . 
在 取 B4 为 平行 方向 线段 后 后 ,平行 线 也 可 以 过 另 一 个 端点 C 
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作 , 也 就 是 过 C 作 CEV4B 交 4D 的 延 
长 线 于 五 ,就 可 得 人 A4BD 和 人 和 八 ECD 是 一 


对 中 心 对 称 型 全 等 三 角形 ,所 以 ED 一 2 

4D. 而 由 ON // 4C, 可 得 ADON co 0 
DO_ON 、 B 22C 

ADp4C ,有 一 和 ,而 由 4MACE,MOV 


, AO MO 
AC 又 可 得 八 AMOWA 八 ECA， FA™= CA’ 


AO 30N , ,..,. , E 
2DA 一 “AC 也 就 可 以 证 明 结论 . 图 6. 182 
例 16 已 知 : 以 A4BC 的 一 边 BC 为 直径 作 @O,4D 是 OO 


的 切线 ,EK 是 4B 上 的 一 点 , 且 4E=4D, 过 无 作 4B8 的 垂 线 交 


AC 的 延长 线 于 已 求证 :4 一 4 





图 6. 183 图 6. 184 

分 析 :本题 条 件 中 出 现 BC 是 @O 的 直径 ,所 以 可 应 用 半圆 上 
的 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 如 设 4B 与 OO 的 交点 为 
G, 则 图 形 中 出 现 了 直径 和 半圆 上 的 点 CG, 但 没有 圆周 角 , 所 以 应 
将 圆周 角 添 上 ,也 就 是 连结 CG, 可 得 人 CGB 一 90°. 而 已 知 EF 
AB, 所 以 GC/ EF ,GC 就 成 为 人 AEF 内 的 边 EF 的 平行 线段 ,所 
以 可 应 用 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 , 也 就 可 得 八 AGC 
A4EF,4= 侣 ,这 样 问题 就 成 为 要 证 4 一 人,4B。4C- 


es。 460。 





AE?, 但 AE=AD, 也 就 是 要 AD 二 4B。AG, 而 AD 是 @O 的 切 
线 ,4GB 是 制 线 ,应 用 切割 线 定理 就 可 完成 证 明 . 
例 17 已 知 :PA 与 OO 相 切 于 4 , 割 线 PBC 交 @OO 于 BC， 


DD 是 4B 的 中 点 ,PD 的 延长 线 交 4C 于 E. 求证 :入 = 和信- 





图 6，185 ! 乔 6。186 
分 析 : 本 题 的 条 件 中 出 现 了 Ph 是 ©O 的 切线 ,而 PBC 是 圆 
的 割 线 , 所 以 可 应 用 切割 线 定理 得 P4: = PB .PC， 5 = 
58 了 PC 人 8. 这 样 问题 就 转化 为 应 证 一 人 .这 是 一 个 新 的 
比例 关系 ,经 过 撒 图 可 以 发 现 PB 和 PC 这 一 组 相 比 线段 重 琶 在 
一 直线 上 ,所 以 可 添加 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 若 取 过 端点 
C 的 线段 CE 为 平行 方向 线段 , 则 平行 线 可 过 内 分 点 吾 作 ,也 就 是 


过 B 作 BF/CE 交 PE 于 F， 即 可 得 PBFOAPCE,FE= EE. 


这 样 问题 就 成 为 要 证 AE = BF. 由 条 件 AD= BD, 人 ADE = 
ZBDF 是 一 组 对 顶 角 ,上 且 4AE/FB, 所 以 人 ADE 和 人 入 BDF 是 一 
对 中 心 对 称 型 全 等 三 角形 , 那 就 可 以 完成 分 析 . 

如 取 过 内 分 点 B 的 线段 BD 为 平行 方向 线段 , 则 平行 线 可 过 
端点 C 作 , 也 就 是 过 C 作 CF /NBA 交 PE 的 延长 线 于 玉 , 就 可 得 


A 入 PBDI 人 APCF,PB8 一 BP. 那 末 问 题 就 成 为 要 证 EP 一 做. 这 是 


一 个 新 的 比例 关系 ,经过 描 图 可 以 发 现 AE.CE 这 一 组 相 比 线段 
。461。 








也 重生 在 一 直线 上 ,所 以 仍 可 以 应 

用 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 

于 是 由 4D/W FC, 可 得 人 ADE 吃 
AE AD 

ACFE,CE 一 CF ,而 AD= 二 BD 是 


给 出 的 条 件 , 所 以 = 人 就 可 以 


证 明 ， 

例 18 已 知 :Ph 与 @O 相 切 
于 4, 割 线 PBC 过 O 且 与 OO 相交 于 
B.C,AD 1 BC. 求 证 :PE= 5 

分 析 : 本 题 要 证 明 的 结论 是 线段 
之 间 的 比例 关系 ,经 过 描 图 可 以 发 现 ， 
PO 和 PC 这 一 组 相 比 线段 重 蔡 在 一 
直线 上 ,从 而 可 添加 平行 线 型 相似 三 图 6. 188 
角形 进行 证 明 . 添加 的 方法 是 过 端点 和 内 分 点 作 平行 线 . 由 于 图 形 
中 过 端点 C 和 内 分 点 O 还 没有 线段 ,所 以 要 先 作出 线段 后 才能 取 
作为 平行 方向 线段 .因为 PA 与 @O 相 切 于 4, 所 以 可 应 用 切线 的 








图 6。189 例 6。190 


性 质 , 连 结 O4 后 得 04 P4. 从 而 可 取 04 为 平行 方向 线段 , 那 
末 平 行 线 就 可 过 端点 C 作 , 即 过 C 作 CEVO4 交 PA 的 延长 线 于 


,就 可 得 人 PAODAPEC,52 一 2. 而 O04=0B, 所 以 问题 转化 


。，462。 





为 应 证 CE 二 CD. 由 条 件 CD1DA, 且 CELAE, 所 以 CE 和 CD 
就 成 为 C 到 人 EAD 两 边 的 距离 ,也 就 是 CE 和 CD 这 两 条 线段 是 
关于 一 E4D 的 平分 线 成 轴 对 称 的 ,从 而 可 通过 添加 轴 对 称 型 的 全 
等 三 角形 进行 证 明 . 于 是 应 先 将 对 称 轴 添 上 , 即 连结 4C ,问题 就 
成 为 应 证 AC4EsAC4D. 由 C4=C4 和 LCEA= 人 人 CDA 二 90°， 
所 以 还 应 证 明了 人 EAC= 人 DAC. 由 于 .BC 是 @O 的 直径 ,一 B4C 
二 90°, 所 以 AD 就 成 为 直角 入 4BC 的 斜 边 上 的 高 , 人 DAC = 
了 ABC. 又 因为 人 ZEAC 是 弦 切 角 ， 
LEAC= LABC, 所 以 人 EAC= 人 人 DAC 
就 能 得 到 证 明 . 

本 题 由 于 条 件 中 出 现 了 BC 是 @O 
的 直径 ,所 以 应 用 半圆 上 的 圆周 角 的 基 
本 图 形 的 性 质 ,连结 AC、BC 后 可 得 
一 B4C=90", 现 在 就 可 取 过 端点 C 的 线 
段 C4 为 平行 方向 线段 ,平行 线 就 可 以 








多 6。，192 图 6。193 
过 内 分 点 O 作 , 于 是 过 O 作 OEVC4 交 已 4 于 匹 ,就 可 得 人 AFEO 


APAC,PR 一 $5. 由 于 PE 和 PA 这 一 组 相 比 线段 还 是 重 蕉 在 


一 直线 上 ,所 以 仍 可 添加 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 ,这 时 可 取 

过 端点 的 AD 为 平行 方向 线段 ,平行 线 就 可 过 内 分 点 作 , 即 过 

作 EB' /AD 交 PD 于 B' ,从 图 形 中 马上 就 可 发 现 要 解决 B 和 如 
» 463° 





的 关系 .由 条 件 PA 与 @O 相 切 于 4, 所 以 应 用 切线 的 性 质 ,连结 
Oh 后 有 OAP 一 90°, 而 了 OB'E 也 等 于 90°, 同 时 由 OE/CA, 又 
可 得 人 LEO0A= /0A4C= /LOCA = 人 EO0B', 且 OE ==OE, 所 以 
八 OEA 和 AOEB' 是 一 对 轴 对 称 型 全 等 三 角形 ,就 有 OB' =04 
二 OB. B' 与 B 重合 . 所 以 EB' 实际 上 就 是 EB 的 连 线 . 又 因为 EB 
NA4D, 所 以 APEBoAP4D,584 一 5, 这样 问题 又 转化 成 要 证 


4 一 2 ,但 这 四 条 线段 两 两 可 组 成 AOEB 和 人 CAD, 由 人 EOB 


= 人 ACD 和 LEBO= 人 ADC==90", 可 证 明 这 两 个 三 角形 相似 ,分 
析 完 成 

本 题 要 证 明 的 性 质 也 可 以 变形 为 
56 一 05 , 那 来 PO 和 OB 这 一 组 相 比 线 

B CD 

段 就 重奏 在 一 直线 上 ,从 而 可 添加 平行 
线 型 相似 三 角形 进行 证 明 , 添 加 的 方法 
也 是 过 端点 和 内 分 点 作 平行 线 . 由 PA4 
与 OO 相 切 于 4, 可 得 连结 O4 后 有 
PAO=90°, 于 是 可 将 OA 取 作 平行 方 
向 线段 , 则 平行 线 可 过 内 分 点 B 作 , 也 就 是 过 B 作 BEVO4 交 


PA 于 ,就 可 得 人 PEBoAPAO,58 一 4 各, 问题 就 转化 成 要 证 
AFE = Cp: 这 是 一 个 新 的 比例 关系 ,经 过 描 图 可 以 发 现 PA、A4AE 和 


PC.CD 这 两 组 相 比 线段 都 重 杰 在 一 直线 上 , 且 有 一 个 公共 端点 

PP, 所 以 仍然 可 添加 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 , 于 是 连结 4C、 

ED, 问 题 就 成 为 应 证 这 两 条 连 线 平行 , 即 要 证 4CV ED. 由 P4 与 

Q@O 相 切 于 4A, 应 用 弦 切 角 的 基本 图 形 的 性 质 ,可 得 连结 AB 后 ， 

有 PAB= 人 ACB. 又 因为 OA LPA,04/ BE, 所 以 人 AEB 一 

90"; 而 已 知 ~4DB= 90", 所 以 4.D.、B、 达 四 点 共 圆 , EAB 
。464。 





图 6。194 








ZEDB, 所 以 人 ACB 二 人 EDB, 从 而 完成 分 析 . 

本 题 在 变形 为 要 证 6 一 后 ,经 
过 描 图 可 以 发 现 PC 和 CD 这 一 组 相 比 
线段 也 重奏 在 一 直线 上 ,所 以 也 可 以 添 
加 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 如 取 
过 内 分 点 的 线段 D4 为 平行 方向 线段 ， 
则 平行 线 可 过 端点 C 作 ,也 就 是 过 C 作 
CE// DA 交 PA 的 延长 线 于 已 ,就 可 得 .图 6.。195 


PC PE 
A 人 NAPADW 人 PFC， CD ™ EX: 又 因为 


ADJ 上 PC, 所 以 EC | PC, 而 BC 是 @O 的 直径 ,就 可 得 EC 与 OO 
相 切 于 C, 而 EA 与 @O 相 切 于 4A, 所 以 可 应 用 切线 长 定理 得 EA 
二 EC, 那 末 56 就 等 于 EC. 又 因为 P4 与 OO 相 切 于 4, 应 用 切线 


的 性 质 连 结 Oh 后 ,有 P4O= 90" 一 PC 天 ,从 而 又 可 得 人 PO4 
PE PO 


和 人 APEC 是 一 对 逆 平 行 线 型 相似 三 角形 ,Cc 一 5A' 而 04==08， 
从 而 完成 分 析 . ~ 
在 取 DA 为 平行 方向 线段 时 , 平 
行 线 也 可 过 另 一 个 端点 已 作 , 也 就 是 
过 PP 作 PE/ DA 交 C4 的 延长 线 于 
E, 就 可 得 人 ACAD ACEP, EP = 
4D. 问题 就 转化 为 要 证 人 一 8- 由 
BC 是 ©O 的 直径 ,4 是 半圆 上 的 点 可 
得 连结 AB 后 , BAC = 90°, 而 图 6。，196 
BPE 二 90", 所 以 人 OBA 二 人 E. 另 
一 方面 由 P4 与 @O 相 切 于 4, 可 得 连接 O4 后 ,有 人 P40 一 90"， 
所 以 LPAE = LO04B, 而 LO4B 一 LOBA, 从 而 就 得 人 E= 
*， 465°* 
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一 P4E,PE 一 P4. 间 题 又 成 为 要 证 入 4 一 08 由 于 现在 4D 是 Re 


APo4 的 斜 边 上 的 高 , 人 P4D = ~PO4, 可 证 得 人 P4Dco 


pm PA PO 
和 人 POAh, 是 一 对 道 平行 线 型 相似 三 角形 ， 所 以 万 4 一 5 ,而 40= 


OB, 所 以 分 析 完 成 . 

本 题 的 条 件 中 出 现 了 BC 是 ©O 的 
直径 ,4 是 半圆 上 的 点 ,所 以 可 应 用 半 回 
上 的 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 
明 , 也 就 是 连结 AC、BC 后 可 得 BAC 
二 90", 又 因为 4D BC, 所 以 应 用 直角 
三 角形 斜 边 上 的 高 的 基本 图 形 的 性 质 可 
得 BAD= BCc4. 又 因为 P4 与 OO 图 6 197 
相 切 于 4, BA 是 过 切 点 的 弦 , 所 以 应 用 弦 切 角 的 基本 图 形 的 性 
质 , 可 得 了 BAP= 人 PCA, 所 以 LBAD= 二 人 BAP,4B 是 人 PAD 
的 一 条 内 角 平 分 线 ,而 CA 4B, 所 以 4C 是 一 条 外 角 平 分 线 , 那 
未 应 用 三 角形 外 角 平分 线 的 性 质 就 可 得 一. 而 由 PA 与 


Q@O 相 切 于 4, 连结 04 后 可 得 人 PAO== 90°, 就 可 得 和 人 PAD 


PA PO PO ,.., J 
APOA4,75= OA 二 DB; 所 以 分 析 可 以 完成 . 


在 上 述 分 析 中 ,在 得 到 4 有 是 人 PAD 的 一 条 角 平 分 线 后 ,也 
可 以 直接 应 用 角 平 分 线 的 性 质 得 4 全 = 二 ,而 由 AP4Dow 


PA PO PO PB PO-OA 
人 P04, 可 得 4p™0OA'04~DB™204 二 CD’ 


CD=PO . OA—OA’,PO. OA+OA=PO* CD,PC » OA=PO 
.CD ,也 就 完成 分 析 . 

由 本 题 的 条 件 P4 与 @O 相 切 于 4, 可 得 连结 O4 后 有 
LPAO==90°. 而 已 知 4D 上 PO, 所 以 4D 就 是 RIAPO4 的 斜 边 
上 的 高 ,应 用 射影 定理 可 得 OA 一 OD，OP, 从 而 就 有 OB* OC 一 
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2PO。O4 一 PO， 





OD . OP,585 = SC ,应 用 比例 性 质 就 可 


‘OB 
得 D8TOD -OFFOC' 从 而 就 可 完成 


证 明 . 

本 题 的 分 析 在 连结 CA、OA、BA 
后 ,可 得 了 BAC = 90", 人 PAO== 90°, 所 
以 4D 既是 RE: 入 BCA 的 斜 边 上 的 高 ,也 
是 RI 入 POA4 的 斜 边 上 的 高 ,所 以 可 连 
续 应 用 直角 三 角形 斜 边 上 的 高 的 基本 
图 形 的 性 质 得 4D:=CD ， BD, AD:= 
OD. PD, 得 CD.BD=OD PD,55 
CD- 2P- 





一 全 ,应 用 比例 性 质 可 得 


PD-BD'OC_0B_PB , 
pp "Ch™ Ch™ .六 








成 为 应 证 58 = 了 也 就 是 要 证 PB* PC 一 PO，。PD, 由 于 PA4 与 
Q@O 相 切 于 4,PBC 是 害 线 ,应 用 切割 线 定理 可 得 PB。 PC 一 
P42:, 目 应 用 直角 三 角形 斜 边 上 的 高 的 性 质 可 得 PO.。 PD=PA， 


所 以 分 析 可 以 完成 . 


在 上 述 分 析 中 ,也 可 以 直接 从 切割 线 定 理 和 直角 三 角形 斜 边 
上 的 高 的 性 质 得 PB， PC 二 PO，。PD, 所 以 (PO 一 0B)，。，PC= 


(PC 一 CD)。PO,PO。 PC—OB* PC=PC 
,PO 一 CD，PO,0B。，PC=CD。PO, 也 就 


可 以 完成 分 析 . 


例 19 已 知 :C 是 以 4B 为 直径 的 半圆 
. 上 的 一 点 ,CD |L4B, 垂 足 是 D,E 是 DB 上 
的 任 一 点 ,DF_LCE 交 BC、CE 于 F、G. 求 





.CF AD 
证 :BF= ED: 

分 析 : 本 题 要 证 的 结论 是 四 条 线段 之 闻 的 比例 关系 . 经 过 描 图 
可 以 发 现 ,两 组 相 比 两 线段 CF 和 BF ,4D 和 ED 都 重生 在 一 直 
线 上 ,从 而 就 可 添加 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 ,添加 的 方法 是 
过 端点 和 内 分 点 作 平 行 线 . 

如 果 我 们 从 CF 和 BF 这 一 组 相 比 线段 重生 开始 进行 分 析 ， 
那 就 可 以 取 过 端点 B 的 BE 为 平行 方向 线段 ,平行 线 就 可 过 内 分 


及 \、 太 
B E D A& CA A 
图 6。201 图 6。202 
， -aCF _CH 
点 作 , 即 过 下 作 FH/BE 交 CE 于 态 , 即 可 得 堵 二 二 57: 从 而 


问题 转化 为 要 证 明寺 一 和 .这 是 一 个 新 的 比例 关系 ,经 过 再 一 


次 的 描 图 ,可 以 发 现 这 两 组 相 比 线段 又 分 别 重 亚 在 一 直线 上 , 且 有 
一 个 公共 的 端点 望 , 所 以 仍 应 添加 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 
添加 的 方法 是 将 内 分 点 和 内 分 点 、 端 点 和 端点 分 别 连结 起 来 , 即 连 
结 DH、AC, 问 题 就 成 为 应 证 DH/ AC, 由 4B 是 半圆 的 直径 ,C 
是 半圆 上 的 点 ,应 用 半圆 上 的 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 , 可 得 
4CB=90",4C 1 BC, 从 而 就 应 证 明 DH 也 和 BC 垂直 , 那 末 根 
据 垂 线 的 定义 ,由 于 它们 尚未 相交 ,所 以 应 将 它们 延长 到 相交 ,也 
就 是 延长 DH 交 BC 于 ,应 证 DK | BC, 这 样 DK 就 成 为 
和 人 CDF 的 一 条 高 ,而 由 条 件 CG_LDF ,CG 也 是 人 CDF 的 一 条 高 ， 
那 末 DK 和 CG 的 交点 理 就 应 是 人 CDF 的 垂 心 ,于 是 问题 也 就 转 
化 为 要 证 H 是 人 CDF 的 垂 心 .根据 三 角形 垂 心 的 定义 ,就 应 证 它 
是 三 角形 两 条 高 的 交点 ,由 于 DK 是 三 角形 的 高 是 要 证 的 结论 ， 
。468 。 





不 能 用 ,所 以 必须 要 应 用 三 角形 的 另外 两 条 高 ,于 是 就 应 先 将 过 
和信 CDF 的 顶点 下 的 高 添 出 , 即 延 长 FH 交 CD 于 M, 由 FM/ 
BA、BA | CD, 即 可 证 明 FM |] CD, 从 而 可 完成 分 析 . 


H Cc Hn C 
ZE \ ~ NN 
2 ZN 
B OF D A B EOD A 
图 6。203 图 6， 204 


本 题 的 分 析 在 取 BD 为 平行 方向 线段 后 ,平行 线 也 可 以 过 男 


一 个 端点 C 作 , 并 作 到 与 过 内 分 点 的 直线 相交 ,于 是 过 C 作 CH/ 


DB 交 DF 的 延长 线 于 妨 , 则 可 得 CHFABDF, 久 一 ,加 


题 就 转化 成 要 证 甸 $ 一 和 有 P. 由 条 件 4B 是 半圆 的 直径 ,所 以 连结 


AC 后 有 4CB= 9%0", 这 样 CD 就 是 ReA4BC 的 斜 边 上 的 高 ,应 
用 直角 三 角形 斜 边 上 的 高 的 基本 图 形 的 性 质 可 得 上 述 比 例 式 中 的 


内 项 积 BD。 4D 应 等 于 CD’, 从 而 问题 就 要 证 外 项 积 CH，ED 


也 等 于 CD?, 也 就 是 要 证 CO 二. 由 于 这 四 条 线段 两 两 组 成 


和 人 CHD 和 APCE ,而 在 这 两 个 三 角形 中 ,HCD 二 人 人 CDE 二 90"， 
由 CG LDH, 应 用 直角 三 角形 斜 边 上 的 高 的 基本 图 形 的 性 质 又 可 
得 ZCHD 一 人 DCE, 所 以 这 两 个 三 角形 相似 ,分 析 完成 

如 取 FD 为 平行 方向 线段 , 那 末 平 行 线 可 过 端点 B 作 , 也 就 
是 过 B 作 BHNPD 交 CD 的 延长 线 于 瓦 ,就 可 得 中 一己 ,问题 


就 转化 成 要 证 多 一 多. 这 是 一 个 新 的 比例 关系 ,所 以 再 次 进行 


描 图 . 经 过 描 图 可 以 发 现 这 两 组 相 比 线段 仍然 都 重大 在 一 直线 上 ， 
所 以 还 是 应 用 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 由 于 这 两 组 相 比 线 
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Cd (IN 
?OED 4 B 
-JH 


图 6， 205 多 6， 206 

段 所 重重 的 直线 在 内 分 点 DD 相交 ,所 以 添加 的 方法 是 将 这 四 个 端 
点 两 两 连接 ,也 就 是 连接 下 EC4 后 ,应 证 这 两 条 连 线 平行 , 即 要 
证 EH/CA. 由 4B 是 半圆 的 直径 ,C 是 半圆 上 的 点 ,可 得 人 4CB 
二 90°, 所 以 问题 也 应 证 E 矿 | BC ,于 是 根据 垂 线 的 定义 ,延长 HE 
交 BC 于 太后 ,应 证 HK1BC,HK 是 人 CBH 的 一 条 高 ,而 BD 
J]CH, 所 以 问题 又 应 证 HK 和 BD 的 交点 E 应 是 人 CBH 的 垂 
心 ,但 HK 这 条 高 是 要 证 的 结论 不 能 用 ,所 以 添加 过 顶点 C 的 高 ， 
也 就 是 延长 CE 交 BH 于 M, 由 于 已 知 CG 1 FD, 且 BHA/AFD, 所 
以 CM LBH ,分 析 完 成 . 


图 6。207 图 6。208 
在 取 FD 为 平行 方向 线段 后 ,平行 线 也 可 过 另 一 个 端点 C 作 . 
即 过 C 作 CH/FD 交 BA 的 延长 线 于 如 ,可 得 呈 F 一 下 六 从 而 要 


证 明 的 结论 就 转化 为 员 一 多 让 由 于 4B 是 半圆 的 直径 ,C 是 半 


圆 上 的 一 点 ,所 以 连结 AC, 可 得 人 4CB 王 90", 而 由 条 件 CDL 

AB, 可 得 CD 是 直角 A4BC 的 斜 边 上 的 高 ,于 是 应 用 射影 定理 可 

得 上 述 比 例 关系 的 内 项 积 AD，BD=CD?, 从 而 就 应 证 明 它 的 外 
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项 积 HD，ED 也 等 于 CD. 由 条 件 CDLDF 和 CH/FD, 又 可 
得 CH JLCE, 所 以 CD 也 是 直角 入 HEC 的 斜 边 上 的 高 ,就 有 CD 
二 HD。，ED, 所 以 分 析 可 以 完成 . 


如 果 取 CD 为 平行 方向 线段 ， 
那么 平行 线 可 过 内 分 点 下 作 . 即 
过 下 作 FGVWCD 交 4AB 于 G, 得 - MAN 
名- pe, 办 而 只 要 证 明俊。 
BF BG’ 人 BG 
入 由 于 AB 是 半圆 的 直径 ,所 以 图 6。209 


连结 4C, 又 可 得 CA4CB 一 90",CD 是 直角 人 4BC 的 斜 边 上 的 高 . 
应 用 直角 三 角形 斜 边 上 的 高 的 基本 图 形 的 性 质 ,可 得 人 ACD= 
/ABC, 而 由 ADC 一 人 FGB 一 90", 又 可 得 人 ACDDAFBG, 刀 5 
二 B86, 所 以 上 述 比例 关系 中 的 内 项 积 AD。BG 就 等 于 CD ， FG， 
这 样 问题 又 转化 为 要 证 明 它 的 外 项 积 也 等 于 CD，FG, 也 就 是 要 
证 DG，DE 一 CD。FG. 经 过 描 图 可 以 发 现 ,这 四 条 线段 组 成 
ADFG 和 人 入 CED, 而 在 这 两 个 三 角形 中 , 人 CDE== 人 DGF 一 90 ， 
由 EDC= LCHD=90", 又 可 得 人 HDE 一 人 DCE, 就 可 证 明 这 
两 个 三 角形 相似 ,分 析 完 成 . 

在 取 CD 为 平行 方向 线段 时 ,平行 线 也 
可 过 另 一 个 端点 B 作 ,也 就 是 过 B 作 BH RC 
/DC 交 DF 的 延长 线 于 互 ,就 有 人 BFHOD CR 
ACFD,2 一 52 , 那 末 问题 就 转化 为 应 证 Lt A 

CF CD 

2 他 一 .由 4B 是 半圆 的 直径 ,C 是 半圆 国 6 210 
上 的 点 ,可 得 连结 4C 后 有 4CB=90",CD 是 RiA4BC 的 斜 边 
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、 ， CD BD ， 
上 的 高 ,所 以 有 CD: 一 4D BD, 一 2 , 那 末 问 题 又 转化 为 要 


证 2 入 二 .经 过 描 图 可 以 发 现 它们 两 两 组 成 人 BHD 和 人 DEC， 


而 由 人 DBH = 人 CDE==90°, 和 由 人 CDE=90°,DG | CE, 推 得 的 

和 BDH= 二 人 DCE ,可 证 明 这 两 个 三 角形 相似 ,所 以 分 析 可 以 完成 
如 果 取 CE 为 平行 方向 线段 , 则 平行 线 

可 过 端点 妃 作 ,也 就 是 过 已 作 BH/EC 交 C 


DF 的 延长 线 于 五 ,就 可 得 人 BFH cn Act 
BF BH fd 


、 a -BH b 
人 CFG, EF 一 TG ' 问 题 就 成 为 要 证 6 = B OE D 4 


.而 由 BH // EG, 又 可 得 ADGEc 网 6 211 


EG ED BD.» EG . LBD. EG _ ED 
ADHB, Fi= B58H= ED ,问题 又 应 证 -CG = AB: 


而 由 人 CDE 一 90" 和 DG_LCE, 应 用 直角 三 角形 斜 边 上 的 高 的 基本 
图 形 的 性 质 ,可 得 ED 一 EG。， CE, 所 以 问题 又 转化 为 要 证 BPD。 
4D=CE。CG, 由 于 CE. CG=CD: ,连结 4C 后 也 可 证 BD，AD 
= 一 CD: ,分 析 完 成 . 

在 取 CE 为 平行 方向 线段 后 ,平行 线 也 


可 以 过 内 分 点 已 作 ,也 就 是 过 正 作 下 EN/ A 
| BF BH or A 
CE 交 4AB 于 互 , 就 有 EF 一 EE 二 ' 问 题 就 转 Al 








(Lb 
-BH ED BH BD—DH BH EOD 4 
ED BD—DH 


以 应 证 4 一 DH 一 ED’E? 。 DH—ED’= 

AD. BD- AD . DH. 由 条 件 AB 是 半圆 的 直径 ,连结 4C 后 可 得 
4CB= 90", 并 进一步 可 得 4D。BD=CD?, 所 以 上 式 又 转化 为 
ED*» DH+AD.: DH=CD:+ED’, 但 人 CDE=90°,CD’+ED’= 
CE?, 而 ED 二 4D 二 EA, 所 以 问题 又 转化 为 要 证 DH… EA=CE’, 
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一 ER: 但 因 LCDE==90°,DG |CE, 可 得 人 FDH = 人 DCE， 
LDFH=LCDE=90", 所 以 ADHFOACED,FE 一 E5 ,问题 又 
成 为 应 证 5 一 ZE85. 而 这 四 条 比例 线段 两 两 组 成 人 EC4 和 
ADFC , 且 可 证 明 4EC=~CDPF ,FE4C=DCFP ,所 以 这 两 个 
三 角形 相似 ,上 述 性 质 就 可 证 明 . 

本 题 的 分 析 也 可 以 ED 和 AD 这 一 组 
重合 在 一 直线 上 的 相 比 线段 开始 . 那 就 可 以 |， 
取 过 端点 的 线段 EC 为 平行 方向 线段 , 平 AZ 
行 线 就 可 以 过 内 分 点 万 作 ,也 就 是 过 D 作 ,Lk 入 
DH/ EC 交 4C 于 互 ,这 就 应 先 连结 AC， 


图 6。213 
就 可 得 = % 辣 ,问题 就 成 为 要 证 CF 一 


Go. 由 4B 是 半圆 的 直径 , 了 A4CB= 二 90" 和 CDJ」AB, 可 得 人 人 ACD 


二 ABC,; 由 CDE= 二 90° 和 DG LCE, 可 得 人 BDF = 人 DCE, 而 
由 EC/ DH ,又 可 得 了 DCE 二 人 CDH ,所 以 人 BDF= 二 人 CDH ,就 


可 证 得 和 人 BDF 和 CDH ,是 一 对 旋转 型 相 


似 三 角形 ,所 以 一 五 访 ; 那 么 问题 就 转 而 4 


: t 
应 证 G 广 一. 经 过 措 图 可 以 发 现 它们 两 Se 
两 组 成 ACFD 和 人 AHD, 且 可 以 证 明 AAS 
LCDF 一 LADH,LDPCF= LDAH, 这 两 ， < 
个 三 角形 相似 ,完成 分 析 . 
车 取 过 内 分 点 D 的 .DC 为 平行 方向 线 
眉 , 则 平行 线 可 过 端点 作 ,也 就 是 过 忆 作 EH/CD 交 AC 的 延 


长 线 于 万 ,这 时 也 应 先 连 结 4C, 就 可 得 中 一 全 ,问题 就 成 为 应 


图 6.。214 
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BF HC 
证 iF= cA 由 于 人 BCA=90°,CD |]AB, 可 得 人 FBD= PDCA 


二 人 人 CHE, 人 BDC=90° 和 DG | CE, 又 可 得 人 FDB= /ECD= 
人 CEH ,所 以 APDBwACEH, 写 ==[ 翰 , 所 以 问题 成 为 要 证 
二 SE, 那 末 再 由 人 FCD= LCAE，, 人 RDC= LCEA, 可 得 AFCD 
DACAE, 从 而 可 证 明 结 论 . 

在 取 DC 为 平行 方向 线段 时 ,平行 线 也 


可 过 另 一 个 端点 4 作 . 也 就 是 过 4 作 4H/ 人 
ED EC c | 


DC 交 EC 的 延长 线 于 玉 , 就 可 得 4 一 凑 C， 了 
问题 就 成 为 要 证 ER 一 名 .由 AH// DC,CD [ALIN 
了 4B, 可 得 AH 4B, 而 4B 是 半圆 的 直 B 0 D 4 
径 ,所 以 AF 与 半圆 相 切 于 4,4C 是 过 切 点 图 6. 2315 

的 弦 ,可 得 CA4C=DBF. 由 CDE=PDGC=90", 又 可 得 
LEDG= LECD= LCHA4, 所 以 AFBDPACAH,B4 一 EH 从 


而 问题 转化 为 要 证 把 一 大 5. 由 于 可 证 明 


和 信 ECAww 人 和 人 DFC, 分 析 完 成 . 
、 、CF 4 -AAA 
本 题 要 证 的 结论 二 = 二 ;经 过 描 图 后 [2 


可 以 发 现 CF 和 BF 这 一 组 相 比 线段 重 和 在 8 ”EDD 人 
一 直线 上 ,上 且 过 端点 B.C 和 内 分 点 下 的 三 N+216 
直线 共 点 于 DD, 所 以 可 添加 平行 线 型 相似 三 角形 的 组 合 图 形 进行 
证 明 ,添加 的 方法 是 作 同 与 共 点 三 直线 相交 的 BC 的 平行 线 . 于 是 
CE HK 要 
成 为 要 证 一 和 .这 是 一 个 新 的 比例 关系 ,经 过 描 图 可 以 发 现 
两 组 相 比 线段 都 重 蕉 在 一 直线 上 , 且 有 一个 公共 的 端点 已, 从 而 可 
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C : C 


A 


B EOD A B EOD A 


图 6。217 图 6.218 

添加 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 ,添加 的 方法 是 将 端点 和 端点 ， 
内 分 点 和 内 分 点 分 别 连 接 起 来 ,也 就 是 连接 AH 后 ,应 证 AH/ 
DK. 但 已 知 DKJLCE, 所 以 又 应 证 AH_LCE ,根据 垂 线 的 定义 , 延 
长 4 五 交 EC 于 NN 后 ,应 证 人 ANC==90°. 这 样 AN 就 应 是 八 ACE 
的 一 条 高 ,于 是 先 应 连结 4C ,而 CD 也 是 八 ACE 的 一 条 高 , 那 末 
就 应 证 它们 的 交点 瑟 是 A4C 瓦 的 垂 心 ,但 AN 这 条 高 是 结论 ,不 
好 用 ,所 以 将 另 一 条 高 添 全 ,也 就 是 延长 EH 交 4C 于 M, 由 EM 
ABC 和 一 4CB=90", 就 可 证 明志 4MC 王 90" ,分析 完 成 . 





图 6. 219 图 6。220 
例 20 已 知 : 人 4BC 中 ,4D 是 边 BC 上 的 中 线 ,EF 分 别 是 
4B、AC 上 的 点 , 且 AE 一 4F,EF 交 4D 于 G. 求 证 :4 一 人 
分 析 : 本 题 要 证 的 结论 是 线段 之 间 的 比例 关系 ,经 过 描 图 可 以 
发 现 EG 和 FG 这 一 组 相 比 线段 现在 重 和 到 在 一 直线 上 , 且 过 端点 
E.F 和 内 分 点 G 的 三 直线 共 点 于 4, 所 以 可 添加 平行 线 型 相似 三 
角形 的 组 合 图 形 进 行 证 明 . 添加 的 方法 是 作 与 共 点 三 直线 都 相交 
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的 EF 的 平行 线 , 所 以 过 C 作 CH/FE 交 


A 
AB、AD 于 HK, 就 可 得 让 一 2 天, 问题 就 [人 
E 
成 为 要 证 二 芒 一 和. 但 在 作出 EP/ HC 后 ， 
又 可 得 人 AEFAAHC,AC= AH, 所 以 就 作 7 人 、 
应 证 如 一 4 中 ,这样 又 出 现 了 4 有 和 4B 这 8， 了 5 
一 组 相 比 线段 重合 在 一 直线 上 ,又 可 以 添加 图 6. 221 


平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 若 取 过 端点 4 的 线段 4 为 平行 
方向 线段 , 则 平行 线 可 过 另 一 个 端点 B 作 ,也 就 是 过 B 作 BM/ 


D4 交 CH 的 延长 线 于 M ,就 可 得 ABMHOAAKH ,4 于. 


但 由 BD=CD 和 BM/DK ,可 得 MK 一 CK ,所 以 分 析 可 以 完成 . 
在 上 述 分 析 中 ,在 取 4D 为 平行 方向 线段 后 ,平行 线 也 可 过 内 
分 点 鼠 作 , 则 过 已 作 EMN4D 交 BC 于 M, 就 可 得 4 一 2 


但 DB 一 DC, 而 由 MH/DK, 也 可 得 一 和 ,分析 完成 





BM D C B a? C 
图 6。222 全 6。223 
如 取 过 内 分 点 的 线段 HK 为 平行 方向 线段 , 则 平行 线 可 过 端 
点 B 作 ,也 就 是 过 B 作 BM/HK 交 4D 的 延长 线 于 MM, 就 可 得 
A4HKcA4BM,4 呈 = 下 ,从 而 问题 就 成 为 要 证 BM=CK. 
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由 条 件 BD 一 CD,BM/ KC, 可 证 明和 人 BDM 和 ACDK 是 一 对 中 
心 对 称 型 全 等 三 角形 ,所 以 BM 二 CK 就 可 以 证 明 . 
如 取 过 端点 的 线段 BD 为 平行 方向 线 
段 , 则 平行 线 可 过 内 分 点 瑟 作 , 也 就 是 过 五 
作 HM/BD 交 AD 于 MM, 就 可 得 和 人 AHMc LA 


AH HM 
人 4BD, 4 一 85’ 而 已 知 BD=CD, HM , F 
和 CD 又 是 一 组 平行 线段 ,所 以 人 HMK 和 
人 CDK 也 是 一 对 平行 线 型 相似 三 角形 ,了 5 


一 从 ,从 而 也 可 完成 分 析 . 
.在 取 BD 为 平行 方向 线段 时 ， 

平行 线 也 可 以 过 另 一 个 端点 4 

作 , 也 就 是 过 4 作 A4M/ CB 交 

CH 的 延长 线 于 MM, 则 可 得 

AH 

人 AAMH ww ABCH， 和合 = 
AM AM 图 6，225 

AM+BC™ AM+2CD' WW CD 和 

AM 是 平行 线段 ,它们 四 个 端点 两 两 的 连 线 在 天 点 相交 ,所 以 又 


可 应 用 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 ,于 是 可 得 ACDK co 
AM4K,5 太 = 和 大. 与 要 证 的 结论 相 比较 ,可 知 问题 成 为 应 找 出 


BC CH CK4HK CD 
MK 与 CK、HK 之 间 的 关系 . 由 有 17 一 开矿 RA AM™ 


得 CR+HE _2CK 
2CK » HK CK CK—HK ,., 1 
CK—HK CR 2HK .所 以 4 有 一 2CD 
1 十 二 条 











MK = 
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1 _ 1  __HK 
2CK CK—HK CK 
1 十 4K 1 十 HK 


本 题 在 作出 CH EF ,并 将 问题 转化 为 
要 证 玉 全 一 人 全 后 ,也 可 以 再 从 BD.CD 这 一 


组 相 比 ( 等 ) 线 段 重 得 在 一 直线 上 出 发 进行 分 
析 , 那 末 仍 应 添加 平行 线 型 相似 三 角形 进行 7 
证 明 . 如 取 过 端点 的 线段 BA 为 平行 方 和 8  D 5 
线段 , 则 平行 线 可 过 内 分 点 DD 作 , 也 就 是 过 I 6 226 
万 作 DM/BA 交 CH 于 AM ,就 可 得 HM = 


1 DM _MK MK _ 
CM,DM = 7 BH 和 人 和信 AHK 0D ADMK, aE ™ HE’ HK 





A 


1 1 
BH pm AH+DM CM AH+aBH 
"HR™ AH 'HK™ AH 





MK 二 CM _ 
以 FE = 
TBH AH+3BH 
十 一 4 六 一 ,就 可 推 得 上 述 性 质 : 


本 题 在 添加 平行 线 型 相似 三 角形 的 组 合 图 形 时 ,平行 线 也 可 
以 过 D 作 ,也 就 是 过 D 作 HK/EF 交 AB 于 HH, 交 AC 的 延长 线 








图 6 227 图 6。 228 
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于 天, 就 可 得 关 E 一 大 万 ,问题 就 成 为 要 证 中 局 一 465. 经 过 描 图 可 
以 发 现 HD 和 KD 这 一 组 相 比 线段 仍然 重 登 在 一 直线 上 ,所 以 还 
是 可 添加 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 如 取 CK 为 平行 方向 线 
段 , 则 平行 线 可 过 端点 及 作 , 也 就 是 过 万 作 HM//CK 交 BC 于 
M, 就 有 和 HDMODAKDC, = 六 ,问题 又 应 证 C 尖 一 全 .而 


由 HM//CK, 又 可 得 人 BHMoDABAC, 人 一 务 ,这 样 问题 又 


成 为 要 证 B=CK. 由 条 件 BD 一 CD, 目 BC、HK 在 DD 点 相交 ， 

就 可 添加 中 心 对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 , 于 是 过 B 作 BN//KC 

交 KH 的 延长 线 于 NN, 就 可 证 明 人 BDNS 人 CDK,BN==CK, 那 

就 又 要 证 BN= BH. 而 由 BN/KAh, 可 得 人 BNHWDHA 人 AKH, 由 

HK/ EF, 可 得 人 AKHOAAFE, 且 已 知 AE=AF ,分析 完 成 . 
如 取 BH 为 平行 方向 线段 , 则 平行 线 

可 过 端点 天 作 , 也 就 是 过 开 作 KM/BA 4 

交 BC 的 延长 线 于 M, 就 可 得 RP 一 RK 5 

而 由 KM/BA,AKMCOAABC, 又 可 得 | 


CK KM > 办 亚 ] 一 


CK. 那么 过 C 作 CN/ 4B 交 HK 于 N， 
在 证 明了 和信 BDH 和 人 和 CDN,BH=CN 和 图 6" 229 
ACNKEcA4DPKcwA4EF 后 ,再 根据 AE = AF 就 可 以 完成 分 
析 . 

在 添加 平行 线 型 相似 三 角形 的 组 合 图 形 时 ,平行 线 也 可 以 过 
B 作 , 也 就 是 过 B 作 BK/ EF 交 4PD 的 延长 线 于 已 , 交 AC 的 延 
长 线 于 K. 就 可 得 恕 一 了 入 ,人 AEFAABK 和 AB 一 AK, 于 是 


要 证 的 结论 转化 成 名 全 一 4. 经 过 描 图 又 出 现 4C 和 AK 这 一 组 
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E E 
F F 
M 

B ~ /局 CC B ~、 人、 站 7 
Hy ~ 一 ~ 7 

~ 2 

和 K 

图 6。230 图 6，231 


相 比 线段 重 释 在 一 直线 上 ,所 以 又 可 添加 平行 线 型 相似 三 角形 进 

行 证 明 . 如 取 AD 为 平行 方向 线段 , 则 平行 

线 可 过 端点 天 作 , 也 就 是 过 天 作 KM/ 4 

HA 交 BC 的 延长 线 于 M, 就 可 得 A4DCc 
AC DC BD BD BH 





AKMC, 3K DM DM'TDM KE’ 人 F 
而 也 可 完成 证 明 . fe 

本 题 上 述 分 析 在 取 AD 为 平行 方向 线 “ “六 ~、、 /人 
段 时 ,平行 线 也 可 以 过 内 分 点 C 作 ,也 就 是 a 
过 C 作 CM//AD 交 BK 于 M, 则 用 == 图 6.232 


如 以 ,但 由 BD==CD 可 得 HM 一 BH, 所 以 分 析 也 可 以 完成 


如 取 过 端点 4 的 4B 为 平行 方向 线段 , 则 平行 线 可 过 内 分 点 
C 作 , 也 就 是 过 C 作 CM/AB 交 BK 于 M, 就 可 得 人 一 有 RK, 从 


而 要 证 2 从 一 入: 于 是 将 BM、.BK 都 化 成 BH .KH 的 关系 ,就 成 


,BHIHM_ BH jmp ig 人 
为 要 证 BF7 二 RR 末 一 RK 到 ?化 简 后 成 为 要 证 MH KH=BH’. 由 


条 件 BD 二 CD, 且 BC、AH 相交 于 人 D, 所 以 又 可 添加 中 心 对 称 型 全 
等 三 角形 进行 证 明 , 于 是 延长 CM 交 4H 的 延长 线 于 入 , 即 可 得 
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8 ~~~、iD 1/ 
H ~_ 


图 6，233 图 6。234 
人 ABD 咽 和 NCD, 4B =CN. 而 由 CM/ 4B, 可 得 人 人 KCMcn 
CM KM KH-MH MN MH 
AKAB, AB— BK” KHTBH'’ MN/A4B, 相 得 48 = BH; 


CM, MN_CN ,KH—MH ME i 


明 MH. KH=BH:'. 
在 取 4B 为 平行 方向 线段 时 , 平 
行 线 也 可 过 另 一 个 端点 玉 作 , 则 过 天 








作 天 MAB4 交 BC 的 延长 线 于 M， E ， 
本 4C _ BC 
就 可 得 人 ABCw AKMC, 4K BN CN 
2DC DC 8 ~D \ A 27 
-3DCTCM 一， 1 于是 根 ~ 
DC 十 方 CM ~Y 
A 1 i 
据 线段 倍 半 关 系 的 定义 ,应 将 地 CM 图 6，235 


作出 ,也 就 是 取 CM 的 中 点 ,问题 就 成 为 应 证 包 R 一 各 并 经 过 
描 图 ,可 以 发 现 这 两 组 相 比 线段 都 重 到 , 且 有 一 个 公共 的 端点 B， 


所 以 连结 KN 后 ,应 证 KN/HD. 但 自 纺 = 级 和 BC=2CD， 
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MC=2CN, 可 得 二 一 修 , 所 以 上 NA DA4 就 可 以 证 明 . 

本 题 的 分 析 也 可 以 从 BD 和 CD 这 一 组 
相等 线段 重合 在 一 直线 上 开始 进行 ,由 于 这 
时 过 端点 B.C 和 内 分 点 DD 的 三 直线 共 点 于 
A4, 所 以 也 可 添加 平行 线 型 相似 三 角形 的 组 合 
图 形 进 行 证 明 . 添加 的 方法 是 作 同 和 共 点 三 
直线 相交 的 BC 的 平行 线 ,于 是 过 巨 作 EK/ 

~ raEH_KH 

BC 交 4D、4c 于 矿 \K, 就 可 得 5 二 CD? 
尼 末 一 天 于 .同时 又 可 得 AMEKcA4BC, 全 = 做 = 入 :由 于 
AK、AF 这 一 组 相 比 线 段 又 重奖 在 一 直线 上 ,所 以 仍 可 添加 平行 
线 型 相似 三 角形 进行 证 明 , 于 是 过 政 作 FM/KH 交 AD 于 M, 可 


得 从 一 KEH ,那么 再 由 EH/ FM, 和 人 EHGDAFMG, 守 





得 AF 一 FM FM 
== 尖 完成 证 明 . 

本 题 的 分 析 在 作出 EK// BC 交 AD、AC 
于 三 \ 开 ,并 将 问题 转化 为 要 证 号 一 全 后 ， 
由 于 出 现 的 也 是 相 比 两 线段 重奏 ,所 以 也 可 
以 应 用 三 角形 面积 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 
明 . 由 于 太 、A 是 过 内 分 点 G 的 直线 上 的 两 BD 了 ( 


、 EG SS 
点 ,所 以 连结 HF 后 ,有 翅 一 古 ( 其 中 Si 一 图 6。237 
SAagH Ss = SAarH ). 而 由 EH= KH, 可 得 Si 二 S;( 其 中 q93 一 
EG 5, AK _S; 


Saakr) ,所 以 7 二 3 另 一 方面 又 有 FF 一 5,， 所 以 结论 可 以 证 


明 . 
例 21 已 知 :4B 是 ©O 的 直径 ,E 是 ©O 上 的 一 点 ,过 巨 作 
Q@O 的 切线 交 过 4、B 所 作 @0O 的 切线 于 D.C. EF | AB, 垂 足 是 
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FF,EF 交 AC 于 G. 求 证 :EG=FG. 


A 0O F B 





多 6。238 多 .6 。239 
分 析 : 本 题 条 件 中 给 出 4B 是 ©O 的 直径 ,E 是 半圆 上 的 一 
点 ,所 以 可 应 用 半圆 上 的 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 由 于 





| 寻 6。240 图 6。241 
已 知 图 形 中 有 直径 ,有 半圆 上 的 点 ,而 没有 圆周 角 , 所 以 应 先 将 贺 
周 角 添上 , 即 连结 AE、BE, 可 得 人 AEB 二 90". 另 一 方面 ,由 EF | 
AB 和 CB| AB, 可 得 EF/CB, 于 是 结论 中 出 现 的 两 条 相等 线段 
就 重合 在 一 组 平行 线段 上 , 且 过 两 端点 匡 .F 和 内 分 点 G 的 三 直线 
共 点 于 4, 从 而 可 添加 平行 线 型 相似 三 角形 的 组 合 图 形 进 行 证 明 . 
添加 的 方法 是 将 共 点 三 直线 和 这 一 组 平行 线 相交 ,所 以 延长 AE 
交 BC 的 延长 线 于 吾 , 得 和 一 区, 从 而 只 要 证 明 BC= BC. 又 因 
为 A.E.H 成 一 直线 ,所 以 人 BEH = 二 90°, 那 末 C 就 成 为 RAABHE 
的 斜 边 的 中 点 ,从 而 又 可 应 用 直角 三 角形 斜 边 上 的 中 线 的 基本 图 
形 的 性 质 进 行 证 明 , 即 证 明 HC、BC 都 和 EC 相等 . 由 于 CE、CB 
都 和 @O 相 切 ,所 以 CE 二 CB. 而 由 人 BEH = 90°, CEB 一 
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CBE, 就 可 以 证 明 人 CEH 一 人 CHE 和 CH=CE, 从 而 完成 分 
析 ， 

由 本 题 的 条 件 4B 是 半圆 的 直径 和 CB 
与 半圆 相 切 于 有 ,可 得 CB 上 4B, 而 已 知 EF D 
了 4B, 所 以 EF// AB, 这 样 结论 中 出 现 的 FG E 
就 成 为 人 ABC 内 边 BC 的 平行 线段 ,所 以 可 % 
应 用 平行 线 型 相似 三 角形 的 性 质 进行 证 明 . 

FG _AF 


和 fo_AF A O F B 
于 是 可 得 人 A4GFcA4CB, 庆 一 5: 根据 oa 


同样 的 道理 ,可 得 EG // DA, 人 CEG o 


EG CE , 
ACDA,2F= ED: 但 由 DE、DA 分 别 与 半圆 相 切 于 E、A, 可 得 


pA=DE, EG— Dp. 另 一 方面 ,由 BC/FE// AD, 也 可 得 


短 _PE, 卓 BCEC, 所 以 也 可 证 得 PG-2C5DE = 人 0， 
从 而 分 析 完 成 . 

由 本 题 的 条 件 可 得 EF /CB,FG 成 为 
A4BC 内 边 BC 的 平行 线段 ,所 以 可 应 用 平 
行 线 型 相似 三 角形 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 


明 . 于 是 可 得 A4FCoA4BC ,中 = 对. 而 











加 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 ,添加 的 方 
法 是 将 这 四 个 端点 两 两 连结 起 来 ,于 是 连结 
BE 交 CG 于 瑟 ,就 可 得 AEBGHcABCH,2E 2. 这 样 问题 就 


转化 成 要 证 4 一 全. 这 是 一 个 新 的 比例 关系 ,经 过 描 图 可 以 发 


.现成 比例 的 四 条 线段 都 重合 在 一 条 直线 上 , 且 组 成 线段 CG 的 内 
分 的 比 和 外 分 的 比 相等 ,从 而 可 应 用 三 角形 内 外 角 平 分 线 的 基本 
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图 形 的 性 质 进行 证 明 . 这 时 过 内 外 分 点 的 两 条 互相 垂直 的 线段 就 
应 分 别 是 内 外 角 平 分 线 , 于 是 连结 4E, 由 AB 是 半 贺 上 的 直径 ,EE 
是 半圆 上 的 一 点 ,可 得 4EB= 90", 这 样 问题 就 应 证 EH 是 
人 GEC 的 角 平 分 线 . 由 EF 是 Ri: 八 ABE 的 斜 边 上 的 高 ,可 得 
人 BEF 二 人 BAE, 由 CE 与 半圆 相 切 于 已 ,BEB 是 过 切 点 的 弦 , 可 
得 BEC 二 人 BAE, 所 以 LGEH = 二 ACEH 可 以 证 明 . 青 由 CE、 
DD 成 一 直线 和 AEB 一 90°, 可 得 AEG 二 AED, 那 末 应 用 三 角 
形 的 内 外 角 平 分 线 的 性 质 就 可 以 证 明 上 述 结论 . 

例 22 已 知 ; 正 方形 4BCD 中 ,EE 是 CD 的 
中 点 ,已 是 4D 上 的 一 点 , 且 DF 一 二 4D. 求 证 ， 人 R_D 
BE=2EF. 

分 析 : 本 题 要 证 明 的 性 质 BE=2EF ,是 两 条 
线段 之 间 的 倍 半 关系 , 且 又 给 出 了 EE 是 CD 的 中 
点 ,所 以 可 应 用 三 角形 的 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 
质 进行 证 明 . 于 是 首先 考虑 将 半 线 段 EF 取 作 三 
角形 的 中 位 线 , 那 末 必须 要 使 上 .FF 都 成 为 线 
段 的 中 点 ,于 是 在 FA 上 截取 FG==FD, 那 未 4 GF 
EF 这 两 个 中 点 的 连 线 就 是 三 角形 的 中 位 线 ， NA 
现在 图 形 中 是 有 中 位 线 , 而 缺少 三 角形 的 边 ， E 
所 以 连结 CG, 就 可 得 CG 二 2EF ,问题 就 成 为 -一 人 
要 证 BE 二 CG. 而 这 两 条 线段 可 以 分 别 看 作 是 8 C 
Ri 人 BEC 和 RACcGD 的 斜 边 , 而 在 这 两 个 三 图 6，245 
角形 中 ,有 BC 二 CD, 人 BCE= CDPG=90", 且 在 证 明了 G 也 是 
AD 的 中 点 后 ,就 有 CE 二 DG, 从 而 可 证 明 这 两 个 三 角形 是 一 对 线 
正方 形 的 中 心 旋转 90°" 的 全 等 三 角形 ,所 以 分 析 可 以 完成 . 

本 题 在 应 用 三 角形 的 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 进行 分 析 时 ， 
也 可 以 将 倍 线段 BE 取 作 三 角形 的 边 , 由 于 BE 可 以 看 作 是 


be 
oO 
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ABCcE 的 一 条 边 , 所 以 可 作出 
和信 BCE 中 与 BE 平行 的 中 位 线 ， 
于 是 取 BC .CE 的 中 点 GH, 并 连 A ED 
结 GH, 就 可 得 BE =2GH ,这样 
问题 就 成 为 要 证 GH 二 EF, 由 于 
GE 分 别 是 BC .CD 的 中 点 ,H、F a 
分 别 是 CD、.DA 的 四 分 之 一 分 点 ， B G C 
所 以 也 可 以 证 明和 信 GHC 空 | 
和信 EFD, 从 而 也 可 以 完成 分 析 . 图 6" 246 

由 于 本 题 结 论 中 出 现 的 两 条 线段 可 以 分 别 看 作 是 Ri: 作 BEC 
和 RiAEFD 的 斜 边 , 而 BC 二 2CE=2ED, 且 还 可 证 明 CE=2DF， 
所 以 ABECoAEFD, 这 样 也 就 可 以 证 明 BE 二 2EF. 

例 23 已 知 :正方 形 4BCD 的 对 角 线 AC、BD 相交 于 0,BE 
是 人 CBD 的 平分 线 , AF BE 交 BC、BD 于 KF、G. 求证 :CF == 
2GO. 





图 6。247 图 6。248 
分 析 : 本 题 要 证 明 的 结论 CF 二 2GO 是 两 条 线段 之 闻 的 倍 半 
关系 , 且 由 于 正方 形 的 对 角 线 相交 于 O, 所 以 O 是 对 角 线 4C 的 中 
点 ,从 而 可 应 用 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 .于 是 首 
先 可 考虑 将 倍 线段 CF 取 作 三 角形 的 边 ,由 于 CF 可 以 看 作 是 
入 ACF 的 边 , 所 以 应 添加 与 CF 平行 的 中 位 线 , 因 为 O 已 是 4C 
的 中 点 ,所 以 取 AF 的 中 点 互 , 并 连结 OH ,就 可 得 CF=2OH ,CF 
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/OH ,这样 问题 就 转化 成 要 证 OH 一 OG. 而 这 是 两 条 具有 公共 端 
点 O 的 相等 线段 ,所 以 问题 就 是 要 证 和 OPC 是 等 腰 三 角形 . 而 由 
OH/FB,OB、HF 相交 于 G, 可 得 AOEGoABFG, 这 样 问题 又 
成 为 要 证 ABFG 是 等 腰 三 角形 ,由 于 BE 是 人 CBD 的 平分 线 和 
AF | BE, 所 以 BG= BF 可 以 证 明 , 分 析 也 就 可 以 完成 . 


本 题 在 应 用 三 角形 的 中 位 线 的 基本 图 形 
的 性 质 进行 分 析 时 ,也 可 将 半 线 段 OG 取 作 三 
角形 的 中 位 线 , 这 时 首先 就 应 使 OG 这 两 个 端 
点 都 成 为 线段 的 中 点 ,于 是 延长 AF 到 态 , 使 
DG= 4G ,并 连结 C 娓 , 即 可 得 CH/ OG CH 
二 20G, 这 样 间 题 就 转化 为 要 证 CH = 二 CF. 那 
末 由 OG/WCH、 人 入 BGFwWA 作 CHF, 和 由 天 平 
分 人 GBF,AF BE 推 得 的 BG= BF ,完成 证 
明 . 

本 题 要 证 的 结论 是 两 条 线段 之 间 的 倍 半 
关系 ,所 以 也 可 以 根据 线段 倍 半 关系 的 定义 ， 
将 倍 线段 两 等 分 ,也 就 是 取 CF 的 中 点 互 后 . 
证 明 CF 的 一 半 , 也 就 是 FH 和 OG 相等 . 由 十 
O 也 是 4C 的 中 点 ,这 样 就 出 现 了 两 个 中 点 ,是 
多 个 中 点 问题 ,所 以 可 应 用 三 角形 的 中 位 线 的 
基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 由 于 石和 0O 这 两 





多 6，。249 


型 


N 


H 


SA 
B F 


图 6，250 


个 中 点 所 在 的 线段 FC、AC 具有 公共 端点 C, 可 以 组 成 人 CAF ,所 
以 OH 这 两 个 中 点 的 连 线 就 是 三 角形 的 中 位 线 , 但 现在 图 形 中 是 
有 三 角形 而 没有 中 位 线 ,所 以 应 将 中 位 线 添 上 , 即 连结 OR ,可 得 
OH / AF, 而 现在 要 证 FH 二 GO, 则 由 OHAHGF, 可 得 人 BGF0 


和 BOH, 妈 一 和 ,所 以 又 应 证 BG 一 BF, 那 末 由 BE 平分 人 GBF 


和 AF BE 也 就 可 以 完成 分 析 . 
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本 题 在 根据 线段 的 倍 半 关系 的 定义 进行 
分 析 时 ,也 可 以 先 作出 半 线 段 的 两 倍 , 也 就 是 4 D 
在 OD 上 截取 0 万 =OG , 那 末 问题 就 成 为 要 证 NO 
CF 二 HG. 但 在 作出 OH==OG 后 ,由 于 又 有 /NN E 
04=0C, 且 4C.G 相交 于 0, 从 而 就 出 现 了 | 多 -一 
两 组 相等 线段 都 在 一 组 对 顶 角 的 两 边 , 且 成 -+ 8 F 5 
直线 ,所 以 就 可 添加 中 心 对 称 型 全 等 三 角形 进 .图 6 251 
行 证 明 ,于 是 连结 HC, 即 可 得 八 A0G 名 人 COH, 人 04G = 
人 OCH,CH /GAh, 八 BGFWABHC. 那 末 再 由 BE 平分 人 GBF， 
AF | BE, 在 证 明了 BG=BF 后 ,也 就 可 以 完成 分 析 . 

例 24 已 知 : 俯 4BC 中 ,4B=AC,AD_|」BC, 垂 足 是 D,E 是 
AD 上 的 一 点 , 且 EA 二 EB,CF | AB, 生 足 是 下 ,是 交 EB、AD 于 
G. 旦 .求证 :BG=2DH. 


B D 


Le] 





图 6，252 图 6。253 
分 析 : 本 题 条 件 中 给 出 4B 王 4C,4D 1LBC, 所 以 万 是 BC 的 
中 点 . 现在 要 证 明 BG 二 2DH ,是 两 条 线段 之 间 的 倍 半 关系 , 且 是 
与 BC 的 中 点 D 有 联系 ,所 以 可 添加 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 进 
行 证 明 . 于 是 可 先 考 虑 将 倍 线段 BG 取 作 三 角形 的 边 ,再 作 与 BG 
平行 的 三 角形 的 中 位 线 . 由 于 BG 可 以 看 作 是 ABCcC 的 一 条 边 ， 


”所 以 取 CG 的 中 点 天 ,并 连结 DK ,就 可 得 DK// BG,BG=2DK. 
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问题 就 转化 为 要 证 DK = DH, 人 DHK = 
LDKH. 由 条 件 CF 1 A4B, AD | BC, 所 以 
互 .F、.B.D 四 点 共 圆 , 且 由 于 FH\C 成 一 直 
线 , 所 以 人 LDHK= 二 人 ABC. 而 由 C、K、H 成 . 
一 直线 ,又 可 得 人 DKH= 人 人 KDC 二 人 KCD,， KF 
而 ZKDC= 人 EBC, LKCD=LBAD; 而 条 1/ 
件 中 又 有 EB=EA, 人 BAD 一 人 EBA, 所 以 
就 可 证 明 人 LDKH = LEBC 二 人 EBAh = 
了 ABC, 从 而 可 完成 分 析 . 图 6 254 

本 题 在 应 用 三 角形 的 中 位 线 的 基本 图 形 进 行 证 明 时 ,也 可 以 
将 半 线 段 DH 取 作 三 角形 的 中 位 线 , 那 就 应 添 与 DH 平行 的 三 角 
形 的 边 ,于 是 由 DD 是 BC 的 中 点 ,可 知 应 过 已 作 BK/DH 交 CF 
的 延长 线 于 天 ,就 可 得 KH 二 CH ,BK 一 2DH ,问题 就 成 为 要 证 
BK=BG. 由 BK//DA, 可 得 LKBA= 二 人 BAD, 而 由 条 件 EA4= 
EB, 可 得 LEBA= 二 人 EAB, 所 以 LKBA== 人 EBA, 那 末 再 由 BF 
了 KG, 就 可 以 证 明 BK=BG. 

本 题 要 证 明 的 结论 BG 二 2DH ,是 两 条 A 
线段 之 间 的 倍 半 关 系 , 所 以 可 根据 线段 倍 半 
关系 的 定义 , 取 BG 的 中 点 天 后 ,证 明 BG 的 
一 半 , 即 GK 和 DH 相等 .而 由 DK 分 别 是 
BC.、BG 的 中 点 ,所 以 应 用 三 角形 的 中 位 线 的 Wy | 
性 质 可 得 DK/CG, 再 由 CF 上 4B, 可 得 DK 上 上、 
上 4B, 而 已 知 AD 1 BC, 所 以 人 KDE = 
/ABD, 而 由 LEKD= 人 EBD+ 人 KDB= 图 6， 255 
ZEBD+/LBAD= /AEBD+AEBA= 了 ABD, 就 可 得 KDE 
/EKD,EK=ED, 耐 GH/ KD,P 以 GK=DH 可 以 证 明 . 

本 题 在 根据 线段 之 间 的 倍 半 关系 的 定义 来 进行 分 析 时 ,也 可 
以 作 半 线段 的 2 倍 ,也 就 是 延长 HD 到 天 ,使 DK=HD 后 ,证 明 
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HK=BG. 而 由 条 件 中 给 出 4B=4C,4D1 A 
BC ,可 得 BD=CD. 于 是 又 出 现 了 两 组 相等 

线段 在 一 组 对 项 角 的 两 边 , 且 成 一 直线 ,所 

以 可 应 用 中 心 对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 . 

从 而 可 证 明和 人 CHD 人 BKD, LDCH= FF 
DBK,BKAPC,KB AB, 从 而 进一步 可 


证 明 ZEKB= 人 ABD, 人 EBK= 人 EBD+ B 一 ~~P c 
/DBK = /EBD+ /LBAK = /EBD+ K 
了 4ABE 一 人 ABD, 从 而 也 可 完成 分 析 . 图 6。256 


例 25 已 知 :人 A4BC 中 ,48B 二 4AC,D 是 BC 的 延长 线 上 的 一 
点 , 且 DC=BC,E 是 48B 的 延长 线 上 的 一 点 , 且 BE==2BA. 求 证 : 
DE=2AD. | 





图 6. 257 图 6. 258 
分 析 : 本 题 要 证 明 的 结论 是 两 条 线段 之 间 的 倍 半 关 系 , 且 条 件 
中 还 给 出 C 是 BD 的 中 点 ,所 以 就 可 应 用 三 角形 中 位 线 的 基本 图 
形 的 性 质 进行 证 明 . 于 是 首先 可 考虑 将 倍 线段 DE 取 作 三 角形 的 
边 , 由 于 DE 可 以 看 作 是 ABDE 的 一 条 边 ,所 以 就 应 添加 与 DE 
平行 的 一 条 中 位 线 ,于 是 取 BE 的 中 点 下 ,并 连结 CF ,就 可 得 DE 
= 2CF, 问 题 就 转化 成 要 证 AD 一 CF. 由 于 这 两 条 线段 分 别 是 


。490。 





人 ACD 和 人 FBC 的 边 , 且 我 们 有 CD=BC,AC=AB= 坟 BE 
FB, 所 以 这 两 个 三 角形 必定 全 等 . 但 要 证 这 两 个 三 角形 全 等 , AD 
二 CF 这 个 性 质 是 结论 ,不 能 用 ,而 另 两 个 条 件 都 是 边 相 等 ,所 以 
第 三 个 条 件 只 能 是 证 明 它们 的 夹 角 相 等 ,也 就 是 要 证 人 ACD = 
ZFBC, 由 条 件 4B = AC, 了 ABC = 人 ACB, 所 以 人 ACD 和 
了 FBC 这 两 个 角 相 等 就 可 以 证 明 . 

本 题 在 应 用 三 角形 中 位 线 的 基 


本 图 形 进 行 分 析 时 ,也 可 以 将 半 线 和 

段 4D 取 作 三 角形 的 中 位 线 , 那 就 \~、、 

应 使 4 和 DD 都 成 为 中 点 ,于 是 延长 A ~ 

CA 到 G, 使 4G=4C, 延 长 CD 到 ~ 
F, 使 FD==CD, 并 连结 FG, 就 可 得 B ~p 


GF 二 24D, 间 题 就 成 为 应 证 DE= 
FG. 由 于 FC = 2CD = DB,CG 一 
24C= 二 24B==BE, 且 可 证 明和 人 FCG 
二 ADBE, 所 以 就 有 人 EB 宪 EE 
和 人 FCG, 从 而 就 可 以 完成 分 析 . 图 6. 259 
本 题 要 证 明 DE==24D, 而 这 
两 条 线段 可 以 分 别 看 成 是 八 BDE 和 人 CDA 的 边 . 现在 在 这 两 个 
三 角形 中 ,已 经 有 BE 一 24B8= 2C4,BD=2CD, 且 可 以 证 明 它们 
的 夹 角 了 DBE 和 二 DCA 相等 ,所 以 这 两 个 三 角形 相似 ,从 而 也 就 
可 以 证 明 DE=24D. 
本 题 要 证 明 的 结论 DE 一 24D, 是 两 条 线段 之 间 的 倍 半 关 系 ， 
所 以 也 可 以 根据 线段 之 间 倍 半 关 系 的 定义 , 取 DE 的 中 点 下 后 ， 
证 明 DF 和 DA 相等 . 由 已 知 C 是 BD 的 中 点 ,就 出 现 了 两 个 中 
点 ,是 多 个 中 点 问题 ,就 可 以 应 用 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 
进行 证 明 . 由 于 F.C 所 在 的 线段 有 公共 端点 DD, 可 以 组 成 三 角形 ， 
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所 以 下 .C 这 两 个 中 点 的 连 线 就 是 三 角形 


的 中 位 线 ,现在 是 有 三 角形 而 没有 中 位 
线 , 所 以 应 将 中 位 线 添上 ,就 可 得 连结 /~ 
CF,BE 二 2CF, 从 而 又 可 推 得 CF 二 Ch， ? 
而 LDCF= 人 DBE= 了 ACD, 且 CD 是 公 
共 边 ,所 以 A4CD 和 入 FCD 是 一 对 轴 对 F 
称 型 全 等 三 角形 ,所 以 分 析 可 以 完成 . 

本 题 在 根据 线段 之 间 倍 半 关 系 的 定 
义 进行 分 析 时 ,也 可 以 作出 半 线 段 AD 的 图 6。 260 
两 倍 ,也 就 是 延长 DA 到 下 使 AF=AD 
后 ,证 明 DF 与 DE 相等 .但 由 DA= FN、 


”AF, DC=CB, 可 得 BF = 2CA, BF = \ a 
BE, 且 由 BF/ C4, 可 证 明 人 FBD = \ 
人 ACD = 人 EBD, 从 而 也 就 可 证 明 、 


ADFB2ADEB, 所 以 分 析 可 以 完成 . 
本 题 条 件 中 出 现 了 C 是 BD 的 中 
点 , 且 条 件 和 结论 中 都 出 现 了 两 条 线段 
之 间 的 倍 半 关 系 , 所 以 也 可 以 应 用 三 角 
形 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 
由 于 现在 条 件 中 只 出 现 了 一 个 中 点 ,所 
以 还 应 增加 中 点 , 且 应 增加 与 C 所 在 的 线段 BD 有 公共 端点 的 线 
段 的 中 点 ,于 是 取 4B 的 中 点 已 , 那 末 连 结 CF 后 ,CF 就 是 人 ABD 
的 中 位 线 ,所 以 CF// DA,CF == 方 DA. 这 样 问题 就 成 为 要 证 DE 
二 4CF. 这 个 关系 本 质 上 仍 是 两 条 线段 之 间 的 倍 半 关 系 , 所 以 仍然 
可 根据 线段 倍 半 关 系 的 定义 ,作出 CF 的 2 倍 ,也 就 是 延长 CF 到 
G 使 FG = 二 CF 后 ,证 明 ED=2GC. 但 我 们 又 可 证 明和 人 4CF 安 
人 BGF,BG=C4,BGAC4, 所 以 可 证 明 BF 一 2B8G,BD=2BC 和 


图 6… 261 
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疼 6，262 图 6。263 
AFBD=4CD=GBC,AEDBwAGCB, 从 而 也 可 完成 分 析 ， 
在 上 述 分 析 中 ,我 们 实际 上 是 在 


A4BD 中 作出 与 边 4D 平行 的 一 条 中 A 
位 线 , 由 于 AD 也 可 以 看 作 是 A4DC 的 /A 
一 条 边 ,所 以 我 们 也 可 以 添加 入 4ADC 中 B b 


与 AD 平行 的 中 位 线 来 进行 分 析 . 于 是 
作 CD.C4 的 中 上 点,G, 并 连结 FG ,就 
可 得 FG/ DA,FG= 广 AD, 所 以 问题 也 
可 转化 为 要 证 DE==4FG. 而 由 BE= EE 
24C=4CG, BD=2CD=4CF 和 LEBD 图 6。264 
二 GCF, 可 证 明和 人 BEDOHACGF ,所 以 分 析 也 可 以 完成 . 

本 题 条 件 中 给 出 了 BE 二 24B, 也 就 是 各 4 二 2, 这 是 两 条 线段 
的 比 , 所 以 可 经 过 描 图 后 发 现 这 一 组 相 比 线段 重 秋 在 一 直线 上 ,从 
而 也 就 可 以 添加 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 如 取 过 端点 的 线 
段 4C 为 平行 方向 线段 , 则 平行 线 可 过 另 一 个 端点 已 作 , 也 就 是 过 
下 作 EFAC4 交 DB 的 延长 线 于 太 , 就 可 得 A4CBcoAEFB,S 


48B 1 加 加 , FD 
FB 3F'LEFB=AACB=AABC. 从 而 又 可 得 FB 二 DB ,5 
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人 A4DB ,也 可 完成 分 析 . 

例 26 已 知 : 四 边 形 4BCD 内 接 于 
OO,4C 1 BD,OE14B, 垂 足 是 玖 . 求 
证 :OBE 一 二 CD. 


分 析 : 本 题 要 证 明 的 结论 是 两 条 线 
段 之 间 的 倍 半 关系 , 且 由 条 件 OE | 4B 
可 得 E 是 4AB 的 中 点 ,这 一 倍 半 关系 是 
与 线段 的 中 点 发 生 联系 的 ,所 以 可 以 应 
用 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 进 行 证 明 . 于 是 首 
先 可 考虑 将 半 线 段 OE 取 作 三 角形 的 中 位 线 ， 
那 就 应 使 OE 的 两 个 端点 都 成 为 线段 的 中 点 . 
由 于 EE 已 是 AB 的 中 点 ,所 以 就 应 使 O 也 成 
为 中 点 ,由 于 O 是 圆心 ,所 以 O 必定 是 直径 的 
中 点 ,所 以 就 应 添加 直径 , 且 应 添加 与 所 在 
的 线段 AB 有 公共 端点 的 直径 , 即 作 直 径 AF， 
那 末 OE 就 应 是 俯 4BF 的 中 位 线 . 但 现在 图 
形 中 是 有 中 位 线 , 而 三 角形 不 完整 ,所 以 应 将 
三 角形 的 边 添上 ,也 就 是 连接 BF ,得 OE 一 方 
BF,OE// FB, 这 样 问题 就 转化 为 要 证 明 BF 
一 CD. 又 因为 在 作出 了 @O 的 直径 AF 后 ,由 
于 C 是 半圆 上 的 点 ,所 以 就 可 应 用 半圆 上 的 圆 
周 角 的 基本 图 形 的 性 质 进 行 证 明 , 于 是 连结 
CF ,就 可 得 一 ACF 二 90°, 于 是 BD//FC, 从 而 
BF 二 CD,BF==CD 就 可 以 证 明 . 





图 6。265 





图 6，267 


本 题 的 分 析 在 添加 直径 时 ,也 可 以 添加 过 B 的 直径 BF , 那 末 
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OE 就 应 是 A4BF 的 中 位 线 , 于 是 连结 AF， “ 
可 得 AF 二 20E, 问 题 就 应 证 AF 二 CD. 而 由 
BF 是 @O 的 直径 ,DD 是 半圆 上 的 一 点 ,连结 
DF 后 可 得 FD | BD,FDAC4, 所 以 全 = 
CF,AF 二 CD, 所 以 AF 一 CD 就 可 证 明 . 

本 题 的 分 析 也 可 以 将 倍 线段 取 作 三 角形 
的 边 ,从 而 添 中 位 线 . 由 于 CD 可 以 看 作 是 
入 ACD 的 一 条 边 , 所 以 应 添 与 CD 平行 的 中 
位 线 , 于 是 取 AD、AC 的 中 点 F.G, 并 连结 
FG, 可 得 FG/DC ,CD 二 2GF. 从 而 问题 就 应 
证 OF 一 GF. 由 条 件 OE 4B, 可 得 E 是 AB 
的 中 点 ,而 下 是 4D 的 中 点 ,又 是 多 个 中 点 
问题 ,所 以 连结 EF, 可 得 EF// BD,EF 
AC. 而 由 G 是 蓄 4C 的 中 点 ,就 要 应 用 弦 的 
中 点 的 性 质 ,所 以 连结 OG 后 ,有 OG 4AC，- 
所 以 EF // 0G, 这 样 问题 就 成 为 要 证 四 边 形 图 6。 269 
OGFE 是 等 腰 梯 形 , 也 就 是 要 证 人 OEF = LGFE. 而 人 OEF 十 
LAEF = 90°, LAEF = LABD= LACD= LAGF, LAGF + 
GFE 二 90°, 所 以 分 析 可 以 完成 . 

由 于 CD 也 可 以 看 作 是 人 BCD 的 一 条 边 ,所 以 也 可 以 在 
入 BCD 内 添加 与 CD 平行 的 中 位 线 , 于 是 取 BC、BD 的 中 点 FF、 
G, 并 连结 FG ,就 可 得 FG//CD,CD 一 2FG, 间 题 就 应 证 OE 二 FG. 
由 OE | 4B 可 得 AE=BE, 且 E.G 这 两 个 中 点 所 在 的 线段 有 公 
共 端 点 B, 所 以 又 可 应 用 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 进 行 证 
明 , 于 是 连结 GE, 可 得 EG/ AD,EG=34D. 又 因为 是 弦 BC 
的 中 点 ,所 以 应 用 弦 的 中 点 的 性 质 可 得 连结 OF 后 有 OF 上 BC. 同 
样 地 ,由 G 是 弦 BD 的 中 点 ,连结 OG 后 ,有 OG 上 BPD. 这 样 如 要 证 
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的 结论 OE 一 这 CD 成 立 , 则 根据 同一 个 合 


题 ,必然 有 OF 一 到 4D 同时 成 立 , 所 以 OF 
应 和 EG 相等 ,从 而 就 可 以 应 用 轴 对 称 型 全 
等 三 角形 进行 证 明 ,也 就 是 要 证 人 AOEG 呈 
AcCcFO. 在 这 两 个 三 角形 中 ,已 经 出 现 OG= 
GO 是 公共 边 ,而 另外 两 条 边 对 应 相等 都 是 
要 证 的 结论 ,不 能 用 ,所 以 必须 要 另外 证 两 个 
角 对 应 相等 .由 OF ] BC,OE | BA4, 可 得 图 6 ”270 
人 OEG+ 人 AEG 一 90", 人 GFO 十 人 BFG 二 90°, 所 以 应 证 人 OEG 
二 人 GFO, 就 可 转化 为 证 人 AEG = 人 BFG. 而 人 BFG= 人 BCD， 
BCD 是 圆周 角 , 晶 A、.B、C.D 四 点 共 圆 ,所 以 延长 D4 到 雹 后 ， 
有 BCD= LHAB, 但 人 HAB= 人 AEG, 所 以 人 OEG= AGFO 
首先 可 以 证 明 . 又 因 O、G、B、F 四 点 共 圆 , LGOF 十 人 FBG= 
180°, 而 FBG = LCAD, LCAD++ LCAH = 180°, LOGE = 
芝 CA 昌 ,又 可 证 明 人 OGE== 人 GOF ,所 以 分 析 可 以 完成 . . 
本 题 要 证 的 结论 OE 二 广 CD 是 两 条 线段 之 间 的 倍 半 关系 , 且 
由 AC.LBD, 如 设 垂 足 是 M 可 得 CD 是 直角 入 CDM 的 斜 边 , 所 以 








图 6. 271 多 6，272 


可 应 用 直角 三 角形 斜 边 上 的 中 线 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 于 
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是 将 斜 边 上 的 中 线 添上 , 即 取 CD 的 中 点 下 ,连结 MF ,就 可 得 MF 
= 去 CD, 于 是 问题 就 成 为 应 证 OE 二 MF. 由 于 下 又 可 以 看 作 是 弦 
CD 的 中 点 ,所 以 连结 OF 后 又 有 OF LCD, 而 也 可 以 看 作 是 
RiA4BM 的 斜 边 的 中 点 ,所 以 连结 ME 后 ,也 有 ME 一 亏 AB, 那 
么 根据 同一 个 命题 ,假如 OE 二 MF 成 立 , 则 OF = ME 必定 同时 成 
立 , 从 而 可 得 四 边 形 OEMF 应 是 一 个 平行 四 边 形 . 由 于 在 这 个 四 
边 形 中 ,两 组 对 边 相 等 都 是 要 证 明 的 结论 ,不 能 用 ,所 以 问题 就 成 
为 应 证 这 两 组 对 边 平行 ,也 就 是 要 证 OE/ FM, 但 由 条 件 OE 上 
AB, 可 知 只 要 证 FM 4B. 于 是 根据 垂 线 的 定义 ,延长 FM 交 4 
于 已 ,应 证 MH 上 AB. 但 已 知人 AMB 一 90", 所 以 应 用 直角 三 角形 
斜 边 上 的 高 的 基本 图 形 的 性 质 ,可 得 问题 应 转 而 证 明 人 AMH = 
ABM. 而 由 人 AMH = LFMC, /AFMC = /FCM, /FCM = 
本 4BM ,就 可 以 证 明 上 述 性 质 . 
本 题 要 证 明 的 结论 OE 一 方 CD 是 线段 之 


闻 的 倍 半 关系 ,所 以 可 根据 线段 倍 半 关 系 的 定 
义 , 将 倍 线段 两 等 分 ,也 就 是 取 CD 的 中 点 下 
后 ,证 明 CD 的 一 半 DF 或 CF 和 OE 相等 . 由 
于 下 是 弦 CD 的 中 点 , 故 连 结 OF 后 可 得 OF 
上 CD, 这 样 OE、OF 就 成 为 圆心 O 到 四 边 形 
一 组 对 边 的 距离 ,因此 ,根据 同一 个 命题 ,如 果 
OE=CD=DF 成 立 ,那么 OF=5AB=AE 
必定 同时 成 立 , 而 “OFE4=DFO=90", 所 以 它们 两 两 组 成 全 等 
三 角形 .于 是 连结 OA、OD 后 ,就 可 证 明 AO4FES2A 人 PoOF. 由 条 件 
O4=OD, 而 另 两 组 边 对 应 相等 都 是 要 证 明 的 结论 ,不 能 用 ,所 以 
必须 再 要 证 角 对 应 相等 的 条 件 . 由 OFE4 王 一 DFO=90", 从 而 应 
再 证 一 组 角 对 应 相等 , 即 要 证 AOE = LODF 或 人 OAE = 
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LDOF. 由 于 OE | 4B, 了 AOE 十 人 OAE==90", 所 以 应 证 人 人 AOE 
十 人 DOF 也 等 于 90", 而 由 OE | 4B, 可 得 人 4OE 的 度数 等 于 方 


家 的 度数 ,所 以 二 4OE 二 过 ACB. 根据 同样 的 道理 又 可 证 人 DOF 
二 ADBC, 而 由 AC'1 BD, 可 得 人 4CB 十 人 DBC 一 90", 所 以 
了 AOE 十 DOF 二 90* 可 以 证 明 , 分 析 完 成 . 
本 题 在 根据 线段 的 倍 半 关系 的 定义 进行 
分 析 时 ,也 可 以 将 半 线 段 OE 的 两 倍 作出 ,也 
就 是 延长 OE 到 下 ,使 FE 二 OE, 那 就 要 证 OF 
二 CD. 但 因 B4 LOE,BA 就 是 OF 的 垂直 平 
分 线 , 所 以 应 用 等 腰 三 角形 中 重要 线段 的 基本 
图 形 的 性 质 , 连 结 OB、BF 后 ,可 得 BF = BO， 
OF 就 成 为 以 半径 为 腰 的 等 腰 三 角形 的 底 边 . 
而 CD 是 @O 的 弦 , 所 以 它 也 是 以 半径 为 腰 的 
等 腰 三 角形 的 底 边 ,于 是 连结 OC、CD, 就 可 得 图 6 274 
和 人 BOF 和 AOCD 必定 全 等 . 现在 在 这 两 个 三 角形 中 ,已 经 出 现 两 
条 腰 对 应 相等 ,所 以 还 要 证 明 一 组 角 对 应 相等 . 由 条 件 OE 上 AB， 
可 证 明了 BOF = 人 BCAh, 从 而 应 证 人 OCD 也 等 于 一 BC4. 由 
/BCA + LDBC = 90", 而 <OCD 十 去 








LCOD 一 90", 且 LDBC= 志 人 COD, 所 以 
分 析 可 以 完成 . 

例 27 已 知 :四 边 形 4BCD 内 接 于 
@O,AC BD 交点 是 ,过 PP 分 别 向 四 边 ， 
作 垂 线 , 垂 足 为 上 .FG、H, 四 边 的 中 点 分 C 
别 为 尺 \L、M、N. 求 证 :EF.G、H、K、L、 图 6。275 
M、N 共 圆 , 

“分析 ; 由 条 件 天 了.M、N 分 别 为 四 边 形 四 边 的 中 点 ,是 多 个 
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中 点 问题 ,所 以 可 应 用 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 ， 
由 于 天 、N 所 在 的 线段 4B、4D 有 公共 端点 4, 可 以 组 成 三 角形 ， 
所 以 KN 就 是 人 ABD 的 中 位 线 ,而 现在 图 形 中 是 有 三 角形 而 没 





图 6。276 图 6，277 
有 中 位 线 , 所 以 应 将 中 位 线 添上 ,也 就 是 连结 KN, 即 得 KN/ 
BD,KN= 志 BD. 根据 同样 的 道理 ,连结 LLM、MAN 后 ,可 得 


LM/ BD,LM= 广 BD, 所 以 KN 上 LM, 同 时 也 有 KL2LNM, 而 已 


知 AC.L BD, 所 以 四 边 形 KLMN 是 矩形 ,从 而 开工 .M、N 四 点 共 
圆 , 且 LN .KM 是 这 个 圆 的 直径 . 又 因为 PHlLAD,L 是 BC 的 中 
点 ;所 以 IL、.P、H 就 可 证 明 在 一 直线 上 , 同 
理 可 证 FP、N 也 在 一 直线 上 ,于 是 由 
AN 一 APFPN=90, 可 得 下 .已 在 以 
LN 为 直径 的 圆 上 , 同 理 可 证 EG 在 以 KM 
为 直径 的 圆 上 ,所 以 结论 是 可 以 证 明 的 。 
由 本 题 的 条 件 尺 .LL、M、N 分 别 是 四 边 
形 四 边 的 中 点 ,是 多 个 中 点 问题 ,所 以 可 应 
用 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 进 行 证 图 6.。278 
明 . 这 时 对 任 一 组 对 边 来 讲 ,中 点 所 在 的 线段 没有 公共 的 端点 ,不 
能 组 成 三 角形 ,从 而 要 增加 中 点 , 且 要 增加 与 已 知 中 点 所 在 的 线段 
有 公共 端点 的 线段 的 中 点 ,于 是 取 对 角 线 4C 的 中 点 5, 并 连结 
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SL、SN ,就 可 得 SL= 记 AB.SL/ AB 和 SN=5CD.SN/CD. 


由 于 PK 一 二 4B,PM 一 壮 CD, 所 以 PK=SL,PM=SN, 且 由 
PK | CD、PM | AB, 也 可 得 SL | PM,SN | PK, /人 LSN= 
KPM, 从 而 可 得 人 KPM 呈 和信 LSN ,KM=LN ,这 样 也 可 证 明 平 
行 四 边 形 KLMN 是 矩形 ,从 而 进一步 完成 分 析 . 

例 28 已 知 :人 A4BC 中 ,DD 是 AC 的 中 点 ,已 .下 是 BC 的 三 等 
分 点 ,4AE、AF 交 BD 于 GH. 求 证 :DH : HG :GB=2:3:5. 


A 


D / 
TE 
B E F Cc E F C 
你 6，279 区 6，280 
分 析 : 本 题 条 件 中 给 出 DD 是 4C 的 中 点 ,F 是 CE 的 中 点 ,EE 
是 BF 的 中 点 ,是 多 个 中 点 问题 ,所 以 可 应 用 三 角形 中 位 线 的 基本 
图 形 的 性 质 进行 证 明 . 由 于 D、F 这 两 个 中 点 所 在 的 线段 AC、EC 
具有 公共 端点 C, 可 以 组 成 三 角形 ,所 以 DF 这 两 个 中 点 的 连 线 就 
是 三 角形 的 中 位 线 . 现在 图 形 中 是 有 三 角形 而 没有 中 位 线 ,所 以 应 
将 中 位 线 添上 ,也 就 是 连结 DF, 就 可 得 DF//AE, PF 一方 AE. 由 


于 玖 也 是 BF 的 中 点 ,所 以 由 EG/AFD, 又 可 得 BG=DG,EC= 


FDF=TEA, EG= 二 4G， 就 可 得 5 一 2 2. 而 由 4GV 


2 
DH_DF_2 DE_2 而 DC- 
DF, 又 可 得 人 AGHWAFDH ,G7 一 GA ,FC =5; 而 DG 一 


3 5 
BG, 分 析 完 成 . 
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本 题 要 证 的 结论 是 线段 之 间 的 比例 
关系 ,经 过 描 图 可 以 发 现 DH 和 HG 这 一 A 
组 相 比 线段 重合 在 一 直线 上 ,上 且 过 端点 
GD 和 内 分 点 五 的 三 直线 共 点 于 4A, 所 D 
以 可 添加 平行 线 型 相似 三 角形 的 组 合 图 
形 进行 证 明 , 添 加 的 方法 是 作 同 与 共 点 三 B lE FI! 
直线 相交 的 DG 的 平行 线 . 于 是 过 C 作 /1 -~ M 
CK /DG 分 别 交 AF、AE 的 延长 线 于 M、 上 
天 ,得 号 一 各 但 由 AD=CD, 应 用 三 国 6. 281 
角形 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 可 得 AH=MH,CM=2DH ,AG= 


KG,CK=2DG. 由 BG/ KC, 又 可 得 人 BGEDACKE, EC 一 十 


= 广 ,CK =2BG. 又 因为 BH/ MC, 又 可 证 明和 信 BHFWwACMF， 
= fy, 所 以 BH 二 4DH ,而 BG= DG ,分 析 完 成 . 


本 题 在 添加 平行 线 型 相似 三 角 
形 的 组 合 图 形 时 ,平行 线 也 可 以 过 


A 
下 点 作 , 也 就 是 过 下 作 MK/DG 交 
AC 于 MM, 交 AE 的 延长 线 于 民 . 即 D 
DH MF 
可 得 地 一 天 而 由 FM/ BD, 可 \ 
HLA 
kK 


FM_CF_ 
YAPMOACHD, BD ~ CB- 
二 ,CM _ 一 ， 图 6。282 
pH_AD_3 _1.3_1 
3 生生 所 以 有 计生 -二 又 


因为 BE=FE,BG/ KF, 人 BGE 和 和 KE 是- 对 中 心 对 称 型 全 


等 三 角形 ,所 以 BG= KF， 所 以 3E 一 各- P =- 主 . 那么 再 由 
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BG+GH=BG+BG 一 4DH ,就 可 得 名 一 过, 分析 完成 


本 题 在 添加 平行 线 型 相似 三 角形 的 组 
合 图 形 进 行 分 析 时 ,平行 线 也 可 过 五 点 作 ， 
也 就 是 过 已 作 EMNBD, 交 4F、4C 于 天 、 


言 4 CD _CB _ 
M, 就 可 得 ACEMDACBD, Ej 一 CE 一 





3 ~ JAD_3 
码 ， 而 AD==CD, 所 以 4 一 而 GDW 


,GD _GH | 嘻 6。283 
FEM, 可 得 人 A4GDoA4EM, 所 以 万 沁 一 再 民 
3 -EM 2 ncD_ 3.2_1 
== 子 ,而 和 5 一 当 ; 所 以 疡 "3 一 世 " 又 因 E 是 BF 的 中 点 ， 


J prin EK_ 1 gp BH2-2EK=2.4 
EK /1 BH, 所 以 FK=HK, 欠 一方 ' 所 以 BH 一 2EK 一 2* 3 
GH,BG== 访 GH, 也 就 可 以 完成 分 析 . 


例 29 已 知 :四 边 形 ABCD 中 ,AD/BC,E 是 BD 的 中 点 ， 


1G Rit FE AD 
过 兢 作 FG/AC 交 4B.CB 于 FG. 求 证 :43C =38C: 





图 6。，284 图 6， 285 
分 析 ; 本 题 要 证 明 的 结论 是 线段 之 间 的 比例 关系 ,经 过 描 图 可 
以 发 现 AD 和 BC 是 一 组 平行 线段 , 且 它们 四 个 端点 两 两 的 连 线 
相交 ,可 设 交点 为 吾 , 所 以 可 应 用 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 ， 
也 就 可 得 人 ADHODACBH, 旨 一 和 ,这 样 同 题 就 成 为 要 证 和 
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一 区 让 .由 条 件 FG/ 4C, 所 以 对 上 述 比例 关系 进行 描 图 ,就 可 发 
现 4 厅 和 C 末 这 一 组 相 比 线段 现在 重生 在 一 组 平行 线段 上 ,所 以 
可 应 用 平行 线 型 相似 三 角形 的 组 合 图 形 进行 证 明 . 由 于 过 端点 4、 
C 和 内 分 点 五 的 三 直线 共 点 于 8, 所 以 有 ZE 一 全 ,于 是 就 要 证 
= 区 二 ,4C=2GE. 这 样 就 出 现 了 两 条 线段 之 间 的 倍 半 关系 ， 
且 又 给 出 巨 是 BD 的 中 点 ,所 以 可 应 用 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 
的 性 质 进行 证 明 ,于 是 可 取 半 线 段 EG 为 三 角形 的 中 位 线 , 那 就 应 
添 三 角形 的 边 ,也 就 是 过 DD 作 DK// EG 交 BC 的 延长 线 于 天 ,就 
可 得 BG 二 KG,DK 一 2GE, 接 下 来 的 问题 就 应 证 DK 一 4C, 但 4D 
NACK ,AC/ DK ,分 析 完 成 . 

本 题 的 分 析 在 转化 为 要 证 4C = 
2GE ,并 可 应 用 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 和 一 六 
进行 证 明 时 ,也 可 取 过 端点 万 的 线段 DC 24 
为 三 角形 的 边 , 那 就 可 以 添加 与 DC 平生 AXN 
的 三 角形 的 中 位 线 , 于 是 过 E 作 EK/ AN 
DC 交 BC 于 下, 就 可 得 BK 一 CK,CD= 8 kK G 
2EK. 但 由 EG/ AC,EK/DC 和 和 AAD/ 均 6。286 
BC ,可 分 别 推 得 KEG=DC4,KGF=D4C ,所 以 人 A 开 EC 

bh Ts AC DC 

OE Ke ， Db 

ZE 。 

本 题 在 根据 要 证 4C 一 2GE 是 线段 XX 
之 间 的 倍 半 关 系 进行 分 析 时 ,也 可 取信 RN 
线段 4C 为 三 角形 的 边 , 从 而 可 添加 与 Ai 人 人 六 
4C 平行 的 三 角形 的 中 位 线 ,由 于 4C 可 ea 
看 作 是 AB4C 的 一 条 边 , 所 以 取 BA、BC 
的 中 点 巨大 ,并 连结 HK ,就 可 得 HK/ ACN FG,AC 一 2HK, 问 
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题 就 成 为 要 证 HK 二 EG. 由 于 右 \.E 是 BA、BD 的 中 点 , 且 B4、 
BD 有 公共 端点 B, 可 以 组 成 人 BAD, 所 以 连结 HE, 可 得 HE/ 
AD/W BC ,四 边 形 HKGE 是 平行 四 边 形 ,分 析 完 成 ， 

本 题 在 转化 为 要 证 4C=2G 瓦 后 ,由 
条 件 BE=DE, 且 BD、FG 相交 于 ,可 Hk-- 估 一 大 
得 BE 和 DE 这 一 组 相等 线段 位 于 一 组 、 
对 顶 角 一 BEG 和 人 DEF 的 两 边 且 成 一 
直线 ,所 以 可 添加 中 心 对 称 型 全 等 三 角 
形 进行 证 明 . 由 于 过 端点 B.D 已 出 现 了 3 6 C 
一 组 平行 线 , 所 以 延长 DA 交 GF 的 延长 多 6。288- 
线 于 互 ,可 得 人 BEG 避 和 DEH,HE=GE,HG==2GE, 而 HG 和 
AC 是 口 HGCAh 的 一 组 对 边 ,当然 相等 ,所 以 分 析 完 成 . 

例 30 已 知 :和信 4BC 中 ,MN 分 别 是 






AB、AC 的 中 点 ,P 是 MN 上 的 任 一 点 ， A 
BP.CP 的 延长 线 交 4C、4B 于 D、E. 求 5Le 
4D , AE NAN 


CD BE 
分 析 : 本 题 要 证 的 结论 是 线段 之 间 的 NN \ 


比例 关系 ,经 过 描 图 可 以 发 现 , 相 比 两 线段 

4D 和 CD 重奏 在 一 直线 上 , 且 过 端点 4.C 图 6. 289 
和 内 分 点 DD 的 三 线 共 点 于 B, 所 以 可 添加 
平行 线 型 相似 三 角形 的 组 合 图 形 进行 证 
明 . 添加 的 方法 是 作 与 共 点 三 直线 都 相交 
的 AC 的 平行 线 . 由 于 条 件 中 给 出 M 是 
AB 的 中 点 ,所 以 平行 线 可 首先 考虑 过 MM 
点 作 ,也 就 是 过 M 作 MK//AC 交 BD、BC 
于 FF.K, 那 末 人 一 区 所 ,县 可 应 用 三 角形 图 6 290 

中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 得 K 是 BC 的 中 点 . 又 因为 MN 分 别 
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是 AB、AC 的 中 点 ,所 以 MN// BC,MN == 汪 BC, 从 而 又 可 得 


MF MP MP 
APMFOABKF, KF = BK— WN: 再 由 KN 分 别 是 BC 、4C 


的 中 点 , 且 BC、4C 有 公共 端点 C, 可 以 组 成 三 角形 ,所 以 再 应 用 
三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 ,连结 NK 交 CE 于 G 后 ,可 得 
NKV4B. 从 而 又 可 应 用 平行 线 型 相似 三 角形 的 组 合 图 形 的 性 质 
得 级 一 2 那 未 再 由 APNGwACKG,RE=E 富 = 和 ,从 而 
就 可 以 证 明 结论 . : 

本 题 的 分 析 在 过 M 作 MF//AC 交 BD 
于 下 后 ,就 可 应 用 三 角形 中 位 线 的 基本 图 
形 的 性 质 得 BF=DF,MF=3AD. 而 在 作 
了 MF/ AC 后 ,又 可 得 人 MPFWANPD， 
MF_PM MF _ PM _PM 
ND PN’ND+MF PM+PN MN: 
而 ND NF 240 一 5 AD， i 

ND+5AD 











由 是 4C 的 中 点 ,可 得 2ND+4D=CD, 所 以 人 一 六 根据 


同样 的 道理 ,过 和 N 作 NG/AB 交 CE 于 G 后 ,也 可 证 明 引 一 


入 ,从 而 完成 分 析 . 


本 题 在 添加 平行 线 型 相似 三 角形 的 组 合 图 形 时 ,平行 线 也 可 
过 条 件 中 给 出 的 P 点 作 , 也 就 是 过 P 作 fFG/AC 交 AB、BC 于 


F.G, 那 末 和 二 E. 又 因为 MN 分 别 是 4AB、AC 的 中 点 ,是 多 个 


中 点 问题 ,所 以 应 用 三 角形 的 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 ,可 得 MN 
BC, 这 样 MP 就 成 为 AFBG 内 一 条 边 BG 的 平行 线段 ,所 以 
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PF MF 
人 FMPWAFBG, Pc 一 WB- 用 同样 的 方 


法 ;过 P 作 HK/AB 交 AC.BC 于 HK 
AAE PH 、 

后 ,又 可 得 EE 王 RK: 但 四 边 形 AFPH.、 

MPKB 都 是 平行 四 边 形 , 所 以 PH= AF， 


PH _AF 全 让 可 下 4 
AE MF 4F 


BE MB MB™t 
本 题 在 添加 平行 线 型 相似 三 角形 的 组 
合 图 形 时 ,平行 线 也 可 以 过 E 点 作 ,也 就 是 


过 巨 作 EGV4C, 分 别 交 MN、BD、BC 于 


， MDD EF 
亿 .F.G, 就 可 得 5 二 EF 而 由 EF/ DC， 


又 可 得 和信 EPF 人 CPD, AEPH 咏 
EF PH CD 
ACPN,En™= PN 和 ABFGOABDC, GF 
一 5. 而 由 MN 是 AB、AC 的 中 点 ,应 用 
三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 可 得 MN // BC ,而 共 点 于 五 的 三 
直线 又 与 这 一 组 平行 线 相交 ,所 以 应 用 平行 线 型 相似 三 角形 的 组 
合 图 形 的 性 质 又 可 得 2 一世 三 ,这样 就 可 得 纺 "ER 一 攻 一 2 竺 

MP AD A AE CG CG PH 
. MH CD: 而 由 EG// AC, 又 可 得 BF 一 天 :而 希 王 于 丘 * 从 而 
、 yp PH MP PH PH {MP PH 
问题 就 成 为 要 证 坟 。 雍 + 入 =4[ 狗 + -mH 
MN PH EH MN AN 、 Vj 
了 = 而 PH 一 CN'M 一 BH’ 共 CN 一 4N, 所 以 分 析 可 以 完 
成 . 

由 于 本 题 的 结论 经 描 图 后 可 以 发 现 两 组 相 比 线段 4D 和 

CD、AE 和 BE 分 别 重合 在 一 直线 上 ,从 而 可 直接 添加 平行 线 型 相 

。506。 








似 三 角形 进行 证 明 . 如 取 过 端点 C 的 
BC 为 平行 方向 线段 , 则 由 于 过 BC 两 
端的 线段 在 内 分 点 DD 相交 ,所 以 平行 
线 可 过 另 一 个 端点 4 作 , 即 过 4 作 
AF// BC 交 BD 的 延长 线 于 下 ,就 可 


1 4D _ AF 


同样 的 道理 ,过 A 作 AG/CB 交 CE 
的 延长 线 于 G 后 ,又 可 得 人 A4FECc 
ABEC, 全 一 全 .于 是 人 十 级 一 生 二 和. 根据 平行 公理 ,又 
可 得 G、A4A.F 共 线 ,于 是 4G 十 4PF=FG, 从 而 要 证 结论 ,就 只 要 证 
明 FG= BC. 由 于 出 现 了 这 两 条 线段 平行 且 相 等 ,同时 它们 四 个 端 
点 两 两 的 连 线 在 点 相交 ,所 以 可 应 用 中 心 对 称 型 全 等 三 角形 进 
行 证 明 ,于 是 问题 就 应 证 人 BPC 和 入 FPG 全 等 . 在 这 两 个 三 角形 
中 ,已 经 有 了 角 对 应 相等 的 条 件 ,所 以 还 应 证 明 一 组 边 对 应 相等 ， 
于 是 可 证 明 BP=FP, 而 已 知 BM 二 AM, 且 P、M 所 在 的 线段 有 
公共 端点 B, 可 组 成 三 角形 ,所 以 可 应 用 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 
的 性 质 进 行 证 明 , 于 是 问题 就 成 为 应 证 MP/AF. 由 条 件 M、N 分 
别 是 A4B、AC 的 中 点 ,所 以 再 一 次 应 用 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 
的 性 质 可 得 MN /BC, 而 BCVGP ,分 析 完 成 . 

例 31 已 知 :A4BC 中 ,AD、CF 是 中 线 ,G 是 重心 ,分 别 延 
曙 、 ，» Ch4' 4B' BC' ,, 
长 4B.、BC.C4 到 C' .4 、B' ,使 韦 庆 = 一 忆 一 三: 求证:G 是 
A4'B'C' 的 重心 . 

分 析 : 本 题 的 条 件 中 给 出 了 线段 之 间 的 比例 关系 ,经 过 描 图 可 
以 发 现 每 一 组 相 比 线段 都 重 秋 在 一 直线 上 ,所 以 可 添加 平行 线 型 
相似 三 角形 进行 证 明 . 如 从 BC' 和 4B 这 一 组 相 比 线段 开始 进行 
分 析 , 并 且 取 条 件 中 出 现 的 过 内 分 点 B 的 线段 BC 为 平行 方向 线 
段 , 则 平行 线 可 过 端点 C' 作 , 也 就 是 过 C' 作 C' 妃 VBC 交 AC 的 
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图 6.，297 图 6。298 


, BC CH CH 4B /op 


BC AC AC CB 
Bi Li i 
WAAC H,pry CB BA ,BA' 一 C' 右 . 由 条 件 FD 


分 别 是 4B、CB 的 中 点 ,是 多 个 中 点 问题 ,所 以 可 应 用 三 角形 中 位 
线 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 由 于 下.D 所 在 的 线段 有 公共 端点 


B, 可 以 组 成 三 角形 ,而 现在 图 形 中 是 有 三 角形 但 没有 中 位 线 , 所 
1 


以 应 将 中 位 线 添上 ,也 就 是 连结 FD, 可 得 FD/ AC,FD= 包 AC. 

由 于 问题 要 证 G 是 A4' 有 'C' 的 重心 ,所 以 问题 还 要 出 现 4'C 的 

中 点 ,从 而 就 应 分 析 FD 这 两 个 中 点 的 连 线 于 A'C' 的 中 点 之 间 的 

关系 ,于 是 延长 FD 交 4'C' 、.HC' 于 EK, 就 可 得 四 边 形 KHCD 
* 508* 











是 平行 四 边 形 ,KH=DC==BD, 从 而 又 有 C’'K=A'D, 这 两 条 线 
段 平行 且 相 等 ,而 且 它 们 四 个 端点 两 两 的 连 线 在 EE 点 相交 ,所 以 
必定 出 现 一 对 中 心 对 称 型 全 等 三 角形 ,也 即 可 证 AcC' KE 名 
人 4A'DE,C'E=A'E, 妈 EE 是 A'C' 的 中 点 .这 样 问题 就 成 为 应 证 
E.G.B' 共 线 , 且 部 忆 去 .于 是 根据 三 点 成 一 直线 的 定义 ,连结 
EG,B'G, 并 根据 条 件 A.G、D 共 线 ,可 知 应 证 人 DGE= 4GB'， 
而 由 DE、B' A 这 一 组 平行 线 被 AD 所 截 , 可 得 人 EDG = 
攻 B' AG, 所 以 人 EDG 和 AB' 4G 必定 相似 是 一 对 平行 线 型 相似 
三 角形 ,从 而 就 应 转 而 证 画廊 一 EX ,但 部 一 EC 玉 一 DK 一 去 ,由 
G 是 人 ABC 的 重心 ,又 有 & 一 二 ,所 以 上 述 两 个 性 质 都 可 以 证 
明 . 

本 题 要 证 明 G 是 A4' B'C' 的 重 
心 , 所 以 根据 三 角形 重心 的 定义 , 取 
4'C' 的 中 点 匹 , 连 结 EG、B'G 后 ,应 
证 人 DGE= 4GB' 和 记忆 = 于 
因为 已 知 到 .也 是 4B.CB 的 中 点 ,所 
以 应 用 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 的 
性 质 ， 连结 FD 后 可 得 FD/ 4C,FD 
= 二 AC. 而 我 们 要 证 E.G、B' 成 一 直 
线 ,这 样 就 出 现 了 共 点 于 G 的 三 直线 与 一 组 平行 线 相交 ,从 而 可 
应 用 平行 线 型 相似 三 角形 的 组 合 图 形 的 性 质 进行 证 明 , 于 是 应 先 
证 .DE 共 线 , 则 连结 FE, 应 证 FE 和 FD 重合 ,同时 也 应 有 


人 知 - 吕 .路 = 纺 = 3 ,这 样 就 出 现 了 全 去 BC' ,于 是 根据 线 





图 6。299 


段 倍 半 关 系 的 定义 , 取 BC' 的 中 点 五 , 则 B 刀 一 二 BC' .而 在 取 了 
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BC' 的 中 点 如 后 ,由 匹 是 4'C' 的 中 点 ,所 以 又 可 以 应 用 三 角形 中 
位 线 的 基本 图 形 的 性 质 ,连结 HE 后 ,有 .HE/BA' .而 现在 FD 
和 FE 重合 是 要 证 的 结论 ,所 以 应 证 明 夹 ZFBD 和 人 FHE 的 两 

1 
2 4B BC 
工 4C' AC' BA' 


组 边 对 应 成 比例 ,也 就 是 ZB ,由 8 





2 
可 证 明 他 = 入 - 针 -全 ,让 - 殴 -六 而 多 一 广 ' 且 
EDG= BA4G, 所 以 AEDGoAB' AG ,分析 完 成 . 

例 32 已 知 :四 边 形 4BCD 中 ,AD/BC,W 以 AB、DB 为 邻 边 
作 访 4BDE ,4D 的 延长 线 交 CE 于 .求证 :EF=CF. 





图 6。300， 图 6，301 
分 析 : 本 题 要 证 明 EF 二 CF ,而 条 件 给 出 了 AF// BC, 是 过 线 
段 的 端点 和 中 点 的 一 组 平行 线 , 所 以 可 应 用 三 角形 中 位 线 的 基本 
图 形 的 性 质 进行 证 明 . | 
如 将 过 中 点 五 的 FD 取 作 中 位 线 , 则 DD 也 应 是 一 个 中 点 ,于 
是 延长 ED 交 BC 于 G, 由 号 ABDE 可 得 DE 一 B4, 而 由 AD/ BG 
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和 4B/ DG, 也 可 得 DG== 4B, 所 以 DE= DG，, 那 末 再 由 DF/ 
GC ,就 可 推 得 EF 二 CF. : 

“如 将 过 中 点 五 的 FA4 取 作 中 位 
线 , 则 4 点 就 应 是 一 个 中 点 ,于 是 
延长 EA 交 CB 的 延长 线 于 G, 由 
站 4BDE 可 得 AE= 二 BD, 而 由 AD 
AGB 和 AG/ DB, 又 可 得 4G = 
DB, 所 以 AE= AAG, 从 而 再 由 AF 
/GC, 也 就 可 证 明 结 论 . 

如 将 过 端点 的 CB. 取 作 三 角形 
的 边 , 则 连结 BE 交 4F 于 G, 问 题 图 6，302 
就 成 为 要 证 G 是 BE 的 中 点 ,但 G 又 是 平行 四 边 形 4BDE 的 对 角 
线 的 交点 ,所 以 上 述 性 质 可 以 证 明 . 








图 6:303 图 6*，304 
由 于 本 题 图 形 中 并 没有 直接 出 现 三 角形 的 中 位 线 , 所 以 由 结 
论 玉 是 CE 的 中 点 和 所 4/CB, 也 就 可 应 用 梯形 中 位 线 的 性 质 进 
行 证 明 , 于 是 4 就 应 成 为 是 男 一 条 腰 的 中 点 ,于 是 延长 B4 到 C， 
使 AG 二 AB, 那 末 连 结 EG 后 ,由 吕 4BDE 可 得 AB24 ED, 从 而 有 
GALED, 四 边 形 ADEG 也 是 平行 四 边 形 ,GE/AD/ BC, 所 以 结 
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论 也 可 以 证 明 . 
本 题 条 件 中 给 出 了 四 边 形 4BCF 是 梯形 ,所 以 可 转化 为 三 角 
形 的 问题 来 进行 讨论 . 由 于 要 证 明 的 结论 中 出 现 的 线段 CF 是 这 


图 6。305 图 6。306 
个 梯形 的 一 条 腰 ， 所 以 转化 的 方法 是 平移 腰 ， 于 是 过 :FF 作 FG// 
AB 交 BC 于 G, 就 可 得 FG 上 4B, 闪 AB LED, 所 以 FG LED， 
CFG 二 人 FED, 人 EFD== 人 FCG, 从 而 可 证 明和 CFG 和 和信 FED 
是 一 对 平移 型 全 等 三 角形 ,所 以 分 析 可 以 完成 . 

如 将 梯形 4BCF 的 腰 B4 平移 到 过 C 点 , 则 过 C 作 CG/BA4 
交 AF 的 延长 线 于 G, 就 可 证 得 ED 和 GC, 于 是 进一步 可 证 明 
人 EFD 和 人 入 CFG 是 一 对 中 心 对 称 型 全 等 三 角形 ,所 以 EF 二 CF 
也 就 可 以 证 明 . 

例 33 已 知 ;四 边 形 4BCD 中 , 4D// 
BC,AB= 二 CD, AC、BD 相交 于 0, 人 BOC= A 了 
60°,E、F.G 分 别 是 OA、OB、CD 的 中 点 . 求 
证 :人 AEFG 是 等 边 三 角形 . G 

` 分 析 : 本 题 条 件 中 给 出 EF.G 分 别 是 
OA、OB、CD 的 中 点 ,是 多 个 中 点 问题 ,所 以 
可 应 用 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 进行 “ 
证 明 . 由 于 E、F 所 在 的 线段 有 公共 端点 0， 图 6， 307 
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所 以 EF 就 是 AO4B 的 一 条 中 位 线 ,从 而 有 EF// AB, EF = 池 





I 6 308 -| 6， 309 


4B. 然 而 G 这 个 中 点 所 在 的 线段 与 所 在 的 线段 没有 公共 的 端 
点 ,所 以 要 使 FG 这 两 个 中 点 的 连 线 成 为 三 角形 的 中 位 线 ,必须 要 
使 G 成 为 以 O 为 端点 的 线段 的 中 点 ,所 以 连结 OG ;并 延长 0G 到 
如 ,使 G 末 一 0OG, 那 末 FG 就 应 是 OBH 的 中 位 线 ,所 以 连结 
BH, 可 得 FG// BH,FG 一 六 BH. 根据 同样 的 道理 ,连结 A 后 可 


得 EG/ AH,EG=3AH. 从 而 AEFGAABH ,是 一 对 以 O 为 
位 似 中 心 的 位 似 型 相似 三 角形 . 于 是 问题 可 转化 为 要 证 八 4BH 
是 等 边 三 角形 . 由 条 件 四 边 形 4BCD 是 等 腰 梯 形 , 且 一 BOC = 
60", 所 以 A 人 BOC 是 等 边 三 角形 ,从 而 就 出 现 了 两 个 以 B 为 公共 项 
点 的 等 边 三 角形 ,所 以 必定 组 成 一 对 旋转 型 全 等 三 角形 . 现在 由 B 
点 发 出 的 两 组 相等 线段 是 BO .BC 和 B4,.B 妃 ,所 以 它们 两 两 组 成 
的 全 等 三 角形 应 是 人 BO4 和 入 BCH ,于 是 连结 CH. 现在 要 先 证 
这 两 个 三 角形 全 等 ,已 经 有 的 条 件 是 BO= BC ,所 以 还 需要 两 个 条 
件 . 由 已 知 DG=CG 和 所 作 的 OG 二 HG, 就 出 现 了 两 组 相等 线段 
在 一 组 对 顶 角 的 两 边 且 成 一 直线 ,所 以 可 应 用 中 心 对 称 型 全 等 三 
角形 进行 证 明 , 从 而 可 得 人 DGO 宇 人 CGH,OD2CH, 而 04= 
OD, 所 以 04=CH, 人 人 HCO= 人 ACOB=60°, 人 BCH 一 60° 十 60°== 
120°, 而 BOA 也 等 于 120°, 所 以 LBOA 二 人 BCH, 信 BOA 室 
。513 。 





和信 BCH,BA=BH, 又 因为 LCBO=60", 了 OBA= LCBH, 所 以 
48B8 刀 =60" 也 就 可 以 证 明 ,分 析 即 可 完成 . 
本 题 的 分 析 在 考虑 F.G 这 两 个 中 点 所 
在 的 线段 没有 公共 端点 ,不 能 组 成 三 角形 , 因 
而 FG 这 两 个 中 点 的 连 线 不 是 三 角形 的 中 位 
线 时 ,也 可 以 考虑 增加 中 点 ,可 增加 与 所 
在 的 线段 有 公共 端点 的 线段 的 中 点 ,于 是 取 
OC 的 中 点 妇 . 那 末 .HH 所 在 的 线段 有 公共 
端点 O, 所 以 连结 FH 后 ,可 得 FH / BC， 
FH == 过 BC, 根 据 同 样 的 道理 ,连结 GH 后 ， 
有 GH/ DO,GH 一 志 DO. 由 条 件 人 OBC 是 等 边 三 角形 ,所 以 
人 OFH 也 是 等 边 三 角形 ,而 我 们 要 证 八 EFG 是 等 边 三 角形 ,这样 
又 出 现 了 两 个 以 下 为 公共 顶点 的 等 边 三 角形 ,从 而 又 可 以 得 到 一 
对 旋转 型 全 等 三 角形 . 根据 由 公共 顶点 发 出 的 两 组 相等 线段 两 两 
组 成 全 等 三 角形 的 办 法 ,可 知 问题 成 为 应 证 人 AFOES2AFEC, 由 
FD=FH,OE= 二 04=HG,APOE=120" 和 PHG=120", 就 可 
例 34 已 知 :在 RIA4BC 中 ,以 三 边 
为 边 向 形 外 作 正 方形 ABDE、 ACFG、 
BCHK,O;、O;、O; 分 别 是 这 三 个 正方 形 的 
中 心 .求证 :OiC | O03,O01C 二 O20O;. 
分 析 ; 本 题 由 0;、O; 分 别 是 正方 形 
BCHK、ACFG 的 中 心 , 所 以 人 OiCB = 
LO;CA 二 45°, 而 人 4CB= 二 90°, 所 以 首先 
可 证 明 O,、C、O; 共 线 . 又 因为 0;、O; 是 正 
方形 的 中 心 ,所 以 应 用 正方 形 中心 的 性 质 ， 
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图 6，.312 多 6。313 
连结 BO:.40, 后 ,可 得 BO; 一 COs,AO; 一 COs,， 人 BOsC = LAOC 
二 90",BOs// 4Os. 这 样 要 证 的 结论 中 的 020s 就 等 于 COs 十 COs 一 
BO, 十 AOs. 从 而 就 出 现 了 梯形 上 ,下 底 的 和 ,所 以 可 应 用 梯形 的 中 
位 线 的 性 质 来 进行 证 明 . 于 是 取 4AB、O;0: 的 中 点 M、N ,并 连结 


MN ,就 可 得 MN // 4O,N BO MN = 译 (A01+ BO,), O20; = 


2MN， 从 而 问题 就 成 为 要 证 OC 二 2MN. 同时 也 要 证 MN/ OC. 
由 于 现在 出 现 了 机 条 线 下 之 癌 的 信 半 关系 , 目 这 丙 条 线 彼 又 应 站 

行 ,所 以 可 应 用 三 角形 的 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 这 时 
入 冯 眉 就 应 是 三 角形 的 边 , 半 线段 就 应 是 三 角形 的 中 位 线 , 所 以 连 
结 OIM, 并 延长 OM 交 O00; 于 工 ， 问题 就 成 为 应 证 LM= MO',，, 
LN 二 NC. 由 履 是 4B 的 中 点 ,就 出 现 了 Rt 人 4ABC 的 斜 边 的 中 
点 ,所 以 可 应 用 直角 三 角形 斜 边 力 上 中 线 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 
明 . 于 是 连结 MC， 可 得 MC = 廊 AB， 而 O, 是 正方 形 ABDE 的 中 


心 , 所 以 OM=54B, MC= MO 同时 连结 O4、OB 后 可 得 
/AAO1B 二 90", 而 人 ACB 二 90", 所 以 4.O、B、C 四 点 共 圆 ， 
BCcO=B40O 一 45" ,而 BCO: 一 45", 所 以 可 证 明 一 COiCC: 王 
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OICO: 一 90", 从 而 再 一 次 应 用 直角 三 角形 斜 边 上 的 中 线 的 基本 
图 形 的 性 质 ,由 MC = Mo, 得 一 MCoO = 一 MOIC，, 人 MCL = 
AMHILC,AME=MC, 所 以 MLE= MO ,又 因为 已 证 MNAOC ,所 以 
分 析 可 以 完成 . 

本 题 的 分 析 在 证 明了 O:.C、.O: 共 线 

根据 O 是 正方 形 4BDE 的 中 心 , 连 
结 40,、 BO, 后 可 得 人 人 401.8= 一 4CB= 
90", 4.O、B.C 四 点 共 圆 , 人 BCO, = 
BAO, = 45 ,从 而 可 先 证 明 OIC 上 
OsOs. 然后 应 证 OIC=0O:0:, 由 于 0:0:= 
OC 十 OsC ,所 以 问题 就 成 为 要 证 明 一 条 
线段 等 于 两 条 线段 的 和 ,于 是 可 根据 线 
段 和 的 定义 ,在 OIC 上 截取 CM=CO;， 
然后 证 明 O,M == 0O:C. 但 0s 是 正方 形 
BCHK 的 中 心 , 所 以 连结 BO; 后 ,有 OC 二 0.B, 所 以 问题 又 成 为 
要 证 OI,M= BO,, 但 已 证 O,M/ BOs, 所 以 它们 可 组 成 一 个 平行 四 
边 形 , 于 是 连结 O:M, 但 要 证 明 这 个 四 边 形 是 平行 四 边 形 时 ,OM 
= BO, 这 个 性 质 因 是 结论 不 能 用 ,所 以 只 能 转 而 证 明 另 一 组 对 边 
也 平行 ,也 就 是 要 证 MOs /O018, 人 OzMC = 人 人 BOC. 但 已 证 4、 
O1、B.C 四 点 共 圆 , BOIC = 二 人 BAC, 这 样 问题 又 成 为 要 证 
LOMC = LBAC, 但 LMCO;s = 人 ACB=90", 所 以 人 MCO: 和 
和 俯 ACB 是 一 对 旋转 型 相似 三 角形 ,但 在 证 这 对 三 角形 相似 时 ， 
人 Os:MC= 人 BAC 的 性 质 不 能 用 ,所 以 只 :能 转 而 证 两 组 则 对 应 成 
比例 , 因 B 一 充 ， = 令 - 太 ;所 以 级 一 EH, 分 析 完 
成 . 

本 题 首先 可 证 明 0O,.C、O; 共 线 ,由 于 0,、O; 分 别 是 正方 形 的 
中 心 ,所 以 也 是 对 角 线 的 中 点 ,因而 就 出 现 了 多 个 中 点 问题 ,就 可 
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图 6。314 

















以 应 用 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 
进行 证 明 . 由 于 O:.O: 所 在 的 对 角 线 或 
者 是 没有 公共 端点 ,或 者 是 重生 线段 ,都 
不 能 组 成 三 角形 ,所 以 0:0, 这 两 个 中 点 
的 连 线 就 不 是 三 角形 的 中 位 线 ,从 而 就 
应 增加 中 点 , 且 应 增加 与 已 知 中 点 所 在 
的 线段 有 公共 端点 的 线段 的 中 点 ,于 是 
取 AC 的 中 点 M ,连结 MO,,AK ,CK 后 ， 


可 得 MO:// AK ,MO 一方 AK. 同样 地 ， 图 6。315 
连结 MO,.CD.AD 后 ,可 得 MO， /CD,MO1=3#CD. 又 因为 正方 
形 ABDE,BCHK 具有 公共 顶点 B, 所 以 可 得 到 一 对 旋转 型 全 等 
三 角形 ,也 就 是 可 证 明和 信 ABK 吕 人 入 DBC,AK ==DC ,从 而 就 可 证 明 
OAM LOM,OM=O:M. 而 ONM=CM,OM TCM, 这 样 又 出 现 了 
两 个 具有 公共 的 直角 顶点 的 等 腰 直 角 三 角形 ,从 而 又 可 应 用 旋转 
型 全 等 三 角形 进行 证 明 . 由 M 点 发 出 的 两 组 相等 线段 是 MO;、 
MC 和 MO; 、MO,, 所 以 可 证 明和 俯 MOsO; 吴 人 和信 MOIC ,分 析 完 成 。 
例 35 已 知 : 人 4BC 中 ,4B=AC,AH | BC,H 是 和 慌 足 ,M 
是 4B 的 中 点 ,过 A.M.C 三 点 的 OO 交 AH 于 K， 入 ABC 的 外 
接 圆 半径 为 R. 求 证 : AK=3R. 








I 6， 316 | 全 6。317 
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分 析 : 本 题 条 件 中 出 现 了 人 A4BC 的 外 接 圆 半径 R, 所 以 可 先 
作出 这 个 三 角形 的 外 心 . 由 条 件 A4B 二 AC,AH | BC, 所 以 4 已 是 
BC 的 中 垂 线 ,又 因为 M 是 4B 的 中 点 ,所 以 过 MM 作 4B 的 垂 线 
交 A 于 O' 后 ,0O' 就 是 人 ABC 的 外 心 ,0'4 就 是 A4BC 的 外 接 


A A 
| | 
信号 2 
BHC | BHC 


图 6。318 图 6。，319 

贺 半 径 R, 这 样 问题 就 是 要 证 4 天 一 二 40' ,0'K 一 去 40'. 这 是 
两 条 线段 之 间 的 倍 半 关系 , 且 条 件 中 给 出 了 M 是 48 的 中 点 ,所 
以 可 应 用 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 如 将 倍 线段 
40' 取 作 三 角形 的 边 , 则 作 与 40' 平行 的 三 角形 的 中 位 线 , 于 是 
连结 BO' , 取 B80' 的 中 点 也 ,并 连结 MD 后 ,可 得 MD/ 40' ,MD 
= 方 40' ,问题 就 成 为 要 证 MD 一 0'K, 但 MDWO'K, 所 以 四 边 
形 MDKO' 应 是 一 个 平行 四 边 形 , 于 是 连结 DK ,问题 又 转化 为 要 
证 MO' /DK ,但 0' Mj 4B, 所 以 要 证 DK 也 与 4B 垂直 . 由 于 
0' 是 和信 ABC 的 外 心 ,所 以 0' A=0' B,MD= 去 0' 4= 卫 0O/ B= 
DB, 所 以 DD 应 在 BM 的 垂直 平分 线 上 ,这 样 接 下 来 就 应 证 天 也 在 
BM 的 垂直 平分 线 上 ,于 是 应 用 等 腰 三 角形 中 的 重要 线段 的 基本 
图 形 的 人 性质 ,连结 KB.KM 后 应 证 天 = 开 M. 但 天 在 BC 的 垂直 
平分 线 4 囊 上 ,所 以 连结 KC 后 ,可 得 天 号 = 天 C. 而 由 4B 一 4C 
和 A 有 LBC, 又 可 得 LHAB== 人 HAC, 而 这 两 个 角 都 是 ©O 的 图 
周 角 ,所 以 有 KM 二 KC,KM 二 KC, 所 以 分 析 完 成 , 
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例 36 已 知 : 信 4BC 中 ,AB=AC,E 
是 4B 的 中 点 ,延长 4B 到 了 DD 使 得 BD 一 
AB. 求 证 :CD=2CE. .A 
分 析 : 由 条 件 中 给 出 的 E、B 分 别 是 … E 
AB.、AD 的 中 点 ,是 多 个 中 点 问题 ,所 以 可 
应 用 三 角形 的 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 进 
行 证 明 . 但 EB- 所 在 的 线段 是 重合 线段 ,不 
能 组 成 三 角形 ,所 以 EB 这 两 个 中 点 的 连 线 了 
就 不 是 三 角形 的 中 位 线 ,从 而 就 要 增加 中 
点 , 且 要 增加 与 .B 所 在 的 线段 有 公共 端 
点 的 线段 的 中 点 . 由 于 B 所 在 的 线段 的 端点 是 
A.D,E 所 在 的 线段 的 端点 是 4.B, 而 以 这 四 A 
个 点 为 端点 的 线段 分 别 是 AC、PC、AC 和 BC， 
所 以 就 可 增加 这 四 条 线段 的 中 点 ， EA 人 AN 
如 增加 4C 的 中 点 眉 , 那 末 玉 .8 所 在 的 线 8 
段 AC.AD 可 以 组 成 三 角形 ,现在 图 形 中 是 有 
三 角形 而 没有 中 位 线 , 所 以 连结 BF 后 ,可 得 
CD 二 2BF, 从 而 只 须 证 明 BF 一 CE. 但 BF 和 
CE 是 等 腰 三 角形 两 腰 上 的 中 线 ,所 以 应 用 轴 
对 称 型 全 等 三 角形 的 性 质 就 可 以 证 明 结论 ， 
如 增加 CD 的 中 点 五 , 那 末 ,B 所 在 的 线段 DC、DA 可 组 成 
二 角形 ,而 图 形 中 也 是 有 三 角形 ,而 没有 中 位 线 ,所 以 连结 BF ,可 
得 BF// AC.BF 一 二 AC 一 序 4B 一 BE, 从 而 由 CD 二 2CF ,可 知 间 


题 又 转化 为 应 证 CE=CF. 但 BC 是 人 CBE 和 入 CBF 的 公共 边 ， 
所 以 就 出 现 了 一 对 轴 对 称 型 全 等 三 角形 ,而 由 CLFBC 一 一 4 一 
LEBC 就 可 以 证 明 这 两 个 三 角形 全 等 ， 

如 增加 4C 的 中 点 下, 那 末 下 、E 所 在 的 线段 可 组 成 人 4BC， 


图 6。321 
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于 是 连结 EF, 可 得 EF// BC,EF—BC. 再 


由 CF= 也 4C= 二 DB， 以 及 由 人 ABC = 

4A4CB 得 到 的 人 CFE = /ADBC, 可 证 明 
ACFEADBC, 所 以 5 一 5 一 
"PC= BC= 2 

如 增加 BC 的 中 点 下 , 那 末 下 .E 所 在 的 

线段 可 组 成 人 ABC, 于 是 连结 EF 后 可 得 EF 


/AC,EF 一 十 AC. 从 而 又 可 得 Ek = 二 4B 


= BD. 而 CF= CB, 由 人 EFB= /ACB 





图 6. 323 


也 就 得 CE = 5CP. 


图 6. 322 


A 
E 
B 
D . 


6。324 
二 AEBF, 又 可 得 人 CFE 二 人 CBD, 从 而 可 证 明和 CEFWwHACDB， 


本 题 要 证 明 的 结论 是 两 条 线段 之 间 的 倍 半 关 系 , 且 条 件 中 给 


出 了 两 个 中 点 ,所 以 可 应 用 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 进 行 
证 明 . 如 取 半 线段 EC 为 三 角形 的 中 位 线 , 那 就 应 将 三 角形 的 边 添 
上 ,这 时 首先 要 使 C 也 成 为 中 点 ,所 以 延长 4C 到 下, 使 CF= AC， 
并 连结 BF ,就 可 得 BF = 2CE ,这样 问题 就 成 为 要 证 BF 二 CD. 而 
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由 AB=A4C,AF=24C==AD 和 人 BAF 
二 .ACAD, 可 证 明和 信 ABF 和 入 ACD 是 一 
对 轴 对 称 型 全 等 三 角形 ,所 以 上 述 性 质 可 
以 证 明 . 由 于 图 形 中 出 现 的 轴 对 称 型 全 等 
三 角形 不 仅 是 一 对 ,所 以 也 可 以 通过 BD 
二 CF,ADBC== 人 人 FCB 和 BC==CB, 证 明 
ADBCS2AFGB 来 完成 分 析 . 
本 题 要 证 明 CD=2CE, 而 这 两 线段 


可 以 分 别 看 作 是 A4DC 和 入 ACE 的 边 ， 多 6，325 

而 在 这 两 个 三 角形 中 ,有 4 = 2,4 =2, 仿 =4, 且 CC4D~ 
EAC;, 所 以 和 人 ADC 和信 ACE ,是 一 对 道 平行 线 型 相似 三 角形 ,所 
以 结论 也 可 以 证 明 . 








图 6，326 图 6，327 

例 37 已 知 :以 四 边 形 4BCD 的 四 条 边 为 边 向 形 外 作 正 方形 
ABB,A', BCC:B1,CDD;,C', DAA:D',O: .O;.O1.O1 依次 是 这 四 个 
正方 形 的 中 心 ,E、F.G、H 依次 是 OO， ;O20O; ,O304 ;O401 的 中 点 ， 
求证 :四 边 形 EFGH 是 正方 形 。 

分 析 :; 由 条 件 巨 . 下 .G、 杂 分 别 是 00:.020:.0:0 00; 的 中 
点 ,是 多 个 中 点 问题 ,所 以 可 应 用 三 角形 中 位 形 的 基本 图 形 的 性 质 
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进行 证 明 . 于 是 由 EH 所 在 的 线段 
有 公共 端点 O,, 可 得 连结 OO, 后 ,有 


EHVO:OEH= 羡 OO0, 同 理 可 证 


FGVo:O,,FG= 六 0:0， ,所 以 EHL 
FG, 四 边 形 EFGH 是 平行 四 边 形 . 要 
证 明 这 个 平行 四 边 形 是 正方 形 , 就 应 
证 明 它 的 一 组 邻 边 相等 而 且 垂直 . 也 
就 是 要 证 EH 一 EF ,EH LEF. 由 于 
EF 也 分 别 是 0.0, 和 O02O; 的 中 点 ， 
所 以 连结 010; 后 ,又 可 得 EF //O， O88 一 二 O10 所 以 问题 
转化 成 要 证 010; 一 0,0, ,O10; 10:04. 
由 条 件 0,.O:.O: .O, 分 别 是 四 个 正方 形 的 中 心 ,也 都 是 相应 

的 对 角 线 的 中 点 ,所 以 又 出 现 了 多 个 中 点 问题 ,从 而 可 应 用 三 角形 
中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 由 于 每 一 组 相对 的 中 点 所 在 
的 对 角 线 没有 公共 端点 ,不 能 组 成 三 角形 ,所 以 OO: 和 O20 这 两 
组 中 点 的 连 线 就 不 是 三 角形 的 中 位 线 , 从 而 就 要 增加 中 点 , 且 应 增 
加 与 已 知 中 点 所 在 的 线段 有 公共 端点 的 线段 的 中 点 ,所 以 连结 
BD, 取 BD 的 中 点 M, 并 进一步 连结 O,M,AzB 和 OM,AID 后 ， 





图 6， 328 


可 得 OM/ 4:B,OUM= 广 48 和 OsM// A1D,0:M 一 广 4iD. 但 


正方 形 4B8B;4, 和 ADD,As 具有 公共 顶点 4, 就 可 得 人 44:B8 和 
人 A4D4, 是 一 对 旋转 型 全 等 三 角形 . 所 以 A:B 一 DAi,A;B 上 LDA， 
从 而 有 OM=O:M,OM OM, 它们 可 组 成 半 个 正方 形 . 根据 同 
样 的 道理 ,连结 O:M.O,M 后 ,又 可 得 它们 组 成 半 个 正方 形 . 而 这 
两 个 正方 形 又 以 M 为 公共 顶点 ,所 以 又 出 现 一 对 旋转 型 全 等 三 角 
形 , 所 以 可 证 明 信 MOiO; 宇 和信 MO:O;, 所 以 010; 二 00， 和 OO 上 
O2O4 都 可 以 证 明 . 
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例 38 已 知 :四 边 形 4BCD 中 ,4B 二 CD,E、F 分 别 是 AD、 
BC 的 中 点 ,FE 的 延长 线 交 BA、CD 的 延长 线 于 G、 瑟 . 求证 : 
ZBGF= /CHFK. 


H Ne 

A D A 和、 D 
图 6。329 二 6. 330 

分 析 : 由 条 件 已 . 正 分 别 是 AD、BC 的 中 点 ,是 多 个 中 点 问题 ， 
所 以 可 应 用 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 但 EF 所 
在 的 线段 AD、BC 没有 公共 端点 ,不 能 组 成 三 角形 ,所 以 EF 这 两 
个 中 点 的 连 线 就 不 是 三 角形 的 中 位 线 ,从 而 要 增加 中 点 , 且 要 增加 
与 4D、BC 有 公共 端点 的 线段 的 中 点 . 由 于 4D、BC 是 四 边 形 的 
一 组 对 边 , 它 们 的 端点 就 是 四 边 形 的 顶点 ,所 以 可 增加 对 角 线 的 中 
点 ,也 就 是 连结 BD, 并 取 BD 的 中 点 为 ,现在 EK 所 在 的 线段 
AD、BD 有 公共 端点 ,可 以 组 成 三 角形 ,所 以 EK 这 两 个 中 点 的 连 
线 就 是 人 DAB 的 中 位 线 ,于 是 连结 EK, 有 EK 4B、EK 一 也 4 
和 人 KEF 二 人 BGF. 根据 同样 的 道理 ,连结 FK 后 可 得 FK//CD、 
FK=3CD 和 人 KFE= LCHF. 而 由 AB=CD, 就 可 以 证 明 EK 
二 FK 和 KEF= 了 KFE, 从 而 可 完成 证 明 . 

本 题 要 证 明 相等 的 这 两 个 角 才 BGF 和 LCHF 由 于 没有 直接 
的 联系 ,所 以 就 处 于 不 易 直接 建立 等 量 关系 的 位 置 上 ,所 以 应 考虑 
将 角 改 变 位 置 . 由 于 本 题 的 条 件 中 没有 直接 出 现 与 圆 有 关 的 性 质 ， 
所 以 首先 考虑 将 角 平移 . 而 在 将 人 BGF 进行 平移 时 ,又 可 以 出 现 
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> 
BF 
M 
图 6 5331 图 6。332 
沿 GF 方向 和 沿 GB 方向 平移 两 种 可 能 性 . 如 考虑 沿 GF 方向 平 
移 , 则 可 平移 到 以 E 为 项 点 . 那 末 实 际 上 就 是 过 EE 作 GB 的 平行 
线 . 由 于 将 角 平 移 时 ,可 应 用 平行 四 边 形 的 性 质 进 行 证 明 , 所 以 在 
这 条 平行 线 上 截取 EM 二 4B, 那 末 连 结 BM 后 ,就 可 得 四 边 形 
ABME 是 平行 四 边 形 . 根据 同样 的 道理 ,将 人 CHF 沿 HF 方向 也 
平移 到 以 为 顶点 ;也 就 是 过 碧 作 EN/HC, 且 使 EN 二 CD, 那 
末 连 结 CN 后 ,也 可 得 四 边 形 ENCD 是 平行 四 边 形 .但 已 知 4B= 
CD, 所 以 得 EM 二 EN. 这 就 是 两 条 具有 公共 端点 上 的 相等 线段 ， 
因而 就 可 组 成 一 个 等 腰 三 角形 ,但 这 个 等 腰 三 角形 只 有 两 条 腰 而 
没有 底 边 ,所 以 应 连结 MN. 但 这 时 又 出 现 了 MN 过 FF 的 问题 ,所 
以 应 根据 三 点 成 一 直线 的 定义 在 连结 MF、NF 后 ,证 明 人 BFM = 
人 CFN ,也 就 是 要 证 这 两 个 角 是 对 项 角 . 这 样 ,条 件 中 出 现 的 BF 
和 CF 这 两 条 相等 的 线段 ,就 位 于 一 组 对 顶 角 的 两 边 且 成 一 直线 ， 
所 以 可 应 用 中 心 对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 , 也 就 是 要 证 八 BFM 
人 CFN. 于 是 由 BM2 AE,NC ED 和 AE 二 DE, 可 得 BM 
CN, AMBF=ANCF, 且 已 知 BF 二 CF ,所 以 人 BFM 和 A 人 CFN 
全 等 就 可 以 证 明 , 从 而 证 得 人 BFM== 人 CFN,M、F\N 共 线 和 MF 
二 NF. 再 应 用 等 腰 三 角形 的 性 质 就 可 以 证 明 人 MEF= 人 NEF， 
这 样 就 可 以 证 得 结论 . 1 . 
如 考虑 将 了 BGF 沿 GF 方向 平移 到 以 已 为 项 点 , 则 过 石 作 
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GB 的 平行 线 ,考虑 到 线段 之 间 的 相等 关系 ， 
所 以 在 平行 线 上 取 HK 二 GB, 则 HK24GB， 
可 组 成 平行 四 边 形 ,所 以 连结 BK ,可 得 BK 
WGH. 由 条 件 给 出 4B=CD, 且 已 作 HK/ 
GB, 所 以 在 KH 上 截取 KL=BA, 又 可 组 成 
一 平行 四 边 形 ,于 是 再 连结 AL, 得 AL/ BK 
/GH. 由 条 件 给 出 已 是 4D 的 中 点 , 且 EF 忌 

4 ,所 以 可 应 用 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 。“ 

的 性 质 进行 证 明 , 于 是 连结 DZL 交 EF 于 M 图 6333 


后 ,可 得 LM=DM,EM 一 去 AL-. 根据 同样 的 道理 ,连结 CK 交 AF 








图 6。331 人 全 6。335 

的 延长 线 于 N 后 ,可 得 KN=CN,FN=3BK. 而 现在 我 们 要 证 
明了 KHF= LCHF, 所 以 就 应 证 明 HL=HD 或 HK=HC, 但 已 
知 有 KL 二 AB=CD. 且 KL.NM.CD 共 点 于 妃 , 从 而 就 可 以 根据 平 
行 线 型 相似 三 角形 的 组 合 图 形 的 性 质证 明 LDAKC, 由 于 这 个 性 
质 可 以 证 明 所 以 分 析 可 以 完成 . 

对 这 部 分 的 分 析 可 这 样 完 成 ,在 四 边 形 LKCD 中 ,KL=CD， 
MN 分 别 是 LD、KC 的 中 点 ,上 且 KL、NM、CD 共 点 于 五 ,如 LD 
与 KC 不 平行 , 则 过 M 作 KC 的 平行 线 交 HK、HC 于 L、D' ,就 
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可 得 发 必 一 ,LM= D'M, 而 已 知 LM= DM, 这 样 就 出 现 了 


两 组 相等 线段 在 一 组 对 顶 角 的 两 边 , 且 成 一 直线 ,所 以 可 应 用 中 心 
对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 , 也 就 是 可 证 明和 LML' 和 入 DMD'， 
从 而 通过 人 MLL' = 人 MDD' ,可 得 LL' /D'D, 这 就 与 KHCH 
相交 于 右 矛 盾 , 所 以 LD/ KC. 

本 题 的 上 述 分 析 采 用 了 反 证 法 ,这 是 因 
为 我 们 是 用 线段 的 数量 关系 ,在 这 里 是 相等 
关系 来 作 图 ,而 要 证 明 线 段 之 间 的 平行 关 
系 ,所 以 直接 应 用 平行 线 型 相似 三 角形 的 性 
质 就 有 一 定 的 难度 . 所 以 如 要 用 直接 证 法 来 
进行 分 析 , 那 就 可 将 上 述 作 图 和 证 明 中 应 用 
的 数量 关系 、 位 置 关系 倒 过 来 进行 ,也 就 是 
根据 位 置 关系 作 图 ,然后 证 明 相 等 关系 .于 图 6* 336 
是 就 可 以 :过 DD 作 DK_LGF, 垂 足 是 KKK, 并 延长 DK 到 工 ,使 也 天 一 
DK ,再 连结 HL, 就 可 得 HL=HD, 人 LHK 二 人 DHK ,所 以 问题 
就 成 为 要 证 了 BGF = 人 LHF,HL//GB. 由 条 件 E 是 4D 的 中 点 ， 
现在 作 了 KK 是 LD 的 中 点 ,是 多 个 中 点 问题 ,从 而 可 应 用 三 角形 
中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 而 现在 图 形 中 是 有 中 位 线 而 
三 角形 不 完整 ,所 以 将 三 角形 的 边 添 上 ,也 就 是 连结 AL, 就 可 得 
EK/ AL,EK=3Al. 以 上 的 分 析 是 对 中 点 来 进行 的 , 那 末 对 
于 中 点 已 就 可 以 用 同样 的 方法 进行 分 析 , 于 是 过 C 作 GF 的 垂 
线 , 分 别 交 GF、HL 的 延长 线 于 M、N, 就 可 得 CM 一 NM, 已 六 二 
HC,NL=CD= AB. 从 而 连结 BN 后 ,又 可 得 BNVAFAM， ,FM 一 也 


BN. 由 于 我 们 要 证 LN / 4B, 所 以 就 应 证 四 边 形 BNLA 是 平行 

四 边 形 , 而 LN/W AB 不 能 用 ,所 以 就 要 转 而 证 明 AL=BN ,EK= 

FM. 由 条 件 AE=DE, 上 且 AD、GF 在 中 点 互相 交 , 从 而 就 出 现 了 

两 条 相等 的 线段 在 一 组 对 顶 角 的 两 边 且 成 一 直线 ,所 以 可 添加 中 
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图 6。337 
点 对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 ,添加 的 方法 
是 过 端点 作 平行 线 ,所 以 过 4 作 4P_ CRP， 
甜 足 是 P, 可 得 八 APF 纪 人 DKE, AP = 


DK, PE 二 KE,PK 二 2EK. 根据 同样 的 道 
理 过 B 作 BQJ]GF 交 GF 于 Q@ 后 ,可 得 BQ 
= 一 CM,QM=2FM, 所 以 问题 就 应 证 PK= 
QM,PQ= 天 M. 而 PQ、KM 是 两 个 直角 梯 
形 ABQP 和 DCMK 的 高 ,由 于 这 两 个 直角 





区 6，339 


梯形 的 腰 相 等 ,上 、 下 底 也 分 别 相等 ,所 以 通过 平移 腰 后 就 可 以 证 
明 一 对 直角 三 角形 全 等 ,所 以 PQ 二 KM 可 以 证 明 . 分 析 完 成 ， 


如 在 将 一 BGR 平移 到 以 五 为 顶点 时 ， 
在 平行 线 上 取 HK= 48B=CD, 那 也 就 是 在 
HC 上 取 HL=CD, 过 工作 LM LGP, 牌 足 
是 M, 并 延长 LM 到 天 ,使 天 M 一 ZLM, 再 连 
结 HK, 即 可 得 HK = HL= CD= AB， 
AZKHM = LCHF, 所 以 问题 成 为 要 证 
BGF 一 人 KHM,BA/ KH. 这样 四 边 形 


及 
本 


B F c 
图 6。，340 







BK. 现在 EE.M、F 分 别 是 A4D、KL、BC 的 中 点 ,是 多 个 中 点 问题 ， 
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图 6。341 8， 312 
所 以 可 应 用 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 , 但 由 于 这 
三 条 线段 没有 公共 端点 ,不 能 组 成 三 角形 ,所 以 应 增加 中 点 , 且 应 
增加 与 已 知 中 点 所 在 的 线段 有 公共 端点 的 线段 的 中 点 ,于 是 取 
DH 的 中 点 NN, 连结 EN, 可 得 EN/ AH,EN== 方 AH. 类 似 地 连 


结 CK 后 , 取 CK 的 中 点 7, 连 结 FT, 可 得 FTNBK ,FT 一 十 BK, 于 
是 又 应 证 EN=F1. 由 M,IT 是 KL、KC 的 中 点 ,连结 MI 后 ,可 得 


MI=3LC=FHD-HN,MIN LC, LFMI 


二 人 EHAN , 间 时 我 们 还 可 以 证 明 MF= HE， 
所 以 和信 MIF 和 HNE, 从 就 可 以 证 明 EN= 
FT ,分 析 就 可 以 完成 . 

如 现在 我 们 考虑 将 人 BGF 沿 GB 方向 
平移 , 那 就 可 以 平移 到 以 4 为 顶点 ,也 就 是 
过 4 作 GF 的 平行 线 . 那 末 接 下 来 的 问题 就 图 6。343 
是 人 CHEF 怎么 考虑 ,如 考虑 将 人 CHF 也 平移 到 以 4 为 顶点 , 那 
就 是 过 4: 作 AK /HC, 并 使 AK =CD, 并 连结 BK, 那 末 八 ABK 
就 是 等 腰 三 角形 . 然后 取 BK 的 中 点 M, 连 结 AM 后 ,可 得 AM 平 
分 一 B4K, 所 以 问题 就 是 要 证 AM/GF. 现在 M、F 分 别 是 BK、 
BC 的 中 点 ,是 多 个 中 点 问题 ,就 可 以 应 用 三 角形 中 位 线 的 基本 图 
形 的 性 质 进行 证 明 ， 于 是 连结 ME ,KC ,就 可 得 MF/ KC, MF= 
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| 6. 311 | 对 6。345 
KC. 但 AK DC, 所 以 四 边 形 AKCD 是 平行 四 边 形 ,得 开 C 之 
AD, 于 是 有 MF// 4D, 又 因为 妃 是 4 的 中 点 ,所 以 ME = AE,， 
从 而 可 证 明 四 边 形 AMFE 也 是 平行 四 边 
形 , 就 可 证 明 AM// EF ,从 而 完成 分 析 . G 


如 果 我 们 类 似 地 考虑 将 人 BGF 和 
CPP 痢 平 移 到 以 DD 为 顶点 , 则 过 DD 作 
DK /4B, 且 使 DK = 4B, 连 结 CK, 并 取 
CK 的 中 点 M, 再 连结 DM, 那 末 问 题 也 就 成 ”pk 一 入 Cc 
为 要 证 DM /GF. 于 是 再 由 玉 、M 分 别 是 
BC、KC 的 中 点 ,连结 BK、FM 后 可 得 FM I 
NBK,FM=3BK. 再 由 四 边 形 4ABKD 是 平行 四 边 形 , BK 
AD, 推 得 FM 上 ED, 所 以 也 可 以 完成 分 析 ., 

如 果 我 们 分 别 考 虑 将 人 BGF 平移 到 A 点 ,将 人 CHEF 平移 到 
DD 点 , 则 应 过 4、.D 分 别 作 GF 的 平行 线 . 又 因为 已 知 AE=DE, 且 
GF 与 4D 在 五 点 相交 ,就 出 现 了 两 条 相等 线段 在 一 组 对 顶 角 的 
两 边 且 成 一 直线 ,所 以 可 应 用 中 心 对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 , 添 
加 的 方法 是 过 端点 作 平行 线 , 于 是 过 A、DD 分别 作 4 天 上 LCF ,DZ 
GF , 垂 足 分 别 是 KK、 工 , 则 可 得 人 AKE 宇 人 入 DLE,AK==DL. 根据 同 
样 的 道理 ,过 B 作 BM LGF, 垂 足 是 M, 过 C 作 CN1LGF 交 GF 
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多 6。347 图 6: 314%8 


的 延长 线 于 NN, 可 得 人 BMF 综 人 CNF ,BM 一 CN. 现在 分 别 过 4、 
DD 作 GF 的 平行 线 交 BM,CN 于 了 .Q, 则 可 
得 四 边 形 APMK ,DQNL 都 是 矩形 ,从 而 ¢ 
就 可 得 BP 二 CQ, 人 APB= 人 DQC = 90"， 起 
且 已 知 4B=CD, 所 以 A4BPSADCQ， “ 
BAP 一 人 CDQ, 所 以 分 析 也 可 以 完成 . 

当 我 们 将 一 BGF 平移 到 以 4 为 顶点 B、、\J/F 5 
时 ,实质 上 就 是 过 4 作 GF 的 平行 线 ,但 条 4 
件 中 给 出 了 EE 是 AD 的 中 点 ,就 出 现 了 过 | 多 6. 349 
线段 的 中 点 和 端点 的 一 组 平行 线 ,所 以 又 可 应 用 三 角形 中 位 线 的 
基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 , 于 是 过 A 作 AK/GF 交 DF 的 延长 线 
于 天 ,就 可 得 DF=KF. 但 已 知 BF=CF, 且 BC、DK 在 下 点 相 
交 , 所 以 就 出 现 了 一 对 中 心 对 称 型 全 等 三 角形 ,也 就 是 连结 BK 
后 ,有 ABKFSGACDF, 所 以 BK=CD=BA, 人 BAK= 人 BKA， 
但 BK/NHC, 可 证 明和 BKA= LCHF，, 所 以 分 析 可 以 完成 . 

根据 同样 的 道理 ,如 考虑 将 CHF 平移 到 DD 点 , 则 过 DD 作 
DK /GF 交 AF 的 延长 线 于 天 ,可 得 AF 二 KF , 那 末 连结 CK 后 ， 
可 证 明 人 AFB 必 人 KFC,CK = AB=CD, LCHF = LCDK = 
ZCKD== 人 BGF ,所 以 分 析 也 可 以 完成 . 

由 本 题 的 条 件 下 是 BC 的 中 点 ,FE 是 过 中 点 下 的 线段 ,所 以 
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图 6。350 
也 可 应 用 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 
质 进行 证 明 , 如 将 FE 取 作 三 角形 的 中 位 
线 , 则 过 端点 C 作 FE 的 平行 线 交 BE 的 
延长 线 于 天 ,就 可 得 BE 二 KE, 人 人 CHF= 
DC 天. 但 已 知 AE= 二 DE, 叉 出 现 了 两 组 
相等 线段 在 一 组 对 顶 角 的 两 边 县 成 一 直 





线 , 所 以 连结 DK 后 ,可 得 八 ABE 图 6，352 
和 人 DKE, AB= DK,AB/ KD, 所 以 DK=DC, /ADKC= LDCK, 
分 析 也 可 完成 . 


在 将 FE 取 作 三 角形 的 中 位 线 时 ,平行 线 也 可 以 过 另 一 个 端 
点 B 作 ,也 就 是 过 B 作 BK/FE 交 CE 的 延长 线 于 KK, 则 可 得 CE 
二 KE. 再 连结 AK ,可 得 ACDE 和 AKAE,AK=CD=AB,KA ) 
DC ,从 而 也 可 以 完成 分 析 . 

例 39 已 知 :四 边 形 4BCD 中 ,EF 分 别 是 AD、BC 的 中 点 ， 
FE 的 延长 线 交 BA、CD 的 延长 线 于 GH. 

~ GA HD 

求证 :5 二 博 C- 

分 析 : 本 题 条 件 中 给 出 EF 分 别 是 AD、BC 的 中 点 ,是 多 个 
中 点 问题 ,所 以 可 应 用 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 进 行 证 明 . 
由 于 EF 所 在 的 线段 没有 公共 端点 ,不 能 组 成 三 角形 ,所 以 EF 
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的 6。353 多 6°。 351 
这 两 个 中 点 的 连 线 就 不 是 三 角形 的 中 位 线 , 从 而 应 增加 中 点 , 且 应 
人 EF 所 在 的 线段 4D、BC 有 公共 端点 的 线段 的 中 点 , 于 是 
连结 诡 太 EDEN, 取 BD 的 中 点 M, 那 末 连 结 EM 后 ,可 得 
EM/ AB, EM 一 二 4B.j 这 样 又 出 现 了 EM 是 ANGB 内 一 条 边 
GB 的 平行 线段 ,所 以 就 出 现 了 一 对 平行 线 型 相似 三 角形 ， 即 
1 
=~AB 
ANEMOANGB, EM — NM. 2 


2MN BM—MN _DN 


NM GB—GA NM GA 
TNB’ 2GB © NB’GB 





二 1] 一 -BN 四 BN 方面 ,连结 后 ,也 有 MF 
HD _ DN 
HD+2FM _ DNL2MN HC DM+MN 
FM MN "FM MN 
HD 人 
一 号 ,所 以 用 = 8 ,从 而 就 可 完成 分 


析 . 

本 题 要 证 明 的 结论 是 线段 之 间 的 比例 
关系 ,经 过 描 图 可 以 发 现 两 组 相 比 线段 都 分 
别 重 从 在 一 直线 上 ,所 以 可 添加 平行 线 型 相 
似 三 角形 进行 证 明 . 如 选取 过 内 分 点 4 的 图 6， 355 
线段 AE 为 平行 方向 线段 , 则 平行 线 可 过 端点 B 作 ,也 就 是 过 B 
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作 KB//AE 交 AF 的 延长 线 于 天 ,可 得 AGE4cAGKB,EA 一 


4 
做. 根据 同样 的 道理 ,过 C 作 CM/DE 交 GF 于 朵 后 ,可 得 号 
= 但 由 BF 一 CF 和 BK/ MC, 又 可 证 明 人 BKF 名 人 CMF， 


BK 二 CM, 所 以 分 析 可 以 完成 . 
如 取 过 端点 的 BF 为 平行 方向 线段 , 则 平行 线 可 过 内 分 点 4 


图 6 356 图 6，357 
本 ,x aCA_ AK 2 
作 , 也 就 是 过 4 作 AK/ BF 交 GF 于 .可 得 EB 一 BF 根据 同 
样 的 道理 ,过 万 作 DM/CF 交 GF 于 M 后 ,可 得 好 一 人 关 ' 而 
A4KFES2A 人 PDME ,4 天 一 DM, 所 以 分 析 可 以 完成 . 
如 取 过 端点 的 GF 为 平行 方向 线段 , 则 平行 线 可 过 内 分 点 4 
作 , 也 就 是 过 4 作 AK/GF 交 BF 于 天 ,就 可 得 ES = 7 入. 根据 同 


样 的 道理 ,过 嘱 作 DM/GF 交 CF 于 M, 可 得 全 一 CK. 由 条 件 


给 出 FB=FC, 所 以 问题 成 为 应 证 FM 二 FK, 由 于 AE=DE,AK 
NHEF/DM, 所 以 这 个 性 质 是 可 以 证 明 的 . 
例 40 已 知 :D.E 是 八 4BC 的 边 4B、4C 上 的 点 ,BD=CE， 
GF 分 别 是 DE、BC 的 中 点 ,AH 是 角 平 分 线 .求证 :AH/GKF. 
分 析 : 本 题 条 件 中 出 现 了 G、F 分 别 是 DE、BC 的 中 点 ,是 多 
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个 中 点 问题 ,所 以 可 应 用 三 角形 中 位 线 的 基 

本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 由 于 G、 所 在 的 线 和 

段 DE、BC 没有 公共 端点 ,不 能 组 成 三 角形 ， 

GF 这 两 个 中 点 的 连 线 就 不 是 三 角形 的 中 位 。 Dp E 
线 , 从 而 就 要 增加 中 点 ， 且 应 增加 与 DE、BC 

有 公共 端点 的 线段 的 中 点 .于 是 连结 BE, 取 8B HF. Cc 
BE 的 中 点 M. 那 未 连结 MG,MF 后 ,可 得 
MGABD， MG= 方 BD， MF / EC, MF = 
EC, MG= MF, LAMGF = 人 MFG. 进一步 可 
得 LGMF 二 人 LBAC = 180°, LMGF = 
LMFG= LBAH—LCAH ,所 以 GF YAH 
可 以 证 明 ， 

本 题 在 考虑 增加 中 点 时 ,由 于 条 件 中 出 
现 了 AH 是 角 平 分 线 ,所 以 也 可 以 通过 向 角 Bs HE 
平分 线 作 垂 线 来 增加 中 点 .于 是 过 DD 作 DM 
1AH 交 AH.AC 于 K、M, 于 是 DK=MK. 


图 6，358 





图 6。359 





B HF C 
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因 K.G 所 在 的 线段 DM、DE 现在 有 公共 端点 D, 可 以 组 成 三 角 
形 ,所 以 连结 KG 后 ,可 得 KGNME、KG 一 六 ME. 根据 同样 的 道 
理 ,过 B 作 BPLAH 交 AH、AC 于 NN.P, 连 结 NF 后 又 可 得 NT 
VPCNF = 于 PC, 从 商 可 得 KG/NF ,因而 四 边 形 KNFG 就 应 
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是 平行 四 边 形 . 这 样 问题 就 成 为 应 证 KG 二 NF ,ME==PC, 也 即 要 
证 MP 二 CE, 但 因 BD==CE, 这 样 又 只 要 证 MP 一 BD. 因 和 八 ABP 
和 和 人 A4DAM 都 是 等 腰 三 角形 ,所 以 MP 二 BD 就 可 以 证 明 . 

由 本 题 的 条 件 G、F 分别 是 DE、BC 的 中 点 ,是 多 个 中 点 问 
题 , 所 以 可 应 用 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 如 将 





图 6。362 图 6 ，363 

GF 这 两 个 中 点 的 连 线 取 作 三 角形 的 中 位 线 , 则 应 添加 三 角形 的 
边 ,于 是 过 端点 B 作 BK /FG 交 CG 的 延长 线 于 天 ,可 得 KG= 
CG. 那 末 问题 就 成 为 要 证 BK /HA. 由 于 4H 是 角 平 分 线 ,这 样 
就 出 现 了 和 角 平 分 线 和 和 角 平 分 线 的 平行 线 之 间 的 组 合 关系 ,所 以 必 
定 得 到 一 个 等 腰 三 角形 的 基本 图 形 ,因此 延长 BK 交 CAh 的 延长 
线 于 M, 问 题 就 成 为 要 证 AM=4B. 但 在 证 明了 KG=CG 后 ,由 
条 件 DG 二 EG, 出 现 了 两 组 相等 线段 分 别 在 一 组 对 顶 角 的 两 边 上 
且 成 一 直线 ,所 以 连结 DK 后 ,可 得 和 人 GDACGE,DK==EC= 

DB,DKVCE ,于 是 通过 ADKBcA4MB ,就 可 以 完成 分 析 ， 
由 于 本 题 条 件 中 给 出 了 GF 分 别 是 DE、BC 的 中 点 ,而 DE、 
BC 没有 公共 端点 不 能 组 成 三 角形 ,所 以 GF 这 两 个 中 点 的 连 线 就 
不 是 三 角形 的 中 位 线 , 于 是 也 可 添加 梯形 的 中 位 线 来 进行 证 明 . 所 
以 过 G 所 在 线段 DE 的 两 个 端点 分 别 作 GF 的 平行 线 交 BC 于 
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图 6.，364 图 6。365 
NM 天 ,就 可 得 MF 二 KF. 所 以 BM 二 CK. 问题 也 就 成 为 要 证 EK 
WAH. 但 AH 是 角 平 分 线 ,这 样 就 出 现 了 角 平 分 线 和 平行 线 的 组 
合 关系 ,所 以 必定 要 构成 一 个 等 腰 三 角形 的 基本 图 形 . 由 于 条 件 中 
给 出 BD 二 CE, 所 以 将 这 两 条 相等 线段 移动 到 有 公共 端点 ,就 能 构 
成 等 因 三 角形 ,于 是 过 C 作 CN /DB 交 EK 的 延长 线 于 N ,就 可 
得 人 NCK = LDBM,CK = BM, LANKC = LDMB, ANCK 
和 人 DBM. 所 以 CN=BD=CE, LCEN 


= /CNE. 而 LNCE+ LCAB=180°, 
所 以 ZCEN = 人 CAH ,结论 就 可 以 证 /D> 
5 0 
例 41 已 知 :PA 与 @O 相 切 于 pa 
4, 割 线 PBC 交 OO 于 B.C,4D 是 和 4 
Q@O 的 直径 ,直线 PO 交 BD.CD 于 图 6.。366 
MN. 求 证 :OM 二 ON. . 
分 析 : 本 题 的 条 件 中 出 现 了 P4 与 @O 相 切 于 4, 割 线 PBC 
交 @O 于 且 .C, 所 以 可 应 用 圆 的 切线 和 割 线 的 性 质 进行 证 明 . 由 于 


圆 的 切 、 割 线 的 第 一 个 基本 性 质 一 -切割 线 定理 与 本 题 的 结论 没 
有 直接 的 联系 ,所 以 可 转 而 考虑 应 用 圆 的 切 、 割 线 的 另 一 个 基本 性 
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图 6。367 图 6.368 

质 一 一 圆 外 一 点 、 切 点 、 割 线 交 圆 所 得 弦 的 中 点 以 及 圆心 四 点 共 贺 
的 性 质 进行 证 明 . 于 是 取 BC 的 中 点 ,连结 OE .EA, 可 得 P、A、 
E.O 四 点 共 圆 ,四 边 形 PAEO 是 圆 内 接 四 边 形 . 

在 取 了 EE 是 BC 的 中 点 后 ,由 于 要 证 明 O 是 MN 的 中 点 ,就 
出 现 了 多 个 中 点 问题 ,所 以 可 应 用 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 
质 进行 证 明 . 由 于 O、E 所 在 的 线段 MN 、BC 没有 公共 端点 ,不 能 
组 成 三 角形 ,所 以 OF 这 两 个 中 点 的 连 线 就 不 是 三 角形 的 中 位 线 ， 
从 而 就 要 增加 中 点 , 且 应 增加 与 OE 所 在 的 线段 有 公共 端点 的 线 
段 的 中 点 . 另 一 方面 由 结论 要 证 O 是 MN 的 中 点 , 且 过 端点 MN 
和 中 点 O 的 三 直线 共 点 于 D, 所 以 可 添加 平行 线 型 相似 三 角形 的 
组 合 图 形 进行 证 明 . 添加 的 方法 是 作 同 与 共 点 三 直线 相交 的 MN 
的 平行 线 , 这 时 只 要 作 与 DB、DA、DC 相交 的 MN 的 平行 线 就 会 
出 现 中 点 (这 些 平行 线 中 当然 要 除去 过 刀 点 的 一 条 ) ;但 由 于 要 与 
无 所 在 的 线段 BC 有 公共 端点 ,所 以 这 条 平行 线 可 过 B 点 作 ,也 就 


是 过 B 作 BF/MN, 交 DC.DA 于 FG, 那 末 由 人 2 = CA ,可 知 


间 题 转化 为 要 证 GB=GF. 现在 G、E 这 两 个 中 点 所 在 的 线段 可 以 
组 成 人 BCF ,所 以 可 应 用 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 
明 , 于 是 连结 GE, 问 题 就 应 证 EG /CF, LBEG= 人 BCF. 但 
BCD 是 OO 的 圆周 角 ,应 用 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 , 由 D、B、 
A.C 四 点 共 圆 ,连结 BA 后 ,可 得 人 BAD= 人 BCD, 所 以 问题 又 转 
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而 证 BEG= 8B4G, 也 就 是 要 证 B.A、E、G 
四 点 共 圆 . 但 在 作出 BFV PN 后 ,有 一 EBG= 
EPO. 而 在 已 证 P、.A、E、O 四 点 共 圆 后 ,也 可 
得 LEPO= LEAO, 所 以 人 EBG= 人 EAG,B、 
A、E.G 四 点 共 圆 ,分 析 就 可 以 完成 . 

例 42 已 知 :人 A4BC 内 接 于 ©@O, 过 BC 
作 O 的 切线 相交 于 P,D 是 BC 的 中 点 . 求证; 
LBAD= LCAP. 

分 析 : 本 题 条 件 中 给 出 PB、PC 与 @0 相 切 图 6 369 
于 B.C,D 是 连结 切 点 的 弦 的 中 点 ,所 以 P.D.O 三 点 在 一 直线 
上 ,于 是 连结 PO， 则 . PO 必 过 点 D,PO 1 BC. 这样 进 一 步 可 得 若 
PO 交 ©O 于 EE， 有 BE 一 CE, 人 BAE= 人 CAE, 从 而 问题 就 转化 为 
要 证 了 DAE 二 人 PAE. Eh 应 是 人 APD 的 一 条 内 和 角 平 分 线 . 另 一 
方面 ,E 是 过 圆心 的 直线 与 ©@O 的 交点 ,所 以 下 也 可 看 作 是 直径 








图 6。370 图 6。371 
的 一 个 端点 ,于 是 就 可 应 用 直径 的 性 质 或 者 也 就 是 半圆 上 的 贺 周 
角 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 , 从 而 应 先 将 直径 添上 ,也 就 是 延长 
PO 交 @O 于 下 ,连结 4PF ,可 得 人 E4 开 一 90", 这 样 当 AE 是 
入 ADP 的 内 角 平分 线 时 ,AF 必定 同时 是 人 ADP? 的 外 角 平 分 线 ， 
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所 以 间 题 就 成 为 要 证 & 一 BF- 但 因 PC 与 @O 相 切 于 C, 连 结 过 
切 点 C 的 弦 .CE 后 ,可 得 人 PCE 是 纺 切 角 , 所 以 再 连结 CE, 可 得 
了 PCE= LCEE. 而 由 EF 是 @O 的 直径 ,C 是 半圆 上 的 点 ,又 可 
得 人 ECF=90, 目 &D | EF, 所 以 LDCE== LCFE, 人 PCE = 
人 LDCE,CE 是 ACDP 的 内 角 平 分 线 ,而 ECF 二 90", 所 以 CF 就 
是 ACDP 的 外 角 平 分 线 , 那 末 应 用 三 角形 内 外 角 平 分 线 的 性 质 就 

例 43 已 知 :PA、PB 与 OO 相 切 于 4.B, 割 线 PCD 交 AB 
和 @OO 于 Q.C.D. : 





图 656. 373 





分 析 : 本 题 要 证 的 结论 是 线段 之 间 的 比例 关系 . 经 过 描 图 可 以 
发 现 ,成 比例 的 站 条 线段 现在 重 秋 在 一 直线 牛 , 且 构成 线段 CD 的 
内 外 分 比 相等 ,从 而 可 应 用 三 角形 的 内 外 角 平 分 线 的 性 质 进行 证 
明 . 这 时 过 内 外 分 点 Q@.P 的 两 条 互相 垂直 的 线段 就 应 分 别 是 三 角 
形 的 内 外 角 平 分 线 . 另 一 方面 ,由 于 P4.PB 是 @O 的 切线 ,AB 是 
连结 切 点 的 纺 , 所 以 应 用 切线 长 定理 及 其 推论 ,可 得 连结 OP 交 
4B 于 巨 后 ,有 OPLA4B, PEQ=90", 从 而 问题 就 应 证 QE、PE 
分 别 为 人 EDC 的 内 外 角 平 分 线 , 也 就 是 连结 CE、DE 后 ,应 证 
LDEQ= CEQ;rAOFED= PEC. 另 一 方面 ,由 条 件 PB 与 @O 
相 切 于 8, 应 用 切线 的 性 质 ,连结 OB 后 ,可 得 OB PB, 所 以 BE 
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图 6，371 图 6。 375 

就 成 为 直角 入 POB 斜 边 上 的 高 ,于 是 应 用 直角 三 角形 斜 边 上 的 高 
的 基本 图 形 的 性 质 , 可 得 PB*=PE* PO,O :一 OF 。OP: 而 由 
PB 是 ©O 的 切线 .PCD 是 割 线 , 于 是 应 用 切割 线 定理 ,又 可 得 
PB: 一 PC。PD, 所 以 PE. PO=PC PD. 这 是 一 个 新 的 比例 关 
系 . 色 过 措 图 可 以 发 现 两 组 相 乘 线段 分 别 重 理 在 一 直线 上 ,所 以 可 
应 用 道 平 行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 由 于 这 两 组 重 秋 的 相 乘 线 
外 有 一 个 公共 的 端点 已 ,所 以 添加 的 方法 是 将 端点 和 端点 ,内 分 点 
和 内 分 点 分 别 连 结 起 来 ,也 就 是 连结 OD, 就 可 得 人 PCEc 
和信 POD, LPEC = 人 PDO, 从 而 问 题 转化 为 应 证 人 人 OED = 
ZPDO, 而 这 两 个 角 相 等 一 出 现 , 就 出 现 了 DE 是 APOD 内 过 顶 
点 万 的 边 DP 的 道 平行 线 , 从 而 还 是 要 应 用 道 平行 线 型 相似 三 角 
形 进 行 证 明 , 也 就 是 应 证 明 人 和 人 OED 人 ODP ,进一步 也 就 是 应 转 
而 证 明 芝 OED= 和 PDO 的 等 价 性 质 OP 一 OP ， OP. 但 我 们 已 证 
OB:=OF .OP 且 OD=OB, 所 以 分 析 可 以 完成 . 


第 二 节 ” 雍 平行 线 型 


【分 析 方 法 导 引 】 
如 果 几 何 问题 中 出 现 了 三 角形 一 条 边 的 逆 平 行 
线 , 就 应 想到 要 应 用 递 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 
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明 . 这 时 只 要 将 三 角形 一 条 边 的 逆 平 行 线 与 三 角形 
的 另外 两 边 或 另外 两 边 的 延长 线 或 反 向 延长 线 相 
交 , 包 括 其 中 的 特殊 情况 这 条 逆 平 行 线 与 三 角形 的 
一 边 相 交 于 三 角形 的 项 点 ,就 可 以 构成 递 平行 线 型 
相似 三 角形 ;然后 再 应 用 相似 三 角形 的 判定 定理 和 
性 质 就 可 以 完成 分 析 . 

如 果 几 何 问题 中 出 现 了 由 国外 一 点 发 出 的 两 条 
割 线 ,由 加 外 一 点 发 出 的 一 条 切线 和 一 条 市 线 ,加 内 
的 相交 两 下 ,直角 三 角形 料 边 上 的 离 时 ,也 应 想到 可 
应 用 北平 行 线 型 相似 三 角形 的 性 质 进行 还 明 . 这 时 
可 以 直接 应 用 割 线 定理 ,切割 线 定理 ,相交 弦 定 理 ， 
射影 定理 来 完成 分 析 . 

对 于 一 个 线段 之 间 的 比例 关系 ,如 果 经 描 图 后 
发 现 相 乘 两 线段 重合 在 一 直线 上 , 且 有 一 个 公共 的 
端点 时 ,就 应 想到 要 应 用 北平 行 线 型 相似 三 角形 进 
行 证 明 . 应 用 的 方法 是 过 端点 和 内 分 点 ,端点 和 端点 
作 逆 平行 线 . 这 时 首先 是 选取 图 形 中 的 过 端点 或 内 
分 点 的 线段 为 递 平行 方向 线段 , 当 逆 平行 方向 线段 
取 在 过 端点 时 , 逆 平 行 线 应 过 内 分 点 作 或 过 另 一 
端点 作 ; 当 逆 平 行 方 向 线段 取 在 过 内 分 点 时 , 逆 平 行 
线 应 过 端点 作 . 在 作出 了 北平 行 线 型 相似 三 角形 以 
后 ,分 析 就 容易 完成 了 . 

对 于 一 个 线段 之 间 的 比例 关系 ,如 果 经 描 图 后 
发 现 两 组 相 乘 线 段 分 别 重合 在 一 直线 上 , 且 有 一 
公共 端点 时 ,就 可 想到 应 用 逆 平 行 线 型 相似 三 角形 
进行 证 明 . 然后 就 应 发 现 相 似 三 角形 ,这 时 应 将 端点 
和 端点 ,内 分 点 和 内 分 点 分 别 连 接 起 来 或 者 将 端点 
和 内 分 点 交叉 进行 连接 , 那 末 这 两 条 连 线 就 应 是 逆 
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平行 线 ; 如 果 出 现 两 组 相 梯 线段 分 别 重合 在 一 直线 

上 ,上 且 以 内 分 点 为 它们 的 公共 端点 时 ,应 将 四 个 端点 

分 两 组 连接 起 来 ,这 两 组 连 线 也 应 是 逆 平 行 线 ;如 在 

出 现 两 组 相 轩 线段 分 别 重 驮 在 一 直线 上 , 且 有 一 

公共 端点 的 同时 ;还 出 现 一 组 相 乘 线段 是 一 条 线段 

的 平方 , 则 应 将 重合 的 端点 与 另 一 组 线段 上 的 端点 

和 内 分 点 分 别 连接 , 那 末 这 两 条 连 线 同样 也 是 逆 平 

行 线 . 在 找到 或 涨 加 了 逆 平 行 线 型 相似 三 角形 以 后 ， 

分 析 也 就 容易 完成 了 . 

例 44 已 知 :AB.CD 是 @O 的 直径 , 且 4B.LCD,E 是 OD 

的 中 点 ,4 五 的 延长 线 交 @O 于 G,CG 交 4 于 开 . 求证 : GC= 
3GD. ~ 





峡 6.、376 图 6。377 
分 析 ; 由 条 件 CD 荐 ©0 的 直径 ,G 是 半圆 上 的 一 点 ,所 以 应 
用 半圆 上 的 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 可 得 人 CGD= 90", 而 已 知 
COF 一 90*; 所 以 就 出 现 了 OF 是 人 CGD 内 边 DG 的 逆 平 行 线 ， 
从 而 可 得 人 COF 和 入 CGD 是 一 对 道 平行 线 型 相似 三 角形 ,于 是 


GC OC vy 加 
人 -8, 从 而 要 证 明 的 结论 就 转化 为 OC 一 30F. 另 一 方面 ,由 


4 有 是 @O 的 直径 ,G 仍 是 半圆 上 的 一 点 ,所 以 连结 BC 后 ,可 得 
Ah4GB= “4OE=90",G5 是 A4BG 内 边 BG 的 北平 行 线 ,所 以 
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A4EomA486, 和 0- 全- 而 由 4C 一 BC 一 90", 又 可 以 证 明 


AF AG 
/AAGF= LBGF. 从 而 可 应 用 三 角形 的 角 平分 线性 质 得 全 :一 26 


二 2, AO 十 OF ==2(0B 一 OF) 二 2(40 一 OF), 所 以 A0= 307 ,58 
一 3 就 可 证 明 . 

例 45 已 知 :.04.O0B 是 ©O 的 半径 , 且 O41LOB, 芒 BC、BD 
交 OA 于 EF. 求 证 :BE ，BC=BF。，BD. 





图 6。378 图 6. 379 


分 析 : 本 题 要 证 明 的 结论 是 线段 之 间 的 比例 关系 ,经 过 描 图 可 
以 发 现 , 两 组 相 乘 线段 BE、BC 和 BF、BD 都 重 和 个 在 一 直线 上 ,所 
以 可 添加 逆 平 行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 由 于 这 两 组 重合 的 相 
乘 线 段 具 有 公共 端点 B8, 所 以 添加 的 方法 是 将 内 分 点 和 内 分 点 , 端 
点 和 端点 分 别 连结 起 来 ,并 证 明 这 两 条 连 线 是 道 平行 线 . 于 是 连接 
CD, 问 题 就 成 为 应 证 BE，BC 二 BF。BD 的 等 价 性 质 人 BEF = 
芝 BDC. 另 一 方面 ,由 于 出 现 了 半径 的 垂 线 OA, 所 以 可 通过 添加 
半径 外 端的 垂 线 ,将 问题 转化 为 弦 切 角 的 基本 图 形 问题 来 进行 分 
析 . 于 是 过 巨 作 MN LOB ,就 可 得 MN 与 OO 相 切 于 B; 而 BC 是 
过 切 点 已 的 弦 , 所 以 MBC= 人 CBB, 而 由 MN /AMO, 又 可 得 
了 MBE= /BEF ,所 以 分 析 完 成 . 

“本 题 在 证 明了 人 BEF 一 人 BDC 时 ， 由 于 出 现 了 BER :是 一 
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圆 内 角 , 所 以 也 可 应 用 圆 内 角 的 性 质 进 行 证 
明 . 于 是 延长 40 交 @O 于 G, 就 可 得 人 BEF A 


的 度数 等 于 6 和 AC 的 度数 之 和 的 一 半 , 而 -RN 


8G 二 B84 二 90", 所 以 上 述 性 质 可 以 证 明 . ~ 5 
例 46 已 知 :OO、@O' 相交 于 A、B， 
CD 是 两 圆 的 外 公 切 线 ,C、D 是 切 点 ,CB、DB ， 


的 延长 线 分 别 交 AD、AC 于 E、F. 求证: DE 
. DA= DB 。DF. 

分 析 : 本题 要 证 的 结论 是 线段 之 间 的 
比例 关系 ,经 过 描 图 ,可 以 发 现 两 组 相 乘 线 
段 都 分 别 重合 在 二 直线 上 ,所 以 可 应 用 逆 
平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 由 于 这 两 
组 重合 线段 有 一 个 公共 端点 DD, 所 以 根据 
将 端点 和 端点 、 内 分 点 和 内 分 点 分 别 连 线 
的 方法 ,可 找到 这 对 相似 三 角形 应 是 
和信 DEB 和 入 DFA, 而 要 证 明 这 两 个 三 角形 
相似 就 应 转 而 证 DE， DA 二 DB。DF 的 
等 价 性 质 人 LDBE= 人 DAC. 但 因 C、B、E 
成 一 直线 , 人 DBE= ZBCD 十 人 BDC. 而 
已 知 CD 是 两 贺 的 外 公 切 线 ,CB、CD 分 别 
是 过 切 点 的 芒 , 所 以 应 用 弦 切 角 的 基本 图 
形 的 性 质 ,可 得 连结 AB 后 ,有 BCD = 
BAC, 了 BDC= 人 LBAhD, 所 以 ZZDBE= 人 DAC 可 以 证 明 . 

例 47 已 知 : 俯 A4BC 中 ,ABC= 二 90",D 是 AB 上 的 一 点 ,以 
AD 为 直径 作 @O 交 AC 于 五 ,CD 的 延长 线 交 @O 于 六. 

求证 :4D，AB=AE， AC;AD?=AC， AE~CD* DF .. 

分 析 : 本 题 要 证 明 AD，…，A4B=AE，AC, 是 线段 之 间 的 比例 关 
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系 ,经 过 描 图 可 以 发 现 两 组 相 乘 线段 分 别 重 普 在 一 直线 上 ,所 以 可 
添加 北平 行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 由 于 这 两 组 重 全 的 相 乘 线 
段 有 一 个 公共 端点 4， 所 以 添加 的 方法 是 将 端点 和 端点 ,内 分 点 和 
内 分 点 分 别 连结 起 来 ,于 是 连接 PE, 问题 就 成 为 要 证 人 4DEc 
人 4CB， 也 就 是 要 证 AD. AB=AE.， AC 的 等 价 性 质 和 AED= 
4BC. 但 已 知人 4BC= 90*, 而 由 4D 是 @O 的 直径 ， E 是 半圆 上 
的 点 ,所 以 人 AED= 90* ,从 而 就 可 以 证 明 上 述 性 质 . 

由 AD，A4B=AE。，AC, 可 得 要 证 AD= AC. AE—CD 
DF, 就 应 转 而 证 AD:=AD，AB 一 CD* DF,CD* DF=AD， 
AB 一 AD=AD(AB 一 AD)=AD，BD, 这 是 一 个 新 的 比例 关系 ， 
经 过 描 图 可 以 发 现 两 组 相 乘 线段 也 分 别 重 登 在 一 直线 上 ,所 以 仍 
应 洒 加 过 平行 上 相似 角形 进行 证 明 . 由 于 这 两 组 重叠 的 相 乘 
线段 有 一 个 公共 的 内 分 点 D, 所 以 添加 的 方法 是 将 四 个 端点 两 两 
连结 起 来 ， 也 就 是 连结 AF ,可 得 应 证 人 CDBWAADF ,也 就 是 应 
证 CD， FD= AD。，BD 的 等 价 性 质 人 LCBD= 人 AFD. 由 条 件 
LCBD=90°, 而 由 AD 是 @O 的 直径 ， 下 是 半圆 上 的 一 点 ,所 以 又 
可 得 人 4FD=90° ,分 析 也 就 可 以 完成 . 

例 48 已 知 :©O、@0' 外 切 于 P， OO 的 弦 AB LOO! , 生 足 
为 C, 过 PP 任 作 一 割 线 交 4B、@O、 GOO' 于 D.M.N. "求证: PD. 
MN=2PC ， O00! 

分 析 : 本 题 要 证 的 结论 是 线段 之 间 的 比例 关系 ,经 过 描 图 可 以 
发 现 ,两 组 相 乘 线段 PD.MN 和 PC、.OO' 都 分 别 重 看 在 一 直线 
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| 人 6。385 图 6。 386 


上 ,所 以 可 添加 北平 行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 由 于 两 条 重合 的 
相 乘 线段 必须 要 有 一 公共 端点 ,而 根据 MN 和 OO' 相交 于 已 ,可 
知 应 将 已 点 取 作 公共 端点 ,于 是 PD。MN 一 PD(PM 十 PN) 一 
PD. PMTPD. PN. 现 在 由 PD.PM 这 一 组 重合 的 相 乘 线 段 具 
有 公共 端点 PP， 则 添加 北平 行 线 型 相似 三 角形 的 方法 就 是 过 端点 
和 内 分 点 作 北 平行 线 . 这 时 如 取 过 内 分 点 DD 的 DC 为 道 平行 方向 
线段 , 则 道 平行 线 就 应 过 端点 M 作 ， 也 就 是 过 M 作 ME 使 
人 PME== 人 PCD=90", 显 然 这 时 就 出 现 了 90° 的 圆周 角 , 因 而 它 
所 对 的 弦 就 应 是 @O 的 直径 ,从 作 图 的 方便 来 看 ,也 就 可 以 延长 
PO 交 @O 于 EE 并 连结 ME, 即 可 得 人 PME = 90", APDCo 
APEM.PD.PM= PC. PE=2PC。PO. 根 据 同样 的 道理 , 延 
长 00' 交 @O' 于 下 ,连结 FN 后 ,可 得 APCDwAPNF,PD， 
PN=PC' PE 一 2PC' PO'， 从 而 就 可 完成 分 析 - 
本 题 的 分 析 也 可 以 从 PC， 00' 
= PC. (POPO')=PC. PO+PC 
。PO' 开始 , 那 末 由 PC、PO. 这 一 组 相 
乘 线 段 重 秋 ,也 可 添加 北平 行 线 型 相 
似 三 角形 进行 证 明 . 由 于 PC、PO 具有 
公共 端点 已 ,所 以 添加 的 方法 也 是 过 
端点 和 内 分 点 作 道 平 行 线 , 于 是 取 过 ， 图 6 "387 
内 分 点 C 的 CPP 为 道 平行 方向 线段 ,北平 行 线 就 可 以 过 端点 O 
.546 。 








作 , 也 就 是 过 O 作 .OE | PM, 垂 足 是 ,就 有 人 人 PEO= PCD= 


90,A 人 PCDwAPEO,PC.。PO=PD。PF, 但 我 们 可 得 PE 于 


PM, 所 以 PC ， PO=3PD . PM. 根据 同样 的 道理 ,过 O’ 作 OF 


上 PN 垂 足 是 ,也 可 得 PC .PO' = 地 PD 。 PN, 从 而 也 可 证 明 
例 49 已 知 :正方 形 4BCD 中 ,已 是 BC 上 
的 一 点 ,BE 一 方 BC,F 是 DC 的 延长 线 上 一 点 ， 4 


CF= 让 CD. FB 交 AE 的 延长 线 于 G. 求 证 :G 在 
正方 形 ABCD 的 外 接 圆 上 . 

分 析 : 本 题 要 证 明 G 在 正方 形 4BCD 的 外 
接 贺 上 ,就 是 要 证 明 B.G、.C.D 四 点 共 圆 . 于 是 F 
根据 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 , 连 结 BD、.GC “图 6* 388 
后 ;应 证 FGC= 人 FDB, 这 样 就 出 现 了 GC 应 是 人 FDB 内 的 边 









图 6。389 图 6。390 
DB 的 逆 平 行 线 ,从 而 可 应 用 北平 行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 ,也 
就 是 要 证 八 FGCOAFDB, 并 进 -- 步 应 转 而 证 明和 FGC= 人 FDB 
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的 等 价 性 质 FG。FB=FC. PD. 但 根据 条 件 FC ， FD=3CD 。 


3CD= 了 了 CD", 而 FB 一 VBC4CF: = CD' 二 | 3 3cp] =- :全 
CD. 从 而 问题 就 成 为 要 证 明 FG 一 人 一 3 3 cp. 同时 也 


就 是 要 证 8G6 一 SCD 一 25CD 到 和 





一 -一 CD, 所 以 又 应 应 证 RE = 


己 . 这 样 又 出 现 了 这 一 组 相 比 线段 BG、FG 重奏 在 一 直线 上 ,所 以 


又 可 添加 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 如 取 过 端点 B 的 线段 
B4 为 平行 方向 线段 , 则 平行 线 可 过 另 一 端点 已 作 , 由 于 已 知 BA 


VHFD, 所 以 延长 4C 交 DF A 人 


BG _AB 


又 应 证 HC=24B. 而 这 是 末 条 平行 天， Ne 
连 线 在 E 点 相交 ,所 以 又 可 应 用 平行 线 型 相似 三 角形 的 性 质 进 行 
证 明 ,也 就 是 可 得 人 ABEOAHCE, 全 一 人 EE ,但 已 知 CE==2BE， 
分 析 完成 . 

例 50 已 知 :P4 与 OO 相 切 于 4 , 割 线 PBC 交 @O 于 有.C， 


4D1PO, 垂 足 是 ,4D 交 BC 于 已. 求证 :三 + 六 = 忘 . 





图 6。 391 图 6 :392 


分 析 : 本 题 条 件 中 给 出 了 P4 与 @O 相 切 于 A,PBC 是 割 线 ， 
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所 以 可 应 用 切割 线 定理 得 PA:=PB，PC. 又 可 应 用 切线 的 性 质 

连结 O4 后 得 OO4P=90", 而 已 知 4D 上 上 PO, 所 以 4D 就 成 为 
Rt 八 POA 的 斜 边 上 的 高 ,从 而 又 可 得 PA 二 PD，PO,PB* PC= 
PD…PO, 接 下 来 的 问题 就 应 解决 PD、PO 与 PE 之 间 的 关系 . 由 
于 PD、PO 这 一 组 相 乘 线段 现在 重合 在 一 直线 上 ,所 以 可 添加 北 
平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 由 于 PD、PO 有 公共 端点 已 ,所 以 
添加 的 方法 应 是 过 端点 和 内 分 点 作 北平 行 线 ,于 是 可 取 过 内 分 点 
的 DE 为 道 平行 方向 线段 , 则 逆 平 行 线 可 过 端点 O 作 . 根据 
PDFE=90, 所 以 过 O 作 OF BC, 垂 足 是 下 , 即 可 得 人 PPFO= 
ZPDE=90°, 人 PEDWAPOF,PD. PO=PE， PP ,又 因为 BF 


二 CF, 所 以 PF 二 广 (PB 十 PC), 从 而 通过 PB. PC=PE 


。 广 CPB 十 PC) ,就 可 以 证 明 结论 


例 51 已 知 :A4BC 中 ,AD 是 人 A 的 外 角 平 分 线 ,BC 的 垂 
直 平 分 线 交 BC 于 下 , 交 DA 的 延长 线 于 G. 求 证 :B.C、G、A 四 点 
共 圆 . 





图 6。393 图 6。 394 
分 析 : 本 题 要 证 B.C.G、A4 四 点 共 俩 ,所 以 根据 圆周 角 的 基本 
图 形 的 性 质 ,连结 CG 后 应 证 DAB= 么 DCG. 但 这 两 个 角 相 等 一 
出 现 , 就 出 现 了 4B 是 人 DCG 内 一 条 边 CC 的 北平 行 线 ,从 而 就 可 
应 用 逆 平 行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 , 也 就 是 应 证 人 人 DAB 中 
入 DCG ,也 就 应 转 而 证 明 攻 DAB= 二 人 DCG 的 等 价 性 质 DA ， DG 
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二 DB，DC. 但 DA 和 DG 这 一 组 相 乘 线段 现在 重 谷 在 一 直线 上 ， 
且 有 公共 的 端点 D, 所 以 又 可 添加 北平 行 线 型 相似 三 角形 进行 证 
明 ,添加 的 方法 是 过 端点 和 内 分 点 作 道 平行 线 . 于 是 取 过 端点 G 
的 线段 GF 为 道 平行 方向 线段 , 那 末 道 平行 线 就 可 以 过 内 分 点 4 
作 , 由 于 DFG=90", 所 以 过 4 作 DG 的 垂 线 交 BC 于 已 ,就 有 
ZLDAH= /DFG=90°,ADAHWADFG,DA* DG=DH * DF, 
问题 就 成 为 要 证 DB。DC 二 DH，DF. 而 由 条 件 4D 是 人 A 的 外 


人 且 人 DAH = 二 90°, 所 以 AH 是 人 4 的 角 平 分 线 , 于 是 可 
应 用 三 角形 的 内 外 角 平分 线性 质 得 CE 厅 = ED, 而 DH * DF 一 
(DB 十 BH)(DB 十 BF), 所 以 就 要 先 讨论 BH 和 BD、DC 的 关系 ， 


从 而 应 先 将 CH 消去 ， 于 是 可 得 PC 一 BD CD’ BE 


BD BD. BC 
BDicD’ BH = BBFCD'’ 代入 上 式 可 得 DH * PF = 


BD BC BC | 
[ps+ 名 5) (DB+BF)=DB [1+ EDFCD (DB+BF)= 

BD+CD+BC ， ._2pC _. 
DB » EprcD ~ (DB + BF)= DB . 5Bp+4Bc 


[PB+ 六 BC) =DB 。DC ,分 析 完 成 . 


例 52 已 知 : 过 已 4BCD 的 顶点 4 
作 @O 分 别 交 4B、.4C .4D 于 E、F、G. 
求证 :AE* AB 十 4G* AD=AF* AC. 

分 析 : 本题 要 证 明 的 结论 是 线段 之 
间 两 两 积 的 和 ， 所 以 实质 上 也 是 线段 之 
间 的 比例 关系 . 经 过 描 图 可 以 发 现 三 组 可 
相 乘 线段 分 别 重合 在 一 直线 上 ,从 而 可 图 6” 395 
添加 逆 平行 线 型 相似 三 -角形 进行 证 明 . 由 AE、4B 这 一 组 重合 的 
相 乘 线段 具有 公共 端点 4， 所 以 添加 的 方法 是 过 端点 和 内 分 点 作 
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图 6*，396 图 6，397 
逆 平 行 线 ,于 是 连结 EF ,并 取 这 条 过 内 分 点 的 线段 EF 为 北平 
行 方向 线段 , 则 道 平 行 线 就 可 过 端点 B 作 ,也 就 是 以 B4 为 边 ,B 
为 顶点 , 作 人 ABH = 人 AFE 交 4C 于 已 , 即 可 得 人 A4FEC 


人 和信 ABH,AE，AB=AF，AH. 根据 同样 的 道理 ,连结 FG, 并 以 
DA 为 边 ,D 为 顶点 作 芝 ADK 二 人 AFG 且 交 4C 于 天 ,就 可 得 
和 人 AFGDAADK,AG，AD= 二 AK，AF. 从 而 就 得 AE* AB 十 AG 
.AD=AF，AH 十 AK，AF 一 AF(AH 十 AK), 这 样 问题 就 转化 
为 要 证 AH+AK=AC,AK=CH. 但 这 两 条 相等 线段 位 于 这 个 平 
行 四 边 形 的 中 心 对 称 部 分 ,所 以 可 应 用 中 心 对 称 型 全 等 三 角形 进 
行 证 明 , 也 就 是 要 证 人 DAK 综 人 BCH, 由 条 件 可 得 4DP 一 PB， 
/DAK 一 人 BGCH ,所 以 还 要 证 明 一 个 条 件 . 由 4 已.F、.G 四 点 共 
圆 ,可 得 人 EAG 十 EFG 一 180", 而 由 DA/CB; 可 得 人 EAG 二 
/ABC 二 180", 所 以 ZEFG 一 人 ABC, 但 人 EFA 一 人 ABH, 所 以 
/AFG=LCBH, 人 ADK 一 人 CBH ,从 而 可 完成 分 析 . 

如 果 我 们 从 AF、AC 这 一 组 重 登 
的 相 乘 线段 出 发 进行 分 析 , 则 由 于 AF、 
AC 有 公共 端点 A, 所 以 添加 逆 平 行 线 
型 相似 三 角形 的 方法 也 是 过 端点 和 内 
分 点 作 道 平行 线 , 于 是 连接 EF , 取 这 条 
过 内 分 点 下 的 FE 为 逆 平 行 方 向 线段 ， 网 6。398 
则 道 平行 线 可 过 另 一 个 端点 C 作 , 也 就 是 过 C 作 射 线 C 互 ,使 
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全 ACH 二 人 AEF, 并 交 4B 的 延长 线 于 已 ,就 可 得 人 A4EFcn 
人 ACH,AF，AC= 二 AE，AH. 问题 就 成 为 要 证 4 无。4B 十 4G 。 
AD= AE。AH. 根据 同样 的 道理 ,连结 EG, 作 人 ADK= AEG 
并 交 4B 于 天 后 ,可 得 A4EGwwA4DK,4G * AD=AK. AE, 
这 样 问 题 又 成 要 证 AE。AB 十 4E .AK=AE。AH,AB 二 AK= 
AH ,也 就 是 要 证 AK = BH. 由 条 件 可 得 D4=CB, 人 DAK = 
人 CBH ,所 以 人 DAK 和 和信 CBH 应 是 一 对 平移 型 全 等 三 角形 . 但 
证 明 这 对 三 角形 全 等 ,还 必须 另外 再 证 一 个 条 件 . 由 人 人 ADK = 
人 AEG, 可 得 LDKA 一 人 EGA, 由 A4、.G、.F、E 四 点 共 圆 ,可 得 
LEGA=/EFA, 而 人 EFA= LCHB, 所 以 LDKA= ACHB, 从 
而 分 析 可 以 完成 . 

在 应 用 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 时 ,也 可 连结 FG, 得 人 GFA 
二 人 AGEA 二 人 KDA, 从 而 通过 人 EFG 十 人 EAG=180°, EAG 十 
了 ADC=180°, 得 人 CDK 一 人 AFE 一 人 AHC, 从 而 完成 分 析 . 


E 





汉 6。399 你 6。400 
例 53 已 知 ;4B 是 ©O 的 弦 ,CD 是 直径 , AB.| CD,E 是 
CD 的 延长 线 上 一 点 ,BE 交 O 于 下 ,AF 交 CD 于 G. 求 证 :EG。 
OG=FG ， AG. 
分 析 : 本 题 要 证 的 结论 EG. OG=FG. 4G 是 线段 之 间 的 比 
例 关系 ,经 过 描 图 可 以 发 现 ,两 组 相 胰 线段 都 分 别 重 秋 在 一 直线 
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上 ,所 以 可 添加 北平 行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 由 于 这 两 组 重奏 
的 相 乘 线段 有 一 个 公共 的 内 分 点 G, 所 以 添加 的 方法 是 过 端点 和 
端点 作 道 平行 线 , 也 就 是 将 四 个 端点 两 两 连结 后 ,证 明 这 两 条 连 线 
是 逆 平 行 线 . 于 是 连结 40 ,问题 就 成 为 应 证 明 A 人 ECFcA4CO， 
也 就 是 要 证 明 ECG。OG=FG。4G 的 等 价 性 质 人 E= 人 GAO. 由 
条 件 EC 」AB、 LE 十 人 EBA = 90", 所 以 又 应 证 明 人 GAO 十 
FEB4=90". 这 是 两 个 角 的 和 的 问题 ,所 以 根据 两 个 角 的 和 的 定 
义 , 可 将 这 两 个 角 拼 起 来 . 

如 考虑 将 了 GAO 拼 到 人 FBA 的 边 BF 的 外 面 , 则 应 出 现 一 





HC 

图 6，401 [多 6。 402 
个 90° 的 圆周 角 , 所 以 可 直接 应 用 圆 的 直径 来 作 图 ,也 就 是 延长 
AO 交 @O 于 五 ,并 连结 HB, 则 可 得 LFBH 十 人 FBA= 二 90°, 而 由 
A、.B.H.F 四 点 共 圆 ,又 可 得 HBF 二 人 GAO, 所 以 分 析 完 成 . 

如 考虑 将 人 GAO 拼 到 LFBA 的 BA 边 的 外 侧 , 则 也 可 出 现 
一 个 90* 的 圆周 角 , 所 以 连结 FO, 并 延长 FO 交 @O 于 且 , 连 结 
BH ,就 可 得 ABH 十 人 FBA 一 90°, 而 由 A、H、B、F 四 点 共 圆 ,可 
得 4ABH = 二 人 AFH, 又 因 OF=04, 人 AFH 二 人 GAO, 分 析 完 
成 





如 考虑 将 全 FBA 拼 到 人 GAO 的 40 边 的 外 侧 , 则 连结 FO， 
延长 FO 交 OO 于 五 ,连结 AH. 就 可 得 人 GAO 十 人 OAH = 90". 
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而 由 4. 忆 .B. 尺 四 点 共 圆 , 可 得 人 FBA = 
FFD4, 再 由 04=O 忆 ,又 可 得 0O4 刀 = 
芝 FHA, 所 以 分 析 可 以 完成 . 

如 考虑 将 人 FBA 拼 到 LGAO 的 4G 边 的 
外 侧 , 则 应 出 现 04 的 垂 线 , 于 是 过 A4 作 HA] 
OA4,HA 必定 与 OO 相 切 于 4,4 是 过 切 点 的 
弦 , 所 以 应 用 弦 切 角 的 基本 图 形 的 性 质 可 得 
LHAF= AABF, 而 人 人 HAF 二 人 GAO=g0", 所 
以 分 析 可 以 完成 . 








图 6。 401 图 6。405 

,如 果 我 们 直接 讨论 证 ZE= G4O, 则 由 于 一 G40O 是 圆周 
角 , 所 以 可 应 用 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 进 行 
证 明 . 而 现在 GAO 的 一 边 尚未 与 圆 相 交 , 所 以 
根据 圆周 角 的 定义 ,应 延长 40 交 O 于 右 , 并 
连结 BH, 就 可 得 人 G40= 人 FBH, 和 是 人 ABH 
二 90, 而 EC 上 4B, 所 以 EC / HB, 人 E 
人 FBH ,所 以 LE 二 人 GAO, 分 析 也 就 完成 . 

在 证 明 人 E= AGAO 时 ,如 考虑 一 已 是 一 
个 圆 外 角 , 则 根据 圆 外 角 的 性 质 , 人 E 的 度数 应 
等 于 BC 与 DF 的 度数 之 差 的 一 半 . 但 已 知 CD 上 
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AB, 日 CD 是 OO 的 直径 ， 所 以 AC 二 BC. 所 以 人 E 就 应 等 于 4C 和 
Dj 所 对 的 圆周 角 的 差 ， 于 是 连结 4D, 可 得 人 E= A0DA 一 
ZDAG. 但 0D=04,L0DA= /AOAD, 所 以 人 E= LO0PA— 
LDAG= LO0AD— LDAG= LGAO. 

本 题 的 分 析 在 证 明 AEGFcA4GO 时 ,也 
可 以 转 而 证 明 EG .0OG=FG. 4G 的 等 价 性 质 
AREFG=40G. 由 条 件 A.C、B、F 四 点 共 圆 ， 
连结 AC:BC 后 可 得 人 EFG= 4CB. 另 一 方面 
由 CD 垂直 于 AB, 和 且 CD 是 @O 的 直径 ,可 得 
AD=BD, 而 人 AOD 是 4D 所 对 的 圆心 角 , 所 以 
上 40G== 人 ACB, 从 而 也 可 以 完成 分 析 . 

例 54 已 知 :AE 是 ©O 的 直径 ,BC 与 OO 图 6 407 
相 切 于 B,COJLAE 交 AB 于 了 DD. 

求证 :2CD * OD= 4D BD. 








[多 6，408 图 6*， 409 
分 析 : 本 题 要 证 明 的 结论 中 出 现 了 线段 积 的 2 倍 , 所 以 就 是 线 
段 之 间 的 倍 半 关 系 ,然而 在 这 个 比例 式 中 ,这 个 数字 2 是 可 以 和 任 
何 一 条 线段 组 合 在 一 起 的 , 如 考虑 将 2 与 CD 组 合 , 则 根据 线段 们 
半 关 系 的 定义 ,作出 CD 的 2 倍 ,也 就 是 延长 DC 到 FF, 使 FC= 
cD, 则 RD=2CD, 间 题 就 成 为 要 证 FD . OD==AD* BPD. 经 过 描 
图 可 以 发 现 两 组 相 乘 线段 分 别 重合 在 一 直线 上 ,所 以 可 添加 北平 
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行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 由 于 这 两 组 重重 的 相 乘 线段 有 一 个 
公共 的 内 分 点 D, 所 以 添加 的 方法 是 将 这 四 个 端点 两 两 连结 起 来 ， 
于 是 连结 BF ,问题 就 应 证 八 4DOc2 八 FDB ,并 进一步 应 转化 为 证 
FD，OD = AD，BD 的 等 价 性 质 了 40D = 人 FBD. 但 已 知 . 
人 40D=90°, 所 以 就 要 证 人 FBD=90°. 由 条 件 CB 与 @O 相 切 于 
B,BA 是 过 切 点 的 弦 , 所 以 应 用 弦 切 角 的 基本 图 形 的 性 质 ,连结 
BE 后 ,有 一 CBD= 人 E, 而 由 AE 是 ©@O 的 直径 ,B 是 半圆 上 的 
点 ,又 可 得 人 ABE==90°, 而 AOD= 二 90°, 所 以 O、.D、B.E 四 点 共 
圆 ,LCDB= 人 LE, 从 而 就 可 得 CBD 一 人 CDB,CD=CB, 而 我 们 
已 作 CF 二 CD, 所 以 人 FBD=90° 就 可 以 证 明 . 

如 考虑 将 2 与 OD 组 合 , 则 延长 DO 到 
,使 OF OD, 则 FD=20D, 问 题 就 成 为 
要 证 CD。FD=4D. 58D. 经 过 描 图 后 也 发 
现 两 组 相 乘 线段 分 别 重 从 在 一 直线 上 ,从 而 
也 可 以 添加 逆 平 行 线 型 相似 三 角形 进行 证 
明 ,于 是 连结 4F, 应 证 人 A4FDwACBD, 也 
就 应 证 了 AFD= LCBD. 但 由 4O 1 PDFP， 
DO= FO 可 得 八 ADF 是 等 腰 三 角形 ,所 以 
又 要 证 人 CBD 是 等 腰 三 角形 ,CB 一 CD, 由 于 这 一 性 质 可 以 证 明 ， 
所 以 分 析 可 完成 . 

如 考虑 将 2 与 4D 组 合 , 则 结论 可 转化 
为 CD 。 0D= 记 4AD . BD. 于 是 根据 线段 倍 


半 关 系 的 定义 应 将 万 AD 作出 , 即 取 AD 的 


中 点 下 , 则 FD 就 等 于 亏 4D, 问 题 就 成 为 要 
证 CD. OD= BD，FD. 经 过 描 图 可 以 发 
现 , 两 组 相 乘 线段 分 别 重奏 在 一 直线 上 上 且 在 图 6"411 
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内 分 点 D 相交 ,从 而 可 添加 北平 行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 于 
是 连结 OF ,问题 就 成 为 要 证 ACDBAFDO. 但 由 条 件 4 上 
CO, 可 知 下 为 直角 入 ADO 的 斜 边 的 中 点 ,因此 FD 二 FO, 从 而 只 
要 证 明 CD=CB ,而 这 个 性 质 是 可 以 证 明 的 ， 

如 考虑 将 2 与 BD 组 合 , 那 就 要 将 结论 


转化 为 CD.OD=4D . BD. 于 是 取 BD 


的 中 点 下 ,然后 应 证 CD. OD= 4D 。FD. 
经 过 描 图 可 以 发 现 , 两 组 相 乘 线段 分 别 重 梧 
在 一 直线 上 且 在 内 分 点 DD 相交 ,从 而 可 添 
加 北平 行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 , 于 是 连 
结 CF, 应 证 A4DOwACPDF, 从 而 又 应 证 图 6.412 
明 CD.OD=4D.。PFPD 的 等 价 性 质 ZCFD= 二 4OD= 90", 但 因 
BF 二 DF, 所 以 只 要 证 明 人 CBD 是 等 腰 三 角形 . 由 于 这 个 性 质 可 
以 证 明 , 分 析 完 成 . 

例 55 已 知 :等 边 人 ABC 内 接 于 ©@O,M、N 分 别 是 BC、AC 
的 中 点 ,直线 MN 交 @O 于 PE,4D 交 BC 于 已 ,4 的 延长 线 交 
BC 的 延长 线 于 G.: 求证 :CF*=BF 。BC;CG’=BG * BC. 








图 6。413 | 图 6。414 
分 析 , 由 条 件 M、N 是 BC、AC 的 中 点 ,所 以 应 用 三 角形 中 位 
线 的 性 质 可 得 MNAA4B,ACMNcACB4, 而 已 知人 ABC 是 等 
边 三 角形 ,所 以 可 得 BMD 一 人 CMN 二 60", 又 因为 A.B.D.C 四 
点 共 圆 ,所 以 连结 BD 后 ,有 4DB= 人 4CB= 60°, 人 BDF = 
。557。 





把 BMD, 这 样 就 出 现 了 DF 是 ABDAM 内 过 顶点 DD 的 边 MD 的 逆 
平行 线 , 所 以 得 人 BDF cw 八 BMD, BD? 
1 


=BF. MB=BF. 3 BC, BF »* BC= 


2BD’ ,问题 就 转化 为 要 证 CF*=2BD?. 

由 条 件 BM==CM, 且 BC.DE 在 M 
点 相交 ,就 出 现 了 两 条 相等 线段 在 一 组 
对 项 角 的 两 边 且 成 一 直线 ,所 以 可 添加 图 6。415 
中 心 对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 . 于 是 过 端点 C 作 CK /DB 交 
DE、AB 于 HH.K, 就 可 得 人 BDMACHM,CH=KH=BD,KC 
二 2BD. 且 人 BCK = 人 CBD 一 LCAD,CK,AF 是 与 等 边 人 ABC 
的 两 边 交 成 等 角 的 线段 ,所 以 就 出 现 了 一 对 绕 等 边 三 角形 的 中 心 
旋转 60" 的 全 等 三 角形 ,也 就 是 由 4C=CB. 人 ACF= 人 CBK=60° 
和 CAF 二 人 BCK ,可 得 人 ACAF 吕 人 和 八 BCK ,CF 二 5K, 这 样 问题 就 
转化 为 要 证 BK 二 2BD:==2BD。BD 一 KC 。KH. 经 过 描 图 ,又 
可 发 现 两 组 相 乘 线段 分 别 重 登 在 一 直 
线 上 , 且 有 一 公共 端点 天 ,同时 也 出 现 
了 线段 BK 的 平方 ,所 以 可 添加 由 过 三 
角形 顶点 的 北平 行 线 得 到 的 道 平行 线 
型 相似 三 角形 进行 证 明 ,于 是 连结 
BH, 问 题 就 成 为 要 证 人 KBH = 
了 KCB. 由 A、B.D.C 四 点 共 圆 ,连结 
DC 后 可 得 和 BAD= 人 BCD, 而 由 BD 和 2&2HC, 可 得 四 边 形 BDCH 
是 平行 四 边 形 , LBCD = LCBH, 所 以 人 BAD = ACBH ,而 
一 B4D= 人 ACK, 从 而 就 可 证 明 人 CBH = 人 ACK， LKBH= 
芝 KCB ,分 析 完 成 . 

本 题 给 出 了 条 件 4.B.D.C 四 点 共 圆 ,所 以 应 用 圆周 角 的 基 
本 图 形 的 性 质 ,连结 BD 后 可 得 人 DBC= LDAC, 同时 由 M、N 分 








图 6， 416 
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别 是 BC、AC 的 中 点 ,又 可 证 明和 人 BMD 
二 ANMC= 人 MCN=60°, 所 以 人 BDM 


BD_DM_BM_1 





DM ]/ BA, ADMF cm A4BF， 万 - 
DM 
,而 FM=CF—CM=CF—3AB, 图 6:417 


CF— 1AB ,, 
BF—AB_CF,DM- LCF, 所 以 a- -a 
A4B: 二 AB* CF 一 CF:, 从 而 就 可 证 明 CF* 一 4B* 一 4B，CF=AB 
» (AB—CF)=BF 。BC. 
由 条 件 4、.B.C、E 四 点 共 圆 ,所 以 
应 用 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 ,可 得 
连结 CE 后 有 人 DEC= 人 DAC. 又 因 
DEAB4, 所 以 延长 CE 交 BA 的 延长 
线 于 已 后 ,可 得 DEC = 人 H， 
了 D4C= 一刀 .又 因为 4EC 一 180 
— /ABC = 120°, LACG = 180: 一 
了 /ACB 二 120", 所 以 LAEC 二 人 ACC， 图 6。418 
/ZACE= 了 4GC- 从 而 在 人 HAC 和 人 ACC 中 可 推 得 CAG = 
/AHC, 那 来 就 有 FAC 一 LGAC, 应 用 三 角形 的 内 角 平 分 线性 
FC AF FC.» AG 、 加 
质 就 可 得 FE 一 96:CG- 一 3F 又 因 AB/ ED, 所 以 人 BAD= 
/ADE= /LACE=LBGA, 所 以 AF 也 是 人 4BG 内 过 顶点 4 的 
沪 GA 的 闻 平 行 线 ,所 以 ABAFwABG4, 人 一 人 ,于 是 就 有 


_FC。BG 
一 一 4 





"2 ,BO 
,CG? 一 了 二 ,但 我 们 已 证 CF* 一 BR。 BC, 而 
B 


CG 


。 2 
F* BG’ i 由 LBAF=LBGA,ABAFW 


BC=AB, 所 以 CG’ 二 一 8 
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人 ABCG4, 还 可 得 BA 一 BF。BG, 所 以 CG' 一 S48C=BG .BC 
就 可 以 证 明 . 
例 56 已 知 : 人 4BC 中 ,4B=AC, 了 A=20°. 求 证 ;4B; 十 
BC’=3. BC . AB’, 
A A 


D 

B C B C 

岁 6。419 . 图 6，420 
分 析 : 本 题 要 证 明 的 结论 是 线段 之 间 的 立方 和 关系 ,所 以 可 首 
先 考虑 降 次 ,于 是 可 将 要 证 的 结论 转化 为 和 十 8C? 二 34B7. 于 是 
经 描 图 可 发 现 BC 和 BC,4B 和 4B 这 两 组 相 乘 
线段 都 分 别 重合 在 一 直线 上 ,所 以 可 添加 逆 平 行 
线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 由 于 出 现 了 线段 BC 
的 平方 ,所 以 可 添加 过 三 角形 项 点 的 逆 平 行 线 ,也 
就 是 以 BC 为 边 ,B 为 顶点 作 了 人 CBD 二 人 A 交 AC 
于 也 后 ,可 得 人 ACBDwACAB,CB:=CD .CAh. 
但 已 知 和 4==20°, 所 以 LCBD==20°, 而 由 4B= 
AC, 可 得 ABC = 人 ACB=80", 所 以 人 Ah4BD= 
80" 一 20° 二 60°. 这 样 又 可 以 应 用 特殊 角 三 角形 的 图 6。421 
基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 , 于 是 过 特殊 角 , 即 人 ABD 一 边 上 的 点 
4 向 另 一 边 作 垂 线 ,也 就 是 过 4 作 AE | BD, 交 BD 的 延长 线 于 


已 ,就 可 得 BE—14B8,AE= 3 AB. 而 BD=BC, 所 以 AD?= 
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2 2 
AE*+DE'— | 38] 十 | 去 46 一 BC| =AB:— AB . BC+ 
BC:. 另 一 方面 又 有 AD? = (AC 一 CD)? 二 (AB 一 CD):=4B: 一 
2 
24B， CD 十 CD?, 而 由 BC 二 CD，。CA, 又 可 得 CD= 人 ,所 以 


BC’ 


4 
AD’=AB:—2BC’+ BG,— AB AB. BC+BC, 4B:=— 


AB’ 
BC 十 3BC? ,就 可 证 明 结论 . 

如 考虑 出 现 的 是 48 的 平方 , 则 逆 
平行 线 可 过 顶点 4 作 , 也 就 是 作 了 BAD 44 
= 人 B=80" 交 BC 的 延长 线 于 D, 可 得 人、 
ABACWHABDA,BA:= BC。BD. 由 于 、、 
这 时 出 现 了 DAC==60°, 所 以 过 DD 作 ~、 
DE | AC 交 AC 的 延长 线 于 已 ,可 得 ， 上 Ba-------==== 六 


[==== 
AE= 方 4D= 地 BD,DE 一 3 BD, 从 E 


而 有 CD:= DE’++CE:=BD’— BD 
AB 十 4B?. 而 由 CD==BD 一 BC, 又 可 得 CD’?=BD’ 一 2BD， BC 十 


22 
BC'=BD'—248'+ | | 二 BD: 一 BD。，AB 十 48*, 所 以 有 


AB: 


图 6 422 


AB:+BD’=3AB. BD:’. 但 由 A4BCoAD4B, 可 得 引 = 全 
_4B: 六， 4B'_348 48 本 让 正明 红 ; 
BD= 和 ,所 以 4B 十 5 一 34B， cz, 也 就 可 以 证 明 结论 . 


例 57 已 知 :4B 是 @O 的 直径 ,C4 与 @O 相 切 于 4. 且 4C 
二 AB,OC 交 Q@O 于 D,BD 的 延长 线 交 AC 于 E. 求证 :CD 是 
和信 ADE 的 外 接 圆 的 切线 , AE 二 CD. 

分 析 ;: 本 题 要 证 明 CD 是 A4DFE 的 外 接 圆 的 切线 ,而 CE4 是 
这 个 圆 的 割 线 , 所 以 可 应 用 由 过 三 角形 顶点 的 道 平行 线 得 到 的 逆 
平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 于 是 连结 AD 后 ,应 证 人 人 CDE= 
了 CAD. 由 条 件 CO、BE 相交 于 D, LCDE = 人 ODB, 由 OD= 
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色 6。，423 图 6。424 
OB, 得 LODB= 人 LOBD. 又 因为 4 有 是 @O 的 直径 DD 是 半圆 上 的 
点 ,了 ADB=90°, 且 Eh 与 BO 相 切 于 A, 人 EAB=90°, 人 EAD= 
了 4BD, 所 以 人 CDE 二 人 CAD 可 以 证 明 . 

由 迪 ADB 二 90",B,D、E 成 一 直线 ,可 得 人 ADE 二 90°, 所 以 
和信 4DE 的 外 接 圆 就 是 以 AE 为 直径 的 圆 ,所 以 要 证 明 CD= AE， 
就 是 要 证 CD 也 是 和 这 个 圆 的 直径 相等 ,也 就 应 等 于 这 个 圆 的 半 
径 的 2 倍 .于 是 应 将 这 个 圆 的 半径 作出 ,也 就 是 取 AE 的 中 点 0"， 
并 连结 0'D. 就 有 0O’D=0’E=0’' A4, 间 题 就 应 证 CD==20' DD. 但 
由 O’D=0’4, 可 得 人 O'DA= LO0' 4D, 而 OD=04, 人 0DA= 
ZOAD, LO0AD+ LO0' AD= 90°, 所 以 人 ODA 二 0' DA= 90°， 
ZO' DC=90*, 这 样 DO' 也 就 成 为 人 OAC 内 边 40 的 道 平行 线 ， 
所 以 可 证 ACO' DoAcO4 ,根据 条 件 有 4C=204, 所 以 CD= 
2O' DD, 分 析 就 可 以 完成 . 

例 $8 已 知 ; 矩 形 4BCD 中 ,CE 1BD 交 有 BD 于 E, LBAD 
的 平分 线 交 BD 于 G, 交 EC 的 延长 线 于 F. 求 证 :FE 一 EE=1 

分 析 : 本 题 要 证 明 的 结论 是 线段 之 间 两 两 比 的 差 ,实质 上 也 是 
线段 之 间 的 比例 关系 ,经 过 描 图 可 以 发 现 , 相 比 两 线段 FG 和 AG 
重 倒 在 一 直线 上 ,从 而 可 添加 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 由 于 
EG 和 AF 在 内 分 点 G 相交 ,所 以 平行 线 可 过 端点 作 , 如 取 过 端点 
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F 
图 6。425 图 6。426 


F 的 线段 FE 为 平行 方向 线段 , 则 平行 线 可 过 另 一 个 端点 4 作 , 也 


就 是 过 4 作 AM/ EF 交 BD 于 1M, 得 4MLBD.、A4GMcn 


AFGE 和 全 一 了 而 由 4MAEC.4O=CO, 又 出 现 了 A4OM 


和 入 COE 是 一 对 中 心 对 称 型 的 全 等 三 角形 , 则 AM 一 CE. 于 是 


FE_FC+tCE_FC AM_FC EC AC 


1, 这 样 问题 就 成 为 要 证 FC=AC, 从 而 又 只 要 证 明和 人 人 F= 人 CAFK. 
而 LF= 人 MAG. 由 AM 是 Rt 和信 4ABD 的 斜 边 上 的 高 ,可 得 
BAM = 人 ADB, 已 知 四 边 形 4BCD 是 矩形 ,又 可 得 人 4DB= 
人 LOAD, 人 BAM 二 LOAD, 再 由 AF 是 人 BAD 的 角 平 分 线 , 就 可 
得 MAG= 之 CAF ,所 以 分 析 可 以 完成 ， 

“ 例 $9 已 知 :4B 是 @O 的 直径 ,C 为 @Q 上 的 一 点 ,CD 是 
0O 的 切线 ,过 4 作 4E 上 CD, 垂 足 为 刀 且 交 BC 的 延长 线 于 五 . 
求证 :AE= AB. 

分 析 : 由 4B 是 ©O 的 直径 ,C 是 @O 上 的 一 点 ,就 可 应 用 半 

圆 上 的 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 进 行 证 明 ,于 是 连结 AC 后 ,可 得 

AMCB= 90", 而 B.C.E 成 一 直线 ,所 以 人 4C 也 等 于 90", 而 已 

知 CD 4 巨 , 这 样 CD 就 成 为 直角 入 AEC 的 斜 边 上 的 高 ,应 用 直 

角 三 角形 斜 边 上 的 高 的 基本 图 形 性 质 , 可 得 人 ACD 一 人 E. 又 因为 
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， 性 质 LCAE = 人 ACE. 由 条 件 CD 上 4B, 所 








色 6。427 图 6，128 
DC 与 BO 相 切 于 C,C4 是 过 切 点 的 弦 , 所 以 应 用 弦 切 角 的 基本 
图 形 的 性 质 , 又 可 得 4CD=B, 从 而 可 得 一 B= 一 天 ,结论 就 可 
以 证 明 . 

例 60 已 知 :4B 是 ©O 的 直径 ,4G 是 任 
一 弦 ,C 是 AG 的 中 点 ,CD AB 交 AG 于 E,D 
是 垂 足 ,BC 交 AG 于 FF. 

求证 :AE=FE. 

分 析 : 由 条 件 4B 是 ©O 的 直径 ,C 是 半 
圆 上 的 一 点 ,所 以 连结 4C 后 ,可 得 人 4ACB= 
90° ,而 我 们 要 证 明 4 五 =FFR, 这 样 就 出 现 了 下 
应 是 直角 入 AFC 的 斜 边 AF 的 中 点 ,从 而 就 
可 以 应 用 直角 三 角形 斜 边 上 的 中 线 的 基本 图 
形 的 性 质 进行 证 明 , 即 要 证 明 AE、FE 都 和 
CE 相等 ,这 样 又 应 转 而 证 AE 二 FE 的 等 价 








以 CD 就 成 为 直角 入 4ABC 的 斜 边 上 的 高 ,应 
用 直角 三 角形 斜 边 上 的 高 的 基本 图 形 的 性 
质 ,可 得 了 ACE 二 人 B, 从 而 问题 又 转化 为 要 证 LCAE 一 人 B. 因 
这 两 个 角 都 是 @O 的 贺 周 角 , 且 它们 所 对 的 弧 AC 和 GC 是 相等 的 ， 
所 以 就 可 证 明 这 两 个 角 相 等 . 


图 6， 430 
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本 题 在 转化 为 要 证 明 人 CAE = 人 ACE 
后 ,由 于 这 两 个 角 都 是 圆周 角 , 所 以 也 可 直接 
应 用 圆周 角 的 性 质 进 行 证 明 ,于 是 根据 圆周 角 
的 定义 ,延长 CD 交 @O 于 媚 , 这 样 要 证 明 这 
两 个 角 相等 ,就 可 以 转化 为 证 4 新 = CC, 但 已 


知 CCG= 4C, 而 由 48 是 @O 的 直径 ,日 4B1 - 


CH ,又 可 得 4C 二 A 六 ,所 以 分 析 可 以 完成 . 

本 题 在 应 用 直角 三 角形 斜 边 上 的 中 线 的 
基本 图 形 性 质 进 行 证 明 时 ,也 可 以 转 而 证 明 
AE 二 FE 的 等 价 性 质 人 ECF = 人 EFC, 而 
LEFC 是 圆 内 角 , 它 的 度数 等 于 AC 十 8G 的 度 
数 的 一 半 , 而 人 BCD 是 圆周 角 , 于 是 延长 CD 
交 @O 于 五, 可 得 人 ECF 的 度数 等 于 有 疡 的 度 
数 的 一 半 , 而 4B 是 @O 的 直径 ,4B_| CH ,可 





图 6。432 


得 B 户 = BC= 8G+CG, 而 4C= CC 所 以 分 析 可 以 完成 . 而 在 证 明 
人 人 ECF 二 人 EFC 时 ,也 可 以 根据 一 4CB = 90",CD | A4B, 得 
BCD= 一 B4C. 而 人 BAC 的 度数 等 于 BC 的 度数 的 一 半 , 而 BC 


=BG+CG= BG 十 AC, 从 而 也 可 以 完成 分 析 . 

本 题 在 连结 4AC, 并 得 到 到 ACB 一 90° 后 ， 
也 可 转 而 证 明 AE=FE 的 等 价 性 质 人 FEC= 
2 人 EAC. 由 条 件 C.4.B.G 四 点 共 圆 ,应 用 圆 
周 角 的 基本 图 形 的 性 质 ,连结 BG 后 可 得 
CAG 二 人 CBG. 而 由 4B 是 @O 的 直径 ,G 
是 @O 上 的 一 点 ,又 可 得 人 4GB=90", 而 已 
知 BDFE=90", 所 以 瑟 D.B.G 四 点 共 圆 ， 





{和 6。 433 


人 FEC== 人 ABG, 这 样 问题 就 成 为 要 证 人 4BG=2 了 人 CBG, 由 条 件 
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AC==CG, 即 可 证 明 . 

例 61 已 知 :人 A4BC 中 ,4CB 
= 一 90",CD 4B 垂 足 是 忆 , 角 平分 线 
4F 交 CD.CB 于 刁 .F,PFGTL4B 垂 & 
足 是 G. 求 证 :四 边 形 CEGF 是 萎 形 . 

分 析 : 由 条 件 了 4CB=90°" 和 CD 4 DP 6 B 
| 48, 可 得 CD 是 直角 人 A 人 45C 的 斜 
边 上 的 高 ,所 以 可 应 用 直角 三 角形 斜 
边 上 的 高 的 基本 图 形 的 性 质 得 4CD= 人 B. 由 条 件 人 CAE = 
BAE, 从 而 应 用 三 角形 的 外 角 定 理 ,可 证 明和 CEF= 人 CFE,CE 
二 CF. 而 由 AF 是 人 CAB 的 平分 线 .FC LAC 和 FG | 4B, 可 得 
和 信 AFC 和 入 AFG 是 一 对 轴 对 称 型 全 等 三 角形 ,所 以 FG=FC,FG 
二 CE, 又 因 FG/CE, 所 以 四 边 形 CEGF 是 平行 四 边 形 , 同 时 它 有 
-- 组 邻 边 CE 和 CF 相等 ,所 以 四 边 形 CEGF 是 菱形 . 

例 62 已 知 ;:A4BC 中 ,4CB=90",M 是 4C 的 中 点 ,MD 
| 48B 交 4 于 万 .求证 :4C2 一 24B。4D;BD: 一 4 太一 BC 


图 6. 434 





图 6，435 图 6，436 
分 析 ; 由 于 要 证 的 结论 中 出 现 了 AB 和 AD 的 积 的 2 们 ,所 以 
可 根据 线段 倍 半 关 系 的 定义 ,将 线段 24D 作出 ,也 就 是 在 DB 上 
截取 DE= 4D, 则 AE=24D. 但 现在 M.D 分 别 是 AC、AE 的 中 
点 ,是 多 个 中 点 问题 ,所 以 可 应 用 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 
进行 证 明 . 于 是 连结 CE, 可 得 MD//CE, 从 而 有 CELAB， 这 样 
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CE 就 成 为 直角 入 ABC 的 斜 边 上 的 高 ,于 是 4C: 一 AB。，AE= 
24B，。AD. 同时 又 可 得 BC: 一 BE .48 一 (BD 一 DFE)(CBD 二 4D) 
=(BD—AD). (BD+AD)= BD’— AD’. 

例 63 已 知 :A4BC 中 ,4BC=90", 以 4B 为 直径 作 @O 
交 AC 于 D,E 是 BC 上 的 一 点 ,4E 交 Q@O 于 F. 求 证 :AD。，。AC= 
AF . AE. 1 . 





图 6。437 图 6。438 

分 析 : 由 条 件 4B 是 @O 的 直径 ,D 是 @O 上 的 一 点 ,应 用 半 
圆 上 的 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 , 连 结 BD 后 ,可 得 人 ADB==90°， 
而 已 知 Z4BC=90", 所 以 BD 就 成 为 RA4BC 的 斜 边 4C 上 的 
高 ,应 用 直角 三 角形 斜 边 上 的 高 的 基本 图 形 的 性 质 ,可 得 488:= 
AD，AC. 根据 同样 的 道理 ,连结 BF 后 ,可 证 明 AB*=AF 。 AE,， 
所 以 AD，A4C=AF。AE 就 可 以 证 明 . | 

本 题 要 证 明 的 结论 是 线段 之 间 的 比例 关 
系 ,经 过 描 图 可 以 发 现 , 两 组 相 乘 线段 AD、AC 
和 4F ,4 已 分 别 重奏 在 一 直线 上 ,所 以 可 添加 
逆 平 行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 由 于 这 两 组 
相 乘 线段 具有 公共 端点 4, 所 以 添加 的 方法 是 
将 端点 和 端点 ,内 分 点 和 内 分 点 分 别 连 结 
来 ,于 是 连结 DF ,问题 就 成 为 要 证 人 4FDcn 图 6 .4139 
A4CE, 也 就 进一步 转 而 证 4D .4C= AF。AE 的 等 价 性 质 ， 
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AFD== 玫 ACE. 但 由 A、B、F.D 四 点 共 贺 ,连结 BD 后 可 得 
4FD= /ABD. 而 由 4B 是 OO 的 直径 ,又 可 得 BD A4C,BD 
是 直角 入 ACB 的 斜 边 上 的 高 ,所 以 人 ABD 二 人 ACE, 从 而 也 可 完 
成 分 析 . 

例 64 已 知 :04 是 ©O 的 半径 ,以 04 为 直径 作 @O' ,过 
OA 上 任意 一 点 B 作 04 的 垂 线 交 QO、@0' 于 D.C. 求 证 :AD? 
=2AC’. 





图 6。，440 图 6。441 

分 析 : 由 条 件 04 是 @O' 的 直径 ,C 是 @O' 上 的 一 点 ,所 以 应 
用 直径 的 性 质 ,连结 OC 后 ,可 得 人 ACO= 二 90", 又 因 CB]04, 所 
以 BC 就 成 为 直角 入 AOC 的 斜 边 AO 上 的 高 ,于 是 应 用 直角 三 角 
形 斜 边 上 的 高 的 基本 图 形 的 性 质 可 得 AC 二 4B。AO, 从 而 问题 
就 转化 为 应 证 AD*=24B。 AO. 而 40 是 @O 的 半径 ,240 就 应 
是 @O 的 直径 ,于 是 应 先 将 @O 的 直径 作出 ,也 就 是 延长 40 交 
Q@O 于 E, 则 AE=240, 但 现在 AE 是 ©O 的 直径 ,DD 是 OO 上 的 
一 点 ,所 以 连结 DE 后 ,又 可 得 人 ADE 二 90°, 从 而 又 有 AD’ 一 4B 
. AE 二 24B .AO. 分析 就 可 以 完成 . 

例 65 已 知 ;4B 是 @O 的 直径 ,C 是 ©O 上 的 一 点 ,CD 二 
AB 垂 足 是 D;E 是 CD 上 的 一 点 ,4E 的 延长 线 交 OO 于 已 求证 : 
AC’= AE .AF. 

.568 。 








多 6。442 图 6。443 

分 析 : 由 条 件 4B 是 ©O 的 直径 ,C 是 @O 上 的 点 ,可 得 
4CB=90", 而 已 知 CD 4B, 所 以 CD 就 成 为 RiA4BC 的 斜 边 
上 的 高 ,从 而 就 可 得 4C: 王 4D. 45. 又 因为 4B 是 ©O 的 直径 ,F 
也 是 @O 上 的 点 ,所 以 连结 BF 后 ,可 得 AFB=90°, 人 AFB== 
APBD,DF 就 是 A4BF 内 边 FB 的 道 平行 线 , 从 而 可 证 人 4PDE 
wDAAFB, 就 可 得 AE，AF= 二 AD。AB, 所 以 结论 可 以 证 明 . 

本 题 要 证 的 结论 是 线段 之 间 的 比例 关 
系 , 经 过 描 图 ,可 以 发 现 两 组 相 乘 线段 4C、 
AC 和 AE、AF 都 分 别 重 登 在 一 直线 上 ,所 以 
可 添加 北平 行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 由 
于 两 组 重 伙 的 相 乘 线段 有 公共 端点 4; 且 出 
现 了 线段 AC 的 平方 ,所 以 可 添加 由 过 三 角形 
顶点 的 逆 平 行 线 得 到 的 北平 行 线 型 相似 三 角 
形 进 行 证 明 . 于 是 连结 CF ,应 证 人 4CEc>A4FC ,并 进一步 应 转 
而 证 4C* 一 AE。AF 的 等 价 性 质 人 ACE 一 和 AFC. 由 条 件 4B 是 
@O 的 直径 ,可 得 也 4CB 一 90", 再 由 CD | 4B, 应 用 直角 三 角形 斜 
边 上 的 高 的 基本 图 形 的 性 质 ,可 得 人 ACD 一 人 B, 再 由 A、B、F、C 
四 点 共 圆 ,又 可 得 作 B 一 了 AFC, 所 以 ACE 一 人 AFC 就 可 以 证 
明 . 





例 66 已 知 :以 AB 为 直径 作 @O, 过 4 作 两 直线 交 @O 于 
C.D, 交 过 B 所 作 @O 的 切线 于 EF. 求 证 :人 ECF= 人 EDF. 
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图 6。445 图 6。446 

分 析 : 由 条 件 4 有 B 是 @O 的 直径 , BE 是 @O 的 切线 ,可 得 
4B 巨 =90", 同 时 由 C 是 @O 上 的 点 ,所 以 连结 BC 后 ,得 二 4CB 
二 90°, 所 以 BC 就 成 为 直角 入 AEB 的 斜 边 上 的 高 ,于 是 A4B:=4C 
。AE. 根据 同样 的 道理 ,连结 BD 后 ,又 可 证 得 4B*=AD 。AF， 
所 以 AC，。AE= 二 AD，AF. 这 是 线段 之 间 的 比例 关系 ,经 过 描 图 可 
以 发 现 , 两 组 相 习 线段 4C、AE 和 4AD.、AF 分 别 重合 在 一 直线 上 ， 
所 以 可 应 用 北平 行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 由 于 这 两 组 重合 的 
相 乘 线段 有 公共 端点 4, 且 出 现 了 端点 和 内 分 点 交叉 连结 的 北平 
行 线 CF 和 DE, 所 以 就 可 证 明和 信 4CF 人 ADE, ACF = 
用 ADE, 所 以 人 ECF== 人 EDF 可 以 证 明 . 

例 67 已 知 : 人 4BC 中 ;ACB 
二 90°,CD 是 4B 上 的 高 ,DF 14C， 
DE | BC, 垂 足 分 别 为 下、 五 . 求证 ;: 





分 析 : 由 条 件 人 4CB==90°.CDL 
4B, 可 知 CD 为 直角 A4BC 的 斜 边 图 6 447 
AB 上 的 高 ,所 以 应 用 直角 三 角形 斜 边 上 的 高 的 基本 图 形 的 性 质 ， 
可 得 4C: = AD .4B, BC: = BD . AB. 这 样 就 有 和 5 一 
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BD.4B.BC BD.BC . BD. BC BE 
AD-AB-ACAD， AC’ 问题 就 转化 为 应 证 3 方 AE 一 AF' 即 


要 证 分 和 六 一 1. 这 是 线段 之 间 的 比例 关系 ,经 过 描 图 可 以 


发 现 ,两 组 相 比 线段 AF 和 4C,BC 和 B 尼 分 别 重 秋 在 一 直线 上 ， 
从 而 可 应 用 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 于 是 由 DF/CB, 可 得 
A4FDwoA4CB， 则 对 一 人 4， 由 DE // AC, 可 得 人 入 BED 


BC AB irmAF* BD BC _AD. BD. 
人 BC4, BE 一 BD: 从 而 就 可 证 明 BF .ADAC 一 48 “AD 


AB_) 

BD 7， 

由 于 条 件 中 给 出 了 CD 是 直角 入 4BC 的 斜 边 上 的 高 ,所 以 

AC:=AD . AB,BC’= BD. AB, 则 AC:= AD’: ， AB’, BC!= BD’ 
BG’ BD:.» AB’ , AC BD’:.» AC 


" 48, 于 是 4G 一 BC “ADi. AB AD BC 由 于 现 
在 DE 也 是 直角 入 BCD 的 斜 边 上 的 高 ,所 以 BD?= BE，BC, 而 
DF 也 是 直角 和 ACD 的 斜 边 上 的 高 ,4D: = AF，AC. 所 以 
4D 人 一 全 40 能 一 自 ' 分 析 也 可 以 完成 

例 68 已 知 :D 是 以 AB 为 直径 的 半圆 上 一 点 ,DC | 48B, 重 
足 是 C, 以 4C 为 直径 作 半圆 0' ,BE 与 半圆 0' 相 切 于 EE,F 是 
DE 的 中 点 .求证 :BF .LDE. 


. ZR 
PAN 
A 0 OC B 4 0 5 


图 6。448 图 6.449 


分 析 :; 由 条 件 政 是 DE 的 中 点 ,所 以 BF 应 是 边 DE 上 的 中 
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线 ,而 我 们 要 证 明 BF DE, 所 以 BF 必 是 DE 的 中 垂 线 , 从 而 可 
应 用 等 腰 三 角形 中 重要 线段 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 ,于 是 连 
人 BD, 应 证 明 BD= BE. 由 于 BE 与 半圆 0' 相 切 于 已 ,BC4 是 半 
圆 0' 的 割 线 , 所 以 应 用 切割 线 定理 可 得 BE: 一 BC，。，BA. 又 因为 
4B 是 半圆 O 的 直径 ,D 是 半圆 上 的 一 点 ,所 以 连结 AD 后 ,可 得 
/4DB=90", 而 DC AB, 这 样 CD 就 成 为 直角 入 4BD 的 斜 边 上 
的 高 ,所 以 应 用 直角 三 角形 斜 边 上 的 高 的 基本 图 形 的 性 质 可 得 
BD:=BC，BA, 于 是 BD 二 BE 就 可 以 证 明 . 

例 69 已 知 :45 是 半圆 O 的 直径 , QO' 与 半圆 O 内 切 于 C， 
与 4B 相 切 于 E,C 是 半圆 O 上 的 一 点 ,CD | 4 , 垂 足 是 万 , 且 

CD 与 @O' 相 切 于 F. 求 证 :AC=AE. | 


1 一 C 起 一 G 
人 从 5 

A DO E B A DOE B 

图 6。450 余 6。451 

分 析 : 由 本 题 的 条 件 4B 是 半圆 O 的 直径 ,C 是 半圆 上 的 一 
点 ,所 以 连结 BC, 可 得 4CB=90", 又 因为 CD14B. 所 以 CD 就 
是 直角 入 ABC 的 斜 边 上 的 高 ,于 是 应 用 直角 三 角形 斜 边 上 的 高 的 
基本 图 形 的 性 质 ,可 得 4C:= 4D. 4B. 从 而 问题 就 成 为 应 证 AE? 
一 4D. 4B. 

又 因为 条 件 给 出 @O' 与 半圆 O 内 切 于 G， 所 以 应 用 两 圆 内 切 
的 性 质 ， 连 结 00' 、O' EE 后 ,可 得 OO 一 04 一 0O' 匹 ， 又 因为 
DE、DF 分 别 与 OO 相 切 于 EE、F， 且 人 EDF=90*， 所 以 连结 
O' 下 后 ,可 得 四 边 形 DEO' F 是 正方 形 , DE=O' E. 而 AE= 
AO + OE, OE = VOO0':—O'E’: = VvV(OA—O'E)~O’'E’ = 
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VOTE 一 204。 OE, 所 以 AF:=(AO+ VOA—20A. O’'E)’= 
40: 十 240 。 VOAT—20A. OE+AO:—20A* O’'E=2AO[LAO 
十 VDG4 二 2704 0 巨 一 0 下] 一 240(40 十 OF 一 DEF) 一 4 有 8 ， 
4D ,结论 就 可 以 证 明 ， 

例 70 已 知 :F 是 正方 形 4BCD 的 边 4B 的 中 点 ,已 是 AD 
上 的 一 点 ,AE= 寺 AD,FG1LCE 垂 足 是 G. 求 证 :FG’==EG CG. 


C 





E 
[AN 
多 6。452 图 6，。453 

分 析 : 本 题 要 证 明 的 结论 是 线段 之 间 的 比例 关系 ,经 过 描 图 可 
以 发 现 这 是 由 一 点 G 发 出 的 四 条 成 比例 线段 ,或 者 也 可 以 看 作 是 
FG 和 FG 这 一 组 相 乘 线段 重奏 ,但 由 FG_LCE 可 知 这 一 组 相 乘 
线段 是 重 僵 在 一 个 平角 的 角 平 分 线 上 ,所 以 可 应 用 旋转 型 相似 三 
角形 进行 证 明 . 于 是 将 由 公共 点 G 发 出 的 这 四 条 成 比例 线段 两 两 
组 成 三 角形 ,于 是 连结 FE 、FC, 应 证 明 人 AEFGwAFCG, 也 就 是 应 
证 FEFG= PFCcG. 但 这 两 个 角 相 等 一 出 现 ,GF 和 FC 就 是 一 组 
逆 平 行 线 ,所 以 问题 又 成 为 权证 EFC 二 人 EGF 一 90", 也 就 是 要 
证 明了 EFA 十 人 CFB 二 90", 而 作 B 二 90", 故 问题 又 转化 为 要 证 
/EFA= LFCB. 由 于 LA 一 人 B=90", 所 以 又 应 证 人 人 EFA 


Ll _ BF 二 了 得 AE_AF_ 
AFCB, 由 条 件 AE= 了 AB.AF=BF 一 FAB, 可 得 BF 一 BC 
十, 所 以 上 述 性 质 可 以 证 明 . 
例 71 已 知 :A4BC 中 ,人 C=90",CD| 4B 垂 足 是 D,F 是 
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BC 上 的 任 一 点 ,FE.1 AB 垂 足 是 匹 . 求 
证 :4C: 一 4D。4 巨 +TCD ， EF. 工 

分 析 : 本 题 条 件 中 给 出 4CB = 
90°,CD 上 A4B, 所 以 应 用 直角 三 角形 斜 
边 上 的 高 的 基本 图 形 的 性 质 , 可 得 4 D E 8 
LACD= LB,AC:= AD. AB= AD 
(AE+BE)=AD. AE+AD. BE. 于 
是 问题 转化 为 要 证 CD，EF= 二 AD，BE. 由 于 人 ADPC= 人 FEB= 
90", /4CD= FEBE, 可 证 明 Ah4CDooAFBE,SE 一 和 有 ,所 以 结 
论 就 可 以 证 明 . 

本 题 要 证 明 的 结论 实质 上 是 线段 
之 间 的 比例 关系 ,经 过 描 图 可 以 发 现 
AD、AE 这 一 组 相 乘 线段 现在 重叠 在 
一 直线 上 , 且 有 一 公共 端点 4, 所 以 可 
添加 北平 行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 
如 取 过 内 分 点 DD 的 线段 DC 为 逆 平 行 图 6。455 
方向 线段 , 则 北平 行 线 可 过 端点 作 ， 
于 是 过 巨 作 EG14C, 垂 足 是 C, 且 交 CD 于 五 ; 则 由 和 人 4DC = 
4GE= 90", 就 可 推 得 人 A4CDwA4EG,4D，4E=4G AC, 于 
是 问题 成 为 要 证 AC 一 4G * AC 二 CD，EF,AC(AC 一 AG)=CD 
,EF ,也 就 是 要 证 4C。，CG=CD。EF. 而 由 LCGH= 人 CDA= 
90", 又 可 得 ACHG 和 人 和 人 CAD 也 是 一 对 道 平 行 线 型 相似 三 角形 ， 
从 而 有 CA* CG==CD。CH ,这样 间 题 就 成 为 要 证 CH 二 FE, 而 由 
FE/CH 和 CFEF/HE, 就 可 以 证 明 这 一 性 质 . 

例 72 已 知 ; 人 4BC 中 ,一 4CB=90" ,CD 是 斜 边 AB 上 的 
高 ,以 4 为 圆心 ,4C 为 半径 画 昌 A,K 是 A 上 一 点 ,过 A、K、B 
三 点 作 @O,AE 是 ©O 的 直径 .求证 :KD1AE. | 


图 6，454 
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图 6。 456 图 6，457 

分 析 : 由 于 条 件 中 出 现 了 A、©®O 相交 于 天 , 且 40 是 两 贺 
的 连 心 线 ,所 以 要 证 明 KD_| 40, 就 是 要 证 KD 是 两 圆 公共 弦 的 
一 部 分 ,于 是 延长 KD 交 @4 于 下 ,问题 就 是 要 证 明正 也 在 OO 
上 , 即 证 B.K、A、F 四 点 共 圆 . 由 条 件 CD - 
是 直角 入 ABC 的 斜 边 上 的 高 ,所 以 CPP: 一 
AD。 BD, 而 4B 经 过 A 的 圆心 4, 所 以 
可 应 用 垂 径 定理 延长 CD 交 A 于 G 后 ,有 
CD=GD. 于 是 A4D，BD=CD:=CD。 
GD. 而 在 @4 中 ,CG、KF 是 相交 于 DD 点 的 
两 条 纺 , 所 以 CD . GD= 天 D.，FD, 这 样 也 6. 458 
就 可 得 KD. FD=4D，, BD. 经 过 措 图 可 以 发 现 ,这 两 组 相 乘 线 
段 分 别 重 释 在 一 直线 上 ,有 在 内 分 点 D 相交 ,从 而 可 添加 北平 行 
线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 于 是 连结 4F、BK ,可 得 人 4FDc 
和 人 KBD, 于 是 KD，FD=AD。，BD 的 等 价 性 质 人 LF 二 人 KBD 成 
立 , 从 而 就 可 以 证 明 KK、4、F、B 四 点 共 圆 . 

例 73 已 知 :O0.@OO' 外 切 于 己 ,48 是 ©O、©0' 的 外 公 切 
线 , 切 点 分 别 是 4.B,AP、BP 的 延长 线 分 别 交 @O0' 、@O 于 C、 
DD. 求证 ;4B:=AP。PC 十 BP *， PD. 

分 析 : 本 题 给 出 了 条 件 @O.@O' 外 切 于 了 ,所 以 可 通过 添加 
过 切 点 的 内 公 切 线 将 问题 转化 到 每 一 个 圆 中 的 弦 切 角 问 题 来 进行 
分 析 . 于 是 过 PP 作 @O、、@0O' 的 内 公 切 线 交 4B 于 E. 就 可 得 
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图 6，459 图 6。460 

AFEPA /EAP, LEPB= /EBP, 4PB 一 ERP4 十 一 EP 
一 二 180" 一 90", 所 以 二 BPC 一 90", 这 样 就 出 现 了 90* 的 圆周 角 ， 
所 以 连结 BC, BC 应 是 @O' 的 直径 . 根据 同样 的 道理 ,连结 AD 
后 , AD 也 应 是 @O 的 直径 . 又 因为 4B 与 @O' 相 切 于 B, 所 以 
了 4BC=90°, 这 样 BP 就 成 为 直角 A4CB 的 斜 边 AC 上 的 高 ,应 
用 直角 三 角形 斜 边 上 的 高 的 基本 图 形 的 性 质 ,可 得 4B 一 4P， 
AC, 于 是 问题 就 成 为 要 证 AP .4C=4P. PC 二 BP，PD,4P 
(AC 一 PC) 二 BP，。PD,AP?=BP。PD. 但 我 们 可 证 明 4P 也 是 
直角 入 4BD 的 斜 边 BD 上 的 高 ,所 以 再 应 用 一 次 直角 三 角形 斜 边 
上 的 高 的 基本 图 形 的 性 质 . 就 可 以 证 明 结 论 . 

例 74 已 知 ;: 人 4BC 内 接 于 ©@O,AE 是 ©O 的 直径 ,D 是 BC 
的 中 点 ,过 成 作 DFJ4AE, 垂 足 是 G, 且 交 @O 于 下 ,求证 :AB’ 十 
AC’=2AF’. 


[A 


B JC 
> 


岁 6* 151 图 6，462 
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分 析 : 由 本 题 的 条 件 4 已 是 @O 的 直径 ,FF 是 ©O 上 的 一 点 ， 
可 得 连结 FE 后 ,有 人 AFE 二 90°, 而 FG | AE, 所 以 FG 就 是 直角 
和信 AEF 的 斜 边 上 的 高 ,从 而 可 得 AF?= AG，。，AE. 问题 就 转化 为 
要 证 4B 十 4C?==24G，。AE. 这 个 关系 式 实质 上 还 是 线段 之 间 的 
比例 关系 ,经 过 描 图 可 以 发 现 AB 和 AB 这 一 组 相 乘 线段 重 委 在 
一 直线 上 ,所 以 可 添加 北平 行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 由 于 出 现 
的 是 线段 AB 的 平方 ,所 以 应 添加 由 过 三 角形 顶点 的 道 平行 线 组 
成 的 道 平行 线 型 相似 三 角形 . 由 于 4E 是 ©O 的 直径 ,8 是 ©O 上 
的 一 点 ,所 以 连结 BE 后 ,可 得 人 ABE 一 90", 于 是 过 8 作 AE 的 垂 
线 交 AE 于 M, 就 可 得 BM 是 直角 入 AEB 的 斜 边 上 的 高 ,于 是 有 
4B:= 4M . AE. 根据 同样 的 道理 ,连结 CE, 过 C 作 CNJ| AE 交 





图 6， 161 


AE 于 NN 后 ,可 得 AC 二 AN。，。，AE, 这 样 间 题 就 成 为 要 证 24G。 
AE= 二 AM，.， AE 二 AN，AE,2AG=AM 十 AN. 也 就 是 要 证 MN= 
2GN. 显然 由 DD 是 BC 的 中 点 ,DF /CN ,可 得 连结 BN 交 GF 于 
吾 后 ,有 BH=NH, 再 由 HG/ BM, 就 可 证 明 MG= NG,MN = 
2GN ,分 析 就 可 以 完成 . 

例 75 已 知 :PA、PB 与 OO 相 切 于 A、B, 割 线 PDC 交 @O 
于 D.C,A4B 交 PO 于 EE. 求 证 ;人 DEC=2 人 人 DBC. 

分 析 : 本 题 要 证 的 结论 DEC= 2 一 DBC, 是 两 个 角 之 间 的 倍 
半 关 系 ,而 其 中 的 半角 一 DBC 是 @O 的 圆周 角 , 所 以 应 考虑 应 用 
圆周 角 的 性 质 , 即 圆周 角 的 2 倍 应 等 于 它 所 对 的 弧 所 对 的 圆心 角 ， 
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因此 根据 圆心 角 的 定义 ,连结 DO、CO, 可 
得 人 DOc =2DBC, 于 是 问题 就 成 为 要 
证 DEC== DOC, 即 证 D.E.O.C 四 点 
共 圆 .但 P.E.O 成 一 直线 ,出 现 了 这 个 四 
边 形 的 外 角 一 PED, 所 以 问题 又 转化 成 要 
证 人 <PED= 人 PCO. 而 这 两 个 角 相 等 一 出 
现 ,就 出 现 了 DE 是 人 POC 内 的 边 OC 的 








| 多 6， -466 [多 6。467 

逆 平 行 线 , 从 而 就 可 应 用 道 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 ,也 就 是 
要 证 APEDcAPCe, 并 进一步 应 转 而 证 明志 PED= 人 PCO 的 
等 价 性 质 PPD. PC= PE . PO. 由 于 P4 与 @O 相 切 于 4,PDC 
是 割 线 , 故 应 用 切割 线 定 理 可 得 P42:= PD。 PC, 于 是 只 要 证 明 
PA 二 PE， PO. 而 由 PA 是 @O 的 切线 ,可 得 连结 40 后 ,有 
PAO=90°, 而 由 PA、PB 是 圆 的 切线 ,AB 是 连结 切 点 的 弦 , 又 
可 得 过 AEP= 二 90", 所 以 AE 就 成 为 直角 入 PAO 的 斜 边 上 的 高 ,于 
是 PA 二 PE。PO 可 以 证 明 . 

例 76 已 知 :PA、PB 与 OO 相 切 于 A、B,C、D 分别 是 PA、 
PB 的 中 点 ,M 是 CD 上 的 任 一 点 ,ME 与 OO 相 切 于 E. 求 证 :ME 
=MP. 

分 析 : 由 条 件 C.D 分 别 是 PA、PB 的 中 点 ,是 多 个 中 点 问题 ， 
所 以 可 应 用 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 由 于 C 
所 在 的 P4.PB 有 公共 端点 P, 可 以 组 成 三 角形 ,所 以 CD 这 两 个 
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图 形 中 是 有 中 位 线 而 三 角形 不 完整 ,于 是 
连结 4B, 可 得 CD/ AB. 另 一 方面 由 于 
P4.PB 是 @O 的 切线 , 故 应 用 切线 长 定 
理 及 其 推论 ,连结 PO 交 AB.CD 于 FG 
后 可 得 4B 上 PO, 于 是 CD | PO,FG= 
PG, 则 CD 就 成 为 PF 的 中 垂 线 . 应 用 线 
段 中 垂 线 的 性 质 ,连结 MF 后 ,可 得 MF = MP ,这样 要 证 明 ME 一 
MP ,就 是 要 证 明 .ME 和 -WP 、MRE 都 相等 ,也 就 是 韶 证 明 M 应 是 
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图 6.469 . 项 6。470 ， 
入 PEF 的 外 心 :于 是 应 先 连 结 PE、FE, 由 于 已 证 CD 是 PF 的 中 
垂 线 , 所 以 APER 的 外 心 必定 在 CD 上 : 又 因为 PB 与 @O 相 切 
于 B, 应 用 切线 的 性 质 ,连结 OB 后 ,可 得 了 PBO= 90°, 这 样 BF 
就 成 为 直角 入 POB 的 斜 边 上 的 高 ,于 是 应 用 直角 三 角形 斜 边 上 的 
高 的 基本 图 形 的 性 质 可 得 OB* 一 QF，。QP: 又 因为 条 件 中 还 给 出 
ME 与 @O 相 切 于 至 ,所 以 再 -次 应 用 切线 的 性 质 , 连 结 OE 后 ， 
可 得 MEO=90, 且 O8=O5 ,所 以 又 可 得 OR’ 二 OF ，OP. 这 是 
线段 之 间 的 比例 关系 ,经 过 措 图 可 以 发 现 , 两 组 相 乘 线段 OF 和 
OP.OE 和 OF 分 别 重 又 在 一 直线 上 , 且 有 公共 端点 O, 同 时 这 个 
比例 关系 中 还 出 现 了 线段 OE 的 平方 ,所 以 可 应 用 由 过 三 角形 项 
点 的 逆 平 行 线 得 到 的 逆 平 行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 ,也 就 是 可 
得 AOEFAOPE, 所 以 .OE 二 OF * OP 的 等 价 性 质 人 OEF 一 
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人 人 OPE 成立, 于 是 可 得 OE 与 APER 的 外 接 圆 相 切 于 E. 而 ME 
上 OE, 所 以 ME 过 人 PEF 的 外 心 ,也 即 人 PEF 的 外 心 应 是 ME 
和 CD 的 公共 点 M, 从 而 就 可 以 证 明 结论 . 


第 三 节 旋转 型 : 


【分 析 方 法 导 引 】 

如 果 几 何 问题 中 直接 出 现 了 绕 三 角形 的 一 个 项 
点 旋转 的 相似 三 角形 时 ,可 直接 应 用 相似 三 角形 的 
判定 定理 或 性 质 来 进行 分 析 和 征明 . 

对 于 一 个 线段 之 间 的 比例 关系 ,如 果 经 描 图 后 
发 现 它们 是 由 一 点 发 出 的 四 条 成 比例 线段 ,就 可 想 
到 要 应 用 旋转 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 这 时 首先 应 
检查 它们 之 间 两 两 是 否 夹 成 等 角 , 如 果 确 定 它们 两 
两 之 间 夹 成 等 角 , 则 它们 必定 相应 地 两 两 组 成 旋转 
型 相似 三 角形 , 接 下 来 就 应 将 四 个 端点 两 两 连结 起 
来 组 成 相似 三 角形 . 然后 就 可 以 应 用 加 周 角 的 基本 
图 形 的 性 质 来 完成 分 析 . 

对 于 一 个 线段 之 间 的 比例 关系 ,如 果 经 描 图 后 
发 现 其 中 的 一 组 相 乘 线段 或 相 比 线段 重 登 在 一 个 角 
的 角 平 分 线 上 时 ,就 可 以 想到 要 应 用 旋转 型 相似 三 
角形 ,而 且 是 旋转 角 等 于 三 角形 的 内 角 的 旋转 型 相 
似 三 角形 来 进行 证 明 . 然后 再 根据 由 一 点 发 出 的 四 
条 两 两 交 成 等 角 的 成 比例 线段 两 两 组 成 相似 三 角形 
的 方法 完成 分 析 . 在 上 述 情况 中 ,如 果 旋转 角 等 于 三 

“角形 的 内 角 等 于 90" 时 ,旋转 型 相似 三 角形 的 基本 
图 形 就 成 为 直角 三 角形 糙 边 上 的 离 的 基本 图 形 , 因 
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此 分 析 方法 是 完全 一 致 的 . 


例 77 已 知 :A4BC 内 接 于 @O,4D 是 高 ,4E 是 ©@O 的 直 
径 .求证 :4B。4C=4D . 45 


@ 


Cc 





图 6，471 
分 析 : 本 题 要 证 的 结论 是 线段 之 间 的 比例 
关系 ,经 过 描 图 可 以 发 现 ,这 是 由 一 点 发 出 的 
四 条 成 比例 线段 ,从 而 可 考虑 添加 旋转 型 相似 
三 角形 进行 证 明 . 添加 的 方法 是 将 这 四 条 成 比 
例 线段 两 两 组 成 相似 三 角形 . 如 考虑 将 AB、 
AE 和 AD、AC 分 别 组 成 三 角形 , 则 连结 BE， 
问题 就 成 为 应 证 明 人 4BE 人 ADC, 由 条 件 
AE 是 ©O 的 直径 ,B 是 ©O 上 的 一 点 ,所 以 国人 
了 ABE==90°, 而 已 知 了 ADC= 二 90°, 所 以 人 ABE= 人 ADC. 又 因为 
A、B.E.C 四 点 共 圆 ,又 可 得 LE= 人 LC, 所 以 结论 就 可 以 证 明 . 
如 考虑 将 A4B、4D 和 AE、4C 分 别 组 成 三 角形 , 则 连结 CE， 
可 得 4CE= 4DB= 90" ,一 区 一 有 B, 所 以 人 A4DBcA4CE ,也 
可 以 完成 分 析 . 
例 78 已 知 :人 4BC 内 接 于 @O, 角 平分 线 4D 的 延长 线 交 
Q@O 于 EE. 求 证 :AB， AC=AD .AE. 
分 析 : 本 题 要 证 的 结论 是 线段 之 间 的 比例 关系 ,经 过 描 图 可 以 
发 现 ,这 是 由 一 点 发 出 的 四 条 成 比例 线段 ,本 题 也 可 发 现 AD 和 
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6> 471 图 6。475 

AE 这 一 组 相 乘 线段 重生 在 一 直线 上 ,但 由 于 它们 是 重合 在 一 条 
角 平 分 线 上 ,所 以 应 仍 将 它们 看 作 是 由 一 点 发 出 的 四 条 成 比例 线 
段 ,所 以 可 添加 旋转 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 添加 的 方法 是 将 成 比 
例 的 四 条 线段 两 两 组 成 相似 三 角形 . 如 考虑 将 
AB、AE 和 AD、AC 分 别 组 成 三 角形 , 则 连结 
.， BE, 就 可 证 明和 八 A4BE ww 人 和 八 ADC. 而 由 条 件 
人 BAE 二 人 DAC 和 由 A、B、E\C 四 点 共 圆 得 
到 的 之 E= 人 C 就 可 以 完成 分 析 . 

-如 考虑 将 4B、AD 和 AE、AC 分 别 组 成 三 
角形 , 则 连结 CE, 那 末 由 人 BAD== 人 EAC 和 
了 B= 人 E, 也 可 证 明和 人 入 4BD 八 4EC, 从 而 也 
可 以 完成 分 析 . 

例 79 已 知 ;4D 是 人 4BC 的 角 平 分 线 .求证 :AD’=AB。 
AC—BD . CD. 








。582。 





分 析 : 本 题 结论 中 出 现 了 AB。AC 是 三 角形 两 条 边 的 积 ,所 
以 可 通过 添加 三 角形 的 外 接 圆 ,并 进一步 应 用 旋转 型 相似 三 角形 
的 性 质 来 进行 证 明 . 于 是 首先 作 A4BC 的 外 接 圆 0, 并 延长 AD 
交 Q@O 于 EF, 连结 BE, 可 得 人 ABEWA 人 ADC、AB， 4C=4D， 
AE, 于 是 问题 转化 为 应 证 A4D:==AD。AE 一 BD ，CD. 因 BC、AE 
是 @O 的 两 条 相交 于 DD 的 吾 , 应 用 相交 弦 定 理 可 得 BD ，CD= 
AD . DE= AD(AE—AD)=AD. AE 一 AD?, 所 以 AD’= 4D 
AE 一 BD。，。CD 就 可 以 证 明 . 

例 80 已 知 :AD 是 人 ABC 的 外 角 平 分 线 .求证 :4B。4C 一 
CD?:= BC . CD— AD:’. 





B C D 
图 6。.479 [6. 180 
分 析 : 本 题 的 结论 中 出 现 了 AB， AC 是 三 角形 两 条 边 的 积 ， 
所 以 可 通过 添加 三 角形 的 外 接 圆 , 并 进一步 应 用 旋转 型 相似 三 角 
形 的 性 质 来 进行 证 明 , 从 而 首先 作 人 入 ABC 的 外 接 圆 0, 再 作 
和信 ABC 的 内 角 平 分 线 AE 并 延长 AE 交 @O 于 下, 连结 BF ,从 而 
就 可 证 明 人 4BFoA4EC,4B .4C=4E，. 4F. 这 样 问 题 转化 为 
应 证 AE。AF 一 CD:=BC。，CD 一 AD’?. 但 A4D、AE 是 八 ABC 的 
外 ;内角 平 分 线 ,所 以 4D | AE,A4D=DE’ 一 AE’, 从 而 又 应 证 
AE*« AF—CD:=BC . CD—DE’:+AE’,AE. AF— AE:= BC * 
CD+CD’— DE’, AE. FE=BC， CD+CD: 一 DE’, 但 AF、BC 是 
Q@O 的 两 条 相交 于 五 的 纺 ,所 以 AE，FE=BE*CE, 这 样 问题 又 
。583 。 





转化 为 应 证 BE。CE=BC，。GD 二 CD 一 DE’, 而 DE==DC+4CE, 
所 以 又 应 证 BE 。CE= BC 。，CD 十 CD: 一 CD?: 一 CE 一 2CD 。CE, 
就 是 要 证 BE 。CE 十 CE:= BC 。CD 一 2CD ，CE,CE 。 (BE 十 
CE)=BC «CD—2CD « CE,BC » CD=CE » BC+2CD « CE,BC 

。 CD 一 CD， CE=CE， BC+CD。CE, 邑 证 CD。* BE=CE。 
BD. 由 于 AE、AD 是 A4BC 的 内 外 角 平 分 线 ,这 个 性 质 是 成 立 
的 ,所 以 分 析 就 可 以 完成 . 

本 题 的 结论 可 转化 为 4B。， 4C 
+AD’:=BC .CD+CD’:, AB*。 AC 十 
AD:= 二 BD，CD. 这 是 线段 之 间 的 比 
例 关 系 , 经 过 描 图 可 以 发 现 , 相 乘 两 
线段 BD 和 CD 重合 在 一 直线 上 , 且 
有 一 公共 的 端点 五 ,所 以 可 添加 北平 ~、  _- 

行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 添加 的 图 6 .481 
方法 是 过 端点 B 和 内 分 点 C 作 道 平 
行 线 , 如 取 过 内 分 点 C 的 线段 C4 为 逆 平 行 方向 线段 , 则 以 BD 为 
边 ,及 为 顶点 , 作 人 人 DBE= 人 DAC 交 DA 的 延长 线 于 五 .由 于 这 时 
必然 有 A.E、,B.C 四 点 共 圆 ,所 以 也 可 以 作 信 4BC 的 外 接 圆 O, 延 
长 DA 交 @O 于 巨 ,连结 BE, 就 可 得 人 AD4Co ADBE,BD .CD 
二 ED，。AD, 从 而 问题 就 应 证 48。AC 十 4D:=ED。AD, 也 就 是 
证 4B. 4C=E4。D4. 这 是 线段 之 间 的 比例 关系 ,经 过 措 图 可 以 
发 现 , 这 是 由 一 点 发 出 的 四 条 成 比例 线段 ,从 而 可 应 用 旋转 型 相似 
三 角形 的 性 质 进行 证 明 . 根据 由 这 四 条 成 比例 线段 两 两 组 成 相似 
三 角形 的 方法 ,如 考虑 AE 和 AB,AC 和 AD 分 别 组 成 三 角形 , 则 
应 证 人 ABEDAADC, 而 由 人 DAC = 人 FAD= 人 BAE, 和 根据 
A.E.B.C 四 点 共 圆 得 到 的 人 DCA= AEB, 就 可 证 明 这 两 个 三 
角形 相似 . 
如 考虑 AE 和 4C,4B8 和 4D 分 别 组 成 三 角形 , 则 连结 EC， 
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应 证 人 ACEDA 人 ADB. 由 A、.E.B.C . 
四 点 共 圆 ,可 得 人 AEC = 人 A4BD, 而 
由 人 CAD= LFAD= ABAE, 又 可 
得 人 EAC = LBAE 十 ~B4C = 
人 CAD 十 人 BAC = LBAD, 所 以 分 
析 也 可 以 完成 . | 

例 81 已 知 :OO、@OO' 相交 于 
A、B,、@O 的 弦 4C 交 @O' 于 D， 
G@O' 的 弦 4 已 交 @O 于 F. 求 证 :BC ， BE=BD。 BF. 


图 6.483 图 6。484 
分 析 : 本 题 要 证 的 结论 是 线段 之 间 的 比例 关系 . 经 过 描 图 可 以 
发 现 , 这 是 由 一 点 发 出 的 四 条 成 比例 线段 ,从 而 可 考虑 应 用 旋转 型 
相似 三 角形 来 进行 证 明 . 应 用 的 方法 是 将 成 比例 的 四 条 线段 两 两 
组 成 相似 三 角形 . 如 考虑 将 BC 和 BD,BF 
和 BE 分 别 组 成 三 角形 , 则 应 证 人 BDC A 





图 6。482 


和 BEF. 因为 4.C、B.F 四 点 共 圆 ,可 得 CY) 
/BCD 二 /BFE, 而 由 A、.D、B.E 四 点 共 

加 ,又 可 得 了 BDC = 二 人 BEF, 从 而 就 可 以 LN A 

证 明 结论 . Cc ?Fr 
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如 考虑 将 BC 和 BF,BD 和 BE 分 别 
组 成 三 角形 , 则 连结 DE、FC ,证 明 ABEDcABFC. 由 于 这 是 两 
圆 相交 的 问题 ,所 以 可 转化 成 为 一 个 圆 中 的 圆周 角 的 基本 图 形 的 
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问题 来 进行 讨论 . 于 是 由 A、.C、B、F 四 点 共 圆 ,连结 公共 弦 AB 后 
有 人 FCB 二 人 FAB. 而 由 A、D、B、E 四 点 共 圆 , 又 可 得 人 EDB = 
ZFAB, 所 以 LEDB = LFCB, 根 据 同样 的 道理 ,还 可 以 证 明 
了 BED== 了 LBFC, 所 以 分 析 也 可 以 完成 . 

例 82 已 知 :OO0.@OO' 相交 于 4、B, 过 A 任 作 两 割 线 CAD、 
EAF 交 O.@O' 于 CE 和 DF. 求 证 :BE，BD=BC。* BF. 





图 6，486 图 6 .487 

分 析 :本题 要 证 的 结论 是 线段 之 间 的 比例 关系 , 经 过 描 图 可 以 
发 现 ,这 是 由 一 点 发 出 的 四 条 成 比例 线段 ,从 而 可 考虑 应 用 旋转 型 
相似 三 角形 的 性 质 进行 证 明 . 根据 由 这 四 条 成 比例 线段 两 两 组 成 
相似 三 角形 的 方法 ,如 考虑 将 BC 和 BD,BE 和 BF 分 别 组 成 三 角 
形 , 则 应 证 ABCDwABEF. 由 条 件 A、E、C、B 四 点 共 圆 , 人 E= 
ZC, 和 A.B.FD 四 点 共 圆 , AF= 一 D, 这 两 个 三 角形 相似 是 可 
以 证 明 的 . 

如 考虑 BC 和 BE,BD 和 BF 分 别 组 成 三 角形 , 则 连结 CE、 
DF ,就 应 证 明和 人 BECDABFD. 于 是 由 A、E.C、B 四 点 共 圆 ,连结 
AB 后 ,有 二 BCE = 二 人 BAF, 而 由 A、B、F、D 四 点 共 圆 , 可 得 
/BAF 二 人 BDF, 所 以 人 BCE = 人 BDF ,根据 同样 的 道理 可 证 明 
/BEC 二 人 BAC= 人 BFD, 从 而 也 可 以 完成 分 析 ， 

例 83 已 知 :C 是 线段 4B 上 的 一 点 ,过 C 作 4B 的 垂 线 交 以 
48 为 直径 的 半圆 于 D, 在 CD 的 延长 线 上 取 一 点 C,BC 交 半 圆 于 
下 ,AF 交 CD 于 .求证 :CD?==CE。* CG. 
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8 OTC A 
| 多 6。，488 ， 图 6。489 
分 析 : 由 条 件 AB 是 半圆 的 直径 , 是 半圆 上 的 一 点 ,可 得 连 
结 4D.、BD 后 ,有 4DB=90". 因 CD14B, 所 以 CD 就 成 为 直角 
A4BD 的 斜 边 上 的 高 ,于 是 应 用 直角 三 角形 斜 边 上 的 高 的 基本 图 
形 的 性 质 可 得 CD: = BC，AC ,这样 问题 转化 为 要 证 明 BC ， AC 
二 CE。CG. 这 是 线段 之 间 的 比例 关系 ,经 过 描 图 可 以 发 现 ,这 是 
由 C 点 发 出 的 四 条 成 比例 线段 ,虽然 在 描 图 中 也 可 以 发 现 CE 和 
CG 这 一 组 相 乘 线 自重 和 ,但 由 了 BCG 二 4CG 二 90", 可 知 CE 和 
CG 是 重 秋 在 一 个 平角 的 角 平 分 线 上 ,所 以 仍然 看 作 是 由 一 点 发 
出 的 四 条 成 比例 线段 ,从 而 可 应 用 旋转 型 相 
似 三 角形 的 性 质 进行 证 明 . 根据 这 四 条 成 比 G 





例 线段 两 两 组 成 相似 三 角形 的 方法 ,如 考虑 ; [小 
将 CB 和 CG,CE 和 CA 分 别 组 成 三 角形 , 则 SN 
应 证 人 ABGC 2 和信 EAC, 由 人 AFB = 90" 和 [CAN 
人 ACE 一 90°, 可 得 E、F、B、C 四 点 共 圆 ，。 6 A 


LGBC= /AEC, 而 LGCB= LACE = 90°, 
所 以 这 两 个 三 角形 相似 就 可 以 证 明 . 

如 考虑 将 CB.CE 和 CG、CAh 分 别 组 成 三 角形 , 则 应 连结 BE、 
AG 后 ,证 明 ACBEcACG4, 由 于 BCE=GC4=90", 所 以 还 
应 证 明 一 个 性 质 . 由 条 件 GC 和 AF 分 别 是 A4BG 的 两 条 高 ,所 
以 EE 是 人 ABG 的 垂 心 , 所 以 BE | 4G, 就 可 证 明和 EBC 二 
过 4AGC, 或 者 也 可 证 明和 BEC 一 人 GAC, 所 以 这 两 个 三 角形 相似 
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也 可 以 证 明 . 

例 84 已 知 :AD、BE 是 八 ABC 的 角 
平分 线 ,DF | .BE 交 AB 于 F,CM 是 人 C 
的 外 角 平 分 线 , DPC CM 交 4C 的 延长 线 
于 G. 求 证 :AD:=AF。.。AG. 

分 析 : 本 题 要 证 明 的 结论 AD: 二 AF， 
AG 是 线段 之 间 的 比例 关系 ,经 过 描 图 可 以 
发 现 , 相 乘 两 线段 AD 和 AD 重 登 在 角 平 
分 线 上 ,从 而 仍 可 看 作 是 由 一 点 4 发 出 的 
四 条 成 比例 线段 ,所 以 可 应 用 旋转 型 相似 三 角形 的 性 质 进 行 证 明 . 
按照 成 比例 的 四 条 线段 两 两 组 成 相似 三 角形 的 办 法 ,就 有 AF 和 
AD,AD 和 AG 应 分 别 组 成 三 角形 ,从 而 应 证 A4FDwA4DG. 在 
这 两 个 三 角形 中 ,已 经 有 人 人 FAD 一 人 DAG, 所 以 还 应 证 明和 4FD 
一 人 ADG, 由 DF 上 BE、 人 LAFD=90" 十 方 人 B 和 人 ADG180" 一 





图 6.。491 


十 人 A 一 LG, 可 知 问题 转化 为 应 证 ZG 一 去 人 4CB. 但 由 于 CM 
是 BCG 的 平分 线 , 且 DG 上 TCM, 所 以 就 可 得 ACDG 是 等 腰 三 角 
形 , 即 CD 一 CG, 从 而 就 可 以 证 明 G = 专人 ACB. 


例 85 已 知 :OO.@OO' 相交 于 4、B, 过 B 的 割 线 交 两 贺 于 
C.D. 求 证 :04， AD 二 CA，0O’' 4. 


BalN 


图 6，492 图 6: 493 
分 析 ; 本 题 要 证 明 的 结论 是 线段 之 间 的 比例 关系 ,经 过 描 图 可 
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以 发 现 ,这 是 由 一 点 4 发 出 的 四 条 成 比例 线段 ,从 而 可 添加 旋转 
型 相似 三 角形 进行 证 明 . 添加 的 方法 是 将 四 条 成 比例 线段 两 两 组 
成 三 角形 . 如 考虑 将 40 和 40' ,4C 和 4D 分 别 组 成 三 角形 , 则 
连结 00' ,应 证 明 人 400' 人 4CD, 进 一 步 也 就 是 要 证 人 O= 
ZC,L0'=ZLD. 由 于 CC 是 圆周 角 而 一 O 是 圆心 角 , 所 以 又 只 4 要 
证 明和 人 C 所 对 的 AB 等 于 人 O 所 对 的 AE 的 
两 倍 ,这 时 可 先 设 00' 交 @O 于 E. 由 于 
OO' 是 相交 两 圆 的 连 心 线 , 所 以 应 用 相交 
两 圆 的 性 质 ,连结 AB 后 ,可 得 00' 上 4B， 
A 人 E=BE, 所 以 LO= 人 LC. 根据 同样 的 道 
理 , 可 证 明了 ZO’ = 人 D, 所 以 分 析 可 以 完 图 6 191 

成 . 

如 考虑 将 40O 和 AC,AO' 和 AD 分 别 组 成 三 角形 , 则 连结 
oc.o'D, 应 证 A4OCeA4O' D. 由 于 这 两 个 三 角形 都 是 等 腰 三 
角形 . 所 以 只 要 证 明 人 人 O= 人 0O'. 由 条 件 ©O 和 G@O' 相交 于 4.B， 
所 以 可 将 问题 转化 到 每 一 个 圆 中 的 圆周 角 的 基本 图 形 问题 来 进行 
于 是 连结 A4B, 可 得 ZO' 一 2 人 4BD, 再 延长 CO 交 @O 于 

结 AE, 可 得 人 LO=2 人 LE, 而 由 A、E、C、B 四 点 共 圆 ， 又 可 得 
Wr LE, 分 析 完 成 . “ 

例 86 已 知 :P4 与 OO 相 切 于 4, 制 线 PBC 交 @O 于 BC， 
从 是 人 上 的 一 点 ,MD 4B,ME1LAC,MF1PA,MG1LPC, 乔 
足 分 别 为 D.E、F.G. 求 证 :MD ， ME 一 MF。* MGC. 

分 析 : 本 题 要 证 明 的 结论 是 线段 之 间 的 比例 关系 ,经 过 描 图 可 
以 发 现 这 是 由 一 点 M 发 出 的 四 条 成 比例 线段 ， 所 以 可 考虑 应 用 旋 
转型 相似 三 角形 进行 证 明 . 根据 由 这 四 条 成 比例 线段 两 两 组 成 相 
似 三 角形 的 方法 ,如 考虑 .ME、MF 和 MG、MD 分 别 组 成 三 角形 ， 
则 连结 EF,GD, 可 证 明 和 MEF 人 MGD. 由 条 件 人 人 MEA = 
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图 6"495 图 6。496 
ZLMFA 一 90", 所 以 M、.E、A、F 四 点 共 贺 ,连结 MA 后 ,可 得 
MEF 二 MAF ,根据 同样 的 道理 ,连结 MB 后 ,可 得 人 MGD= 
了 MBD. 又 因 P4 与 @O 相 切 于 4, AM 是 过 切 点 的 弦 , 所 以 
MAF = LMBD, 从 而 可 得 MEF = 人 MGD. 另 一 方面 ,由 M、 
E、A.F 和 MG、B、D 四 点 共 圆 ,又 可 得 人 MFE = 人 MAE,， 
了 MDG= 人 LMBG, 而 由 B.C、4A、M 四 点 共 圆 ,又 可 得 MBG= 
了 了 MAE, 所 以 LMFE= LMDG, 从 而 就 可 证 明 这 两 个 三 角形 相 
似 .- 
如 考虑 将 MD、MF 和 ME、MG 分 

别 组 成 三 角形 , 则 连结 DF, EG, 应 证 
AMDFANMGE. 那 末 再 由 M、D、4、 上 
四 点 共 圆 ,连结 MA 后 ,可 得 人 人 MDF = 
MAF, 由 M.G、C、E 四 点 共 圆 ;连结 
MC 后 ,可 得 MGE= 人 MCE, 而 由 PA 
与 OO 相 切 于 A,AM 是 过 切 点 的 弦 , 可 图 6。497 
得 MA4F = MCA, 所 以 LMDF = MGE. 又 因为 LAMFD= 
AM4D=MCB= MEG, 所 以 分 析 也 可 以 完成 ， 

. 由 条 件 PA 与 @O 相 切 于 4, 所 以 应 用 弦 切 角 的 基本 图 形 的 
性 质 ,连结 MA、MB 后 ,可 得 MAF 二 人 MBD, 又 因 人 LMFA= 
MDB 一 90", 所 以 和 人 MAF 人 MBD, 是 一 对 旋转 型 相似 三 角形 ， 
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所 以 由 公共 端点 M 发 出 的 四 条 线段 一 - 
A MD MB 

定 成 比例 ,也 就 可 得 和 二 yA: 又 因为 

M、B、C、 4 四 点 共 圆 ， 人 人 MBG = 

MAE, BLAMGB= LAMEA 一 90°, 所 


以 MBG 人 MAE, 也 是 一 对 旋转 型 相 
似 三 角形 ,所 以 又 可 得 知名 一 往 扫 ,从 而 
也 可 完成 分 析 . : 

例 87 已 知 :©O 的 弦 4B.CD 相交 于 P,M 是 BC 上 的 一 点 ， 
ME 1CD,MF | 4B,MG 1CB,MH.L 4D, 垂 足 分 别 为 五 下 、C、 
万 .求证 :ME * MF=MG* MH. 





图 6。 498 





图 6。499 图 6。500 
” ” 分析 ;本 题 要 证 的 结论 ME . MF 二 MG，MH 是 线段 之 间 的 
比例 关系 ,经 过 描 图 可 以 发 现 这 是 由 一 点 M 发 出 的 四 条 成 比例 线 
段 ,所 以 可 考虑 添加 旋转 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 根据 由 成 比例 的 
四 条 线段 两 两 组 成 相似 三 角形 的 方法 ,如 考虑 将 ME、MG 和 
MH、MF 分 别 组 成 三 角形 , 则 连结 EG, PP, 应 证 人 MEGC 
A 和 MHF, 由 条 件 人 MEC = 人 MGC = 90", 可 得 连结 MC 后 ， 有 
LMEG 一 MCBs 由 B、M.C、A 四 点 共 圆 ,可 得 连结 MA 后 有 
AZMCB = LMAB, 再 由 LMFA 一 人 MHA 一 90", 又 可 得 M、F、 
袁 .A 四 点 共 圆 , 了 MAB= 人 MHF ,所 以 LMEG= 人 《人 MHF. 根据 
同样 的 道理 可 证 明 人 GME= 人 GCE 二 和 BAD 人 FMH ,所 以 这 
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两 个 三 角形 相似 可 以 证 明 . 

如 考虑 ME、MH 和 MG、MEF 分 别 组 成 
相似 三 角形 , 则 连结 EH ,GF ,由 MED= 
人 MHD=90°, 可 得 人 EMH = 二 人 EDH 由 
A、D、B.C 四 点 共 贺 ,可 得 人 CDA = 
LCBA, 由 人 MGB = AMFB = 90°, 可 得 
LCBA= LGMF ,所 以 LEMH= LGMF. 
根据 同样 的 道理 ,连结 DM 后 ,可 得 
人 EHM= 人 EDM 二 LCBM=.LGFM. 分析 完成 . 

例 88 已 知 :OO.O©OI 是 人 4BC 的 外 接 圆 和 内 切 圆 ,两 贺 半 
径 分 别 为 Rr,AI 的 延长 线 交 @O 于 也 .求证 :47。D7=2Rr， 





A 


ON 
1 
D 
图 6。502 图 6，503 

分 析 : 设 4C 与 O7 相 切 于 下 , 则 应 用 切线 的 性 质 连结 IF 后 ， 
可 得 下 上 AC,IF=r. 又 因为 4、.B、.D.C 四 点 共 圆 ,所 以 应 用 圆周 
角 的 基本 图 形 的 性 质 ,连结 DC 后 ,可 得 人 DCB = 人 DAB = 
人 人 CAD, 而 CI 是 人 人 ACB 的 角 平 分 线 ,所 以 可 推 得 人 DCI = 
了 DIC,DI 二 DC. 这 样 间 题 就 成 为 要 证 A1。CD==2Rr, 由 于 AI 
和 >”( 亦 即 1F) 组 成 人 AIF, 所 以 比例 关系 中 的 2 就 可 以 和 CD 或 
R 组 合 在 一 起 . 如 将 2 与 CD 组 合 , 则 要 证 的 性 质 可 转化 为 党 = 
Tc :于 是 可 根据 线段 之 间 倍 半 关 系 的 定义 , 取 CD 的 中 点 互 , 则 


2 
。592。 








CE 一 六 CD， 由 于 瓦 是 弦 CD 的 中 点 ,所 以 连结 OE 后 ,可 得 OE 上 
DPC， 而 由 C 是 OO 区 一 点 ,连结 OC 后 ,可 得 OC 二 R. 所 以 问题 
就 成 为 要 证 估 = 泌 ' 也 就 是 要 证 A 人 AIF AOCE. 而 由 OE 上 
CD, 又 可 证 明 人 LDAC = 人 EOC, 且 人 IFA= 人 CEO 一 90", 所 以 
ATF4c ACEO 就 可 以 证 明 . 

如 将 2 和 RR 组 合 , 则 要 证 的 结论 转化 为 4 
至 = 巧 .于 是 应 将 过 CD 的 端点 的 2R 也 就 ak AL 人 


是 @D 的 直径 作出 ,也 就 是 过 作 GO 的 直 人 
径 CE ,并 连接 DE, 就 可 得 EDC 二 人 AFI= XY SA 
90", 且 由 4A.E.D.C 四 点 共 圆 ,可 得 LCED= “Ys:“ 
AT4PF, 所 以 AEDCoA4FT, 从 而 也 可 完成 D 
分 析 . 图 6 504 

例 89 已 知 ;: 八 4BC 中 ,4D 是 角 平 分 线 , 八 ABC、 介 ABD、 
人 ACD 的 外 接 圆 分 别 是 @O、.@O、@OO:,@OO 的 半径 为 R. 


和 AABC 的 三 边 为 asc. 求 证 :OO 一 00:=1 





图 6，505 图 6。506 
分 析 ; 本 题 要 证 明 00,=OO, 是 两 条 具有 公共 端点 的 相等 线 
段 ,所 以 可 组 成 一 个 等 腰 三 角形 ,是 一 个 等 腰 三 角形 的 判定 问题 ， 
所 以 连结 0,0,, 问 题 就 成 为 要 证 明 人 00O: 一 人 OO:O1. 由 于 
00, .00, .OO; 是 连 心 线 , 4B、AD、AC 是 相应 的 公共 弦 , 所 以 
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OO 4B. OO | AD.00, | 4C. 如 设 垂 足 分 别 为 G.F、E, 那 末 
A.OG\F 四 点 共 圆 , LOO1O: 一 LGAF = 方 人 BAC. 根据 同样 的 


道理 ,可 证 A.F.Os、E 四 点 共 圆 , COO:O, 一 BE4F 一 十 人 B4C， 
从 而 即 可 证 明 OO',= 


又 因为 4D 是 人 ABC 的 角 平分 线 ， 机 全 = TR 
= R _04 


A 它们 两 两 组 成 一 对 施 
转型 相似 三 角形 ,于 是 就 应 证 和 4OoA4CcD. 由 一 400, 是 图 
心 角 .OO, 上 48 和 了 ACB 是 圆周 角 , 可 得 人 AOO1 二 人 ACD, 同 理 
可 证 了 400 一 人 B. 且 二 40,O， 一 ZB, 因 AOO0 二 人 人 AO1O; 十 


L0001= 人 B+ 专人 BAC, 而 人 ADC 一 人 B+ 广 人 BAC, 所 以 
了 4010 二 ADC ,于 是 这 两 个 三 角形 相似 是 可 以 证 明 的 . 


例 90 已 知 ; 四 边 形 4BCD 内 接 于 ©O, 过 D 作 DE/AC 交 
BC 的 延长 线 于 EE. 求证 :CE， AB=AD .CD. 


公认 

图 6。507 图 6，508 
分 析 : 本 题 要 证 明 的 结论 CE，A4B=AD，CD 是 线段 之 间 的 
比例 关系 ,经 过 描 图 可 以 发 现 , 这 四 条 成 比例 线段 两 两 可 以 组 成 一 
对 旋转 型 相似 三 角形 ,于 是 连结 BD 后 ,应 证 人 A4DBcA 人 CED. 由 
四 边 形 4BCD 是 圆 内 接 四 边 形 , 人 DAB 二 人 ECD 和 由 DE/ AC, 


得 到 的 “4BD= 4CD= 人 CDE ,就 可 证 明 这 两 个 三 角形 相似 . 
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例 91 已 知 ; 人 A4BC 中 ,7 是 内 心 , 过 
I 作 47 的 垂 线 交 4B、4C 于 也、 无. 求证， 
Br _BD 
Cr CE: » 
分 析 : 本 题 要 证 明 的 结论 是 线段 之 间 E 
的 比例 关系 ,经 过 描 图 可 以 发 现 BI 和 Bi 5 c 
这 一 组 相 乘 线 段 重 亚 ,上 且 已 知 BI 是 人 ABC 图 6。509 
的 角 平 分 线 , 所 以 就 出 现 了 相 乘 两 线段 重 秋 在 一 条 角 平 分 线 上 ,于 
是 就 可 以 应 用 旋转 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 由 条 件 人 人 DBI = 
ZIBC 一 方 了 ABC. 由 人 AID 一 90", 可 得 人 BID=180" LIBA 


> 


— /IAB — 90°= 90°— 去 4BC 一 二 ZBAC = 广 LACB = 
BCI. 从 而 就 可 得 人 BTDw ABCT,B7P 一 BD，。BC. 根据 同样 的 
道理 ,也 可 证 明 人 CIE 和 和 CBI 也 是 一 对 旋转 型 相似 三 角形 ,所 
以 CT 二 CE。CB, 所 以 结论 就 可 以 证 明 . 

例 92 已 知 :A4BC 中 ,BAC= 
90",4D BC 垂 足 是 D, 人 人 ABC 的 角 平 A 


分 线 交 AD、AC 于 E、F. 求证: 巡 一 F 
AF 


CF 8B DD Cc 
分 析 : 由 条 件 人 BAC = 二 90° 和 和 ADL 图 6.510 

BC ,应 用 直角 三 角形 斜 边 上 的 高 的 基本 

图 形 的 性 质 ,可 得 了 B4D= 人 LC, 而 已 知人 ABE= 二 人 CBF, 所 以 

人 和 ABEACBF, 角 一 入 ,这样 问题 就 成 为 要 证 AE==AF. 由 于 

ZAEB= LCFB, 所 以 可 证 明了 AEF== 人 AFE, 就 可 完成 分 析 .， 
例 93 已 知 ;A4BC 中 ,以 A4B、BC、AC 为 边 向 形 外 作 等 边 

A4BD, 等 边 人 ABCE ,等 边 人 A4CF ,O01、O;、O; 分 别 是 这 三 个 等 边 
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三 角形 的 中 心 . 求证 :人 A 人 OO:O， 是 等 边 三 角 

分 析 : 本 题 条 件 中 给 出 了 三 个 两 两 具有 
一 个 公共 顶点 的 等 边 三 角形 ,所 以 必定 可 以 
组 成 旋转 型 全 等 三 角形 . 根据 由 公共 顶点 发 
出 的 两 组 相等 线段 两 两 组 成 全 等 三 角形 的 
方法 ,连结 DC、BF 后 ,由 4D=4B,4C= ， 
AF, DAC 人 BAF 王 60° 十 人 BAC, 可 得 图 6。，511 
A4Pc2A4BF,DC=BF. 根 据 同样 的 道理 ,连结 AE 后 ,可 证 明 
AE= BF=CD. 








图 6。512 图 6. 513 
由 条 件 OO; 分 别 是 等 边 A4BD 和 等 边 A4CF 的 中 心 ,所 
以 应 用 等 边 三 角形 的 中 心 的 性 质 ,连结 4AO; 后 ,可 得 40， 


V3 AO, 


二 一 一 ,2 二 了 7 大, 这 是 由 一 点 4 发 出 的 四 条 成 比例 线段 ,所 以 


可 考虑 应 用 旋转 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 根据 由 这 四 条 成 比例 线 
段 两 两 组 成 相似 三 角形 的 方法 ,可 得 应 证 人 4O:Os 人 4BP ,由 于 


od ZBAF=60°+ LBAC, /O01A0;=30°+ LBAC+T30° 


二 六. 根据 同样 的 道理 连结 40, 后 ,可 得 人 











一 一 B4F, 所 以 这 两 个 三 角形 相似 可 以 证 明 ,全 一 4 一 3， 


3 
0,0,= BF. 根据 同样 的 道理 可 以 证 明 0;0,= AE,0,0， 


3CDp, 所 以 O10;=010;, = 二 0,0， 就 可 以 证 明 - 


例 94 已 知 : 人 A4EC 中 ,P.Q.、R 是 
人 ABC 外 的 三 点 , 且 PBC= PCB=- a A 
15°, LQBA = /RCA = 45°, AQAB = 
人 RAC = 30°. 求证 :QPR 一 90°,PQ 一 8 c 
PR. PF 

分 析 : 本 题 条 件 中 给 出 的 是 15",30*， 
45" 的 特殊 角 , 所 以 可 应 用 特殊 角 三 角形 
的 性 质 进行 证 明 . 由 于 15" 和 45 的 和 是 另 一 个 特殊 角 60°, 所 以 可 
根据 角 的 和 的 定义 将 15" 和 45" 这 两 个 两 拼 起 来 ,也 就 是 作 一 RCPD 


图 6。514 





图 6。515 图 6。516 


一 BCP=15". 由 于 这 两 个 相等 的 角 是 C 为 公共 顶点 的 ,所 以 可 
添加 旋转 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 于 是 由 APBC 是 底 角 为 15° 的 
等 腰 三 角形 , 则 作 ARCD 也 是 底 角 为 15" 的 等 腰 三 角形 ,所 以 在 
CD 上 了 到 一 点 也 ,使 CDR=15", 并 连结 RD, 实 质 上 也 可 以 是 作 
CRD=150" 交 CD 于 D. 即 可 得 ; 和 人 PCB 人 A 八 RCD， 所 以 RE 一 
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BC 但 旋转 型 相似 三 角形 是 两 对 同时 出 现 的 ,所 以 由 这 四 条 成 比 


例 线段 的 PC、RC 和 BC、DC 分 别 组 成 的 三 角形 也 必定 相似 ,从 而 
连结 BD 后 ， 由 有 < 一 ZE 和 二 PCR 一 15* 十 BCR= 一 BCD, 可 得 


APCRwABCD,2R -全 . 另 一 方面 在 得 到 了 RC 一 RD 后 ,又 可 


得 /ARC=180" 一 45* 一 30" 一 105", /4RD 一 360" 一 105" 一 150" 一 
105°, 了 ARC 二 人 ARD, 出 现 了 这 两 条 相等 线 眉 和 这 两 个 相等 的 
角 都 是 关于 RA 成 轴 对 称 的 ,从 而 可 添加 轴 对 称 型 全 等 三 角形 进 
行 证 明 , 于 是 连结 4D, 可 得 A4RCSA4RD,4D=A4C, 所 以 
和 人 4CD 是 等 边 三 角形 , AC 二 DC, 人 == 根据 同样 的 道理 , 作 
/QBE=15", 人 BQE 一 150" 相 交 于 EE, 并 连结 AE,CE 后 ,可 得 
AQBEcAPBC,ABPQwABCE,A4B 是 等 边 三 角形 ,全 一 


BQ _BQ _ ee 
BQ .根据 条 件 人 ABQ 一 人 ACR 一 45 , LQAB= LRAC= 


30 ,所 以 A4ABQwAM4CR, 玻 一 2 ,从 而 可 得 名 一 巧 , 这 样 问 
题 就 成 为 要 证 CE=BD. 但 人 ABE 和 A4CD 是 两 个 具有 公共 项 
点 4 的 等 边 三 角形 ,所 以 必定 组 成 一 对 旋转 型 全 等 三 角形 ,于 是 
由 AE 二 AB,AC=AD, 人 EAC= 人 人 BAD=60°+ 人 BAC 就 可 证 明 
和信 EAC 避 和信 BAD, 也 就 可 证 明 CE 二 BD. 

如 设 BD.CE 的 交点 为 F， 由 入 AEC 衬 人 4ABD, 可 得 人 AEF 
二 /ABF,A、.E、B、F 四 点 共 圆 ,LBFE= /LBAE=60°, 而 LBFE 
~ /BCF + LCBF, 所 以 LBCF + LCBF = 60°, 而 LCPR = 
ZCBD, ZBPQ= LBCE, 所 以 LCPR+ 人 BP?Q= 60,， 而 已 知 
ZBPC=180°—2X 15* 二 150", 所 以 就 可 证 得 ZQPR 一 150" 一 60" 
一 90"， 

例 % 已 知 :4BCD 中 ,OO 经 过 点 4, 且 与 4B、AC、AD 
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分 别 相 交 于 EF.G. 求 证 ;AC 。4F=4P。4 天 十 4D。4G. 





多 6。517 图 6 518 ， 
分 析 : 由 条 件 A.E、F.G 四 点 共 圆 , 所 以 应 用 圆周 角 的 基本 图 
形 的 性 质 , 连 结 EG、.GF、EF 后 ,可 得 人 EGF = 人 CAB, 人 GEF 一 


了 GAF, 而 已 知 AD/ BC, LCAD = ACB, 所 以 人 GEF = 


ACEB, 就 可 得 AGEFcoA4CB,CE -CE 一 中. 由 于 这 里 出 现 


的 GE、GF、EF 和 结论 中 出 现 的 AF、AE、AG ;是 圆 内 接 四 边 形 的 
四 条 边 和 两 条 对 角 线 ,所 以 对 每 一 个 顶点 都 出 现 了 由 一 点 发 出 的 
三 条 具有 比例 关系 的 线段 ,从 而 可 添加 旋转 型 相似 三 角形 进行 证 
明 . 实质 上 也 就 可 直接 应 用 圆 内 接 四 边 形 的 性 质 AF， EG 二 AE， 
GF 十 AG，。EF. 那 末 EG 就 要 用 与 4C 有 关 的 关系 来 代 , 由 于 GE 

GF ym GF op i ys 
= 一 235， AC, 所 以 AF .48* AC=AE* GF+AG EF, 从 而 EF 
也 应 用 类 似 的 方法 来 代 ,于 是 由 EF 一 “CB, 就 可 得 AC * AF 


。 SF=AE 。GF 十 4G ， GF .CB,AC. AF=AB. AE+BC: 
AG, 而 已 知 四 边 形 4BCD 是 平行 四 边 形 ,4D= BC, 所 以 分 析 就 
可 以 完成 . 

例 96 已 知 :D、.E 是 八 ABC 的 边 BC 上 的 两 点 ,上 且 BAD= 


, AB:_BD. BE 
《C4E. 求 证 ,4G 一 CE.CD: 


分 析 : 本 题 要 证 明 的 结论 是 线段 之 间 的 比例 关系 ,经 过 描 图 可 

以 发 现 BD 和 BE 这 一 组 相 乘 线段 重合 在 一 直线 上 ,所 以 可 添加 

道 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 如 取 过 端点 的 线段 E4 为 道 
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平行 方向 线段 , 则 北平 行 线 可 过 内 分 点 也 

作 , 也 就 是 作 作 BDF 一 人 BAE 交 4B 于 A 

下 , 则 A4、.F.D、E 四 点 共 圆 ,BD ， BE 一 

BF。BA. 根据 同样 的 道理 , 作 人 人 CEG =. 
LCAD 交 AC 于 G 后 ,可 得 4.G.E.D 四 

点 共 圆 ,CE ，CDP=CG。CA, 所 以 8 PDP Ec 


BD.BE BF.»BA 、 a 
CE CD CG CA ,从 而 问题 就 成 为 要 


证 入 = 外. 各 = 和 .这 是 一 个 新 的 比例 
关系 ,经 过 描 图 可 以 发 现 这 两 组 相 比 线段 
都 分 别 重 伙 在 一 直线 上 ,所 以 可 添加 平行 
线 型 相似 三 角形 进行 证 明 , 也 就 是 连结 
FG 后 ,应 证 FGW BC. 但 前 述 所 证 明 的 两 
组 共 圆 点 ,都 是 过 A4、.D.E 三 点 的 ,所 以 
4.、F.D. E.G 在 同一 圆 上 ,由 一 F4D= 图 6，520 
LGAE, 可 得 DF 一 EG, 所 以 FG//DE 就 可 以 证 明 . 

本 题 在 作出 BDF = 人 BAE 和 LCEG== 人 CAD 后 ,问题 转 
化 为 要 证 全 一 ,FG/ BC. 但 由 人 FAD== 人 EAC 和 由 4A、F、 
D.E 四 点 共 圆 得 到 的 全 AFD 二 人 AEC, 又 可 证 明和 八 AFD 
入 AEC, 是 一 对 旋转 型 相似 三 角形 ,所 以 AF， AC 一 AD，AE, 根 
据 同样 的 道理 可 证 明 A4BD 和 人 4EG 也 是 一 对 旋转 型 相似 三 角 


,所 ; _ 4F_48 
形 , 所 以 AB，AG 一 AD，.，AE,AF，. AC=AB，: AG, 有 GAC' 从 


而 也 可 以 完成 分 析 . 。 
例 97 已 知 :四 边 形 4BCD 内 接 于 @O. 求证 ; 全 = 


AD. AB+CB. CD 
BA. BC+DC * DA: 
分 析 : 本 题 要 证 明 的 结论 是 线段 之 间 的 比例 关系 ,经 过 描 图 可 
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以 发 现 出 现 的 圆 内 接 四 边 形 ,实际 上 也 就 是 圆 

内 接 三 角形 的 两 条 邻 边 的 积 , 所 以 可 应 用 旋转 a。 一 x 
型 相似 三 角形 的 性 质 进 行 证 明 , 于 是 对 人 A4BP ~/ 

来 讲 ,可 作 边 BD 上 的 高 AE 和 QO 的 直径 2 
AM, 并 连结 BM, 即 可 得 人 ABM= 人 AED= A LA 
90°, LAMB= /ADE, NAMBWAADE, AB 
。AD==AE，。，AM, 如 设 O 的 半径 为 R, 则 有 图 6。 521 
4B .4D= AE。，2R. 根 据 同样 的 方法 , 作 CF | BD, BG | 4C， 





图 6。522 多 6。523 
DH J」_AC, 垂 足 分 别 为 F.G\ 瑟 后 ,可 得 CB*，CD=CF，2R,BA 
。BC = BG，2R, DC。DA= DH 。，2R. 于 是 就 可 得 
AD.» AB+CB .CD AE.2R+CF* 2R AE+CF ,问题 就 转 
BA. BC+DC.D4 BG. 2R+DH.2R ~ BG+DH 


AC AE+CF _ 
化 为 要 证 二 入;AC* BG+AC DH=BD. AE+BD 


。CF. 由 于 这 是 三 角形 的 一 边 与 这 一 边 上 的 高 的 积 之 和 ,所 以 就 
可 应 用 三 角形 面积 的 方法 进行 证 明 , AC * BG 十 4C ， DH = 
2SAagc 十 2SAapc ,就 是 四 边 形 ABCD 的 面积 的 2 倍 ,同样 的 道理 可 
以 证 明 BD . 4 巨 +BD，。CF 也 等 边 四 边 形 ABCD 的 面积 的 2 倍 ， 
分 析 完 成 . 

例 98 已 知 :四 边 形 4BCD 内 接 于 ©O,AC、BD 相交 于 MM， 
ME | AB,MF | BC,MG |CD,MH 1DA4, 垂 足 分 别 是 E、F、G、 
五 .求证 :EF+GH=EH+GF. 
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分 析 : 由 条 件 人 MEB= MFB ==90°, 可 
得 M.E、B、F 四 点 共 圆 人 MFE== 人 人 MBE. 而 
由 A、B、C.D 四 点 共 圆 ,可 得 人 ABD= . 
4CD, 所 以 AMFE= LDCA. 根据 同样 的 道 
理 可 得 MEF 二 MBC 二 人 DAC, 从 而 可 得 











AMEFWADAC, =9 EF- AC. 
根据 同样 的 道理 又 可 得 GH 一 人 RE * 4C,EF 
+GH=| 全 + 名 “ AC 和 EH- * BD,FG=2$ * BD, 
EH + FG = [ 藉 + 引 | 。 BD, 问 题 也 就 转化 为 要 证 明 
[| 谨 + 访 | 。 4C=| 旋 + 中] . BD,(CEM。BC+GM . 4D) 


。4C= (EM .4D+GM .BC)。B5D. 但 由 一 MB4= 一 MCPD 和 
了 MAB MDC, 可 得 和 人 MBA 人 MCD,ME 和 MG 是 对 应 边 


上 的 高 ,所 以 三 一 做 ,EM 他 .GM. 于 是 (EM BC+GM: 


CGM-C 
AB 
4D) 。 4C-=| 茄 .GM BCTGM. AD | . AC=(AB. BC. 
4C+4D .4C.cD) . 2 ,而 (EM . AD+GM. BC) . BD= 
AB 
证 








.GM .4D+GM ， Bc . BD=(AB* AD.: BD+BC* BD 


* CD)。 党 这 样 问题 就 成 为 要 证 4B。BC。4C 十 4D…. 4C 。 


CD=4B .4D.BD+BC.。BD.CD. 对 这 个 关系 式 进行 描 图 ， 

可 以 发 现 出 现 了 圆 内 接 四 边 形 ,也 就 是 圆 内 接 三 角形 的 邻 边 的 积 ， 

所 以 可 添加 旋转 型 相似 三 角形 进行 证 明 对 4B。 BC 来 说 ,可 作 

BK | 4C 垂 足 是 玉 , 并 作 直 径 5P, 连 结 CP, 就 可 得 人 B4 玉 cc 

ABPC,B4.。BC=BK。BP, 设 @O 的 半径 为 R, 则 BA4，BC= 
。602 ， 





BK。2R. 根据 同样 的 道理 ,分 别 作 DPI 上 4C， 
AJ | BD,CL EBD, 并 设 垂 足 为 7、 工 ,可 得 
4D .CD=DI.2R,4B .4D=4J。2R,BC 
"CD 二 CL，2R, 从 而 问题 又 转化 为 要 证 BK 
AC+DI. AC=AJ，。BD 十 CL，BD. 由 于 
现在 出 现 的 也 是 三 角形 一 边 和 这 一 边 上 的 高 
的 积 ,所 以 可 应 用 三 角形 面积 的 方法 进行 证 
明 . 于 是 可 得 BK。4C=2SAaecyDT。4C= 
2SAapc，;BK，AC 十 DI*AC 应 等 于 四 边 形 4BCD 的 面积 的 2 倍 ， 
根据 同样 的 道理 ,也 可 证 明 A4J。BD 十 CL，BD 也 等 于 四 边 形 
ABCD 的 面积 的 2 倍 ,所 以 分 析 可 以 完成 . . 
例 99 已 知 :菱形 ABCD 外 切 于 ©O,AD、CD 与 @O 相 切 于 
E.F,P 是 EF 上 的 任 一 点 ,过 P 作 @O 的 切线 交 AD、.CD 于 M、 
NN. 求 证 :AM . CN=AE .AD. 





图 6，525 





图 6，526 图 6。527 | 
分 析 : 本 条 件 给 出 的 四 边 形 4BCD 是 菱形 ,可 得 4OD= 
90。, 而 且 4D 与 @O 相 切 于 万 ,所 以 应 用 切线 的 性 质 ,连结 OE 后 
可 得 OE 1L4D, 所 以 OF 就 成 为 直角 人 4DO 的 斜 边 上 的 高 ,于 是 
应 用 直角 三 角形 斜 边 上 的 高 的 基本 图 形 的 性 质 ,可 得 :AE。AD= 
40: ,从 而 问题 就 转化 为 要 证 明 4M. CN== AO7. 而 应 用 菱形 的 性 
质 , 有 40O=CO ,所 以 问题 又 应 证 40. CO=4M . CN, 这 是 一 个 
*。 603。 








新 的 比例 关系 ,经 过 描 图 可 以 发 现 ,它们 两 
两 组 成 三 角形 ,所 以 连结 OM、ON ,在 
一 M40= ~OCMN. 另 一 方面 ,由 OBE 上 4D， 
用 AMO 十 MOE==90°, 而 由 AM、MN、 
CN 都 是 @O 的 切线 , 故 应 用 切线 长 定理 及 
其 推论 ,可 得 连结 OP、OF 后 ,用 EOM= 
LPOM. LFON = ~PON ,而 4OF = 图 6.。528 
COF ,从 而 就 有 CON 十 MOE = ~COF 十 “FON 二 一 MORE 
= 六 x180" 二 90°, 所 以 AMO== “CON, 从 而 可 证 明 AO4Mcn 
ANCO ,分 析 就 可 以 完成 . . 

例 100 已 知 ;:O0.@OO' 外 切 于 4, 两 圆 的 半径 分 别 为 Rr， 
PB、PC 分 别 与 GO、©O' 相 切 于 B.C, 且 455= 们 ,P4 交 00' 于 


r 9 
E. 求证 :a 一 并 , APABWAPEC. 








图 6， 529 图 6. 530 
分 析 : 本 上 题 条 件 中 给 出 O、©0O' 外 切 于 4, 所 以 应 用 两 圆 外 
切 的 性 质 ,连结 00' , 必 有 OD' 过 点 4. 又 因为 PB、PC 分 别 与 
OO.@O0' 相 切 于 B.C, 应 用 切线 的 性 质 ,连结 OB、O'C 后 可 得 


， PB R OPB 
LOBP=90", ZO'CP 一 90", 且 已 知 了 == 上 = 序 尼 ,所 以 APOB 
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APO'C, LOPB= LO0' PC, 且 着 = 候 = 人 = 84 ,所 以 


人 OPA= 人 人 O' Ph, 于 是 要 证 明 的 结论 中 一 组 相 比 线段 PA 和 PE 
就 重合 在 一 条 角 平 分 线 上 ,所 以 可 应 用 旋转 型 相似 三 角形 进行 证 
明 . 于 是 连结 0O'E, 由 0'E=0’' Ah, 可 得 人 0’ AE= /0’' EA， 
LPAO= /PEO', AAPAOWAPEO! ,从 而 就 可 证 明 忆 A 一 却 弛 


一 苹 .当然 进一步 还 可 证 明 APABAPEC. 
由 条 件 @O.@O' 外 切 于 4, 可 得 
连结 00' 后 00' 必 过 点 4, 则 有 -~ 


SS, 这样 就 出 现 了 两 条 相 比 线段 重 


登 在 一 直线 上 ,所 以 可 添加 平行 线 型 
相似 三 角形 进行 证 明 . 于 是 连结 BO， 
延长 BA 交 @O' 于 DD, 连结 O' DD, 由 
LO0BA= LZ0AB= /0’' AD= ZO!’ 


py . [ AB O4 _E 
D4, 可 得 AOABwAO' 4AD, 43557 有 一 庆 - 这 样 又 出 现 了 AB 


和 AD 这 一 组 相 比 线段 重合 在 一 直线 上 ,从 而 又 可 以 添加 平行 线 
型 相似 三 角形 进行 证 明 . 如 取 过 端点 B 的 BP 为 平行 方向 线段 ， 
则 平行 线 可 过 另 一 个 端点 D 作 , 也 就 是 过 DD 作 FG/BP 交 PA、 
PC 的 延长 线 于 让.G. 就 可 得 人 PABWDAFAD. #5=4P=2< ,而 


PB R ,., PA_AB_R 六 娠 剖 题 让 起 ， 
已 知 PC = 地 ;所 以 FD= PC. 且 7 了 = 一 3 一 .这 样 问题 就 成 为 


要 证 PE 二 FAh. 由 条 件 PB 与 @O 相 切 于 B, 所 以 OB | PB, 而 我 
们 已 证 OB/DO' ,上 且 DF/PB, 所 以 O' DLDPF,FD 也 与 OO' 相 
切 于 DD, 而 PG 与 @O' 相 切 于 C, 所 以 GD==GC,GF 二 GP, 连结 
DC 后 ,可 得 .DC /PF, 从 而 又 可 得 人 DFA= 人 CPE, 人 FDA= 
PC 在 证 明了 APD4FS2 ACEP, 是 一 对 轴 对 称 型 全 等 三 角形 
。605 。 








后 ,就 可 证 明 FA=PE ,所 以 二 一 全 和 AP4BcAPEC 都 证 明 . 


第 四 节 ”位 似 型 


【分 析 方 法 导 引 ]】 

如 果 几 何 问题 中 ,出 现 了 相 比 两 线段 平行 ,县 对 
应 顶点 的 连 线 或 它们 的 延长 线 相 交 于 一 点 时 ,就 可 
以 想到 用 位 似 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 这 时 它们 的 
第 三 组 对 应 项 点 的 连 线 必定 也 经 过 这 个 交点 . 

如 果 几 何 问题 中 ,出 现 了 两 组 具有 公共 顶点 的 
平行 线 型 相似 三 角形 的 组 合 关系 时 ,也 就 可 想到 应 
用 位 似 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 在 位 似 型 相似 三 角 
形 的 基本 图 形 中 , 共 出 现 三 对 平行 线 型 相似 三 角形 
和 一 对 位 似 型 相似 三 角形 ,它们 之 间 具 有 两 两 等 价 
性 ,只 要 其 中 任意 两 对 相似 成 立 , 就 必定 可 以 推 得 另 
外 两 对 相似 成 立 . 从 而 应 用 两 两 等 价 性 就 可 以 完成 
分 析 . 


例 101 已 知 :OO 和 @O， 外 


离 , 两 圆 的 内 公 切 线 相 交 于 已, 与 两 
圆 的 切 点 分 别 为 4.B`.C.D, 过 己任 
作 一 割 线 交 @O、@OO' 于 EG,、 
五 ,两 圆 的 半径 分 别 为 Rr. 求证 : 
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分 析 : 由 条 件 @O 和 0O' 外 离 , 且 两 如 的 内 公 切 线 相交 于 P， 
可 得 连 线 00' 后 ,0G' 必定 经 过 了 点 . 又 因为 AB 分 别 与 @O、 


G@O' 相 切 于 4A、B, 所 以 连结 04,0'B 后 可 得 了 PAO= 人 PBO” 
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90",A 人 AP4OwmAPBO' ,是 一 对 平行 
线 型 相似 三 角形 .54 天宝 = 5 


-£. 又 因 A4B、OO' .EF 共 点 于 卫 ， 


所 以 可 应 y 用 位 似 型 相似 三 角形 的 性 
质 进行 证 明 . 于 是 连结 OE、O' 下 ,应 图 6。533 


证 APOE A 人 PO' F, 由 EF、O0' 相交 于 PP 可 得 人 EPO = 


ZFPO' ,但 下- 一 尺 一 辐 朱 尚 不 构成 两 边 对 应 成 比例 夹 角 相等 


r 


的 条 件 ,所 以 还 不 能 证 明 这 两 个 三 角形 相似 ， ,从 而 可 先 添加 平行 线 
型 相似 三 角形 进行 证 明 , 也 就 是 过 O.O' 分 别 作 OM LEF,O' N14 
FF; 垂 足 分 别 为 M、RN, 即 可 得 人 APOMcAPO: N, = = 


OM _R_OE rn one 
进一步 就 可 得 5 计 一 过 一 5 天 ' 且 人 OME== 人 0' NF 一 90%, 所 


EM_OE RPM_OP_R 
以 AOEMDAO' FN. RN 一 亢 丰 一 了 ,而 PNV 一 页 一 六 ,从 而 可 


PMIHEM_PE_R PE_PA 
得 PNTFN PF r'PE™ PB'<APE- ABIF,APAEO 


人 PBP， 就 可 证 明和 一 5 人 


例 102 已 知 , OO、 
@OO' 外 离 , 两 圆 的 外 公 切 线 
AB、CD 的 延长 线 相交 于 
P, 切 点 分 别 为 4、B.C、D， 
过 己任 作 两 条 割 线 分 别 交 
GO.、OO' 于 E.F.G.H. 
K.L.M.N. 求证 : E 一 


FL 
HN 
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分 析 : 本 题 给 出 了 条 件 @O、.@O' 的 外 公 切 线 AB.CD 的 延长 
线 相交 于 ,所 以 应 用 外 公 切 线 的 性 质 可 得 P 必定 在 O0' 的 延长 
线 上 ,所 以 连结 00' 并 延长 到 P. 又 因为 PA 与 @O、©0O' 分 别 相 
切 于 A、B8, 所 以 应 用 切线 的 性 质 ,连结 04,0' B, 可 得 LOAP 一 
ZO' BP=90',0h4/O' B, 人 和信 PAOWA 人 PBO' ,是 一 对 平行 线 型 相 
似 三 角形 . 又 因为 A4P、.EP、OP 三 线 共 点 于 已 ,所 以 可 应 用 位 似 型 
相似 三 角形 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 , 于 是 有 了 7 一 和 = 二 多 
一 好 ,这 时 也 可 先 设 两 

圆 的 半径 为 m rz. 然后 
过 O.O' 分 别 作 OR 上 
PE、.O'Q PE, 垂 足 分 
别 为 R、Q, 就 可 得 
人 PORWA 人 PO' Q, e570 

_PR_ PO _ 


连结 OE,O’'G Sop. 





六 


7 = 信和 LORE 一 人 0'QG= 


, RE _OE ri RE 十 PR 
90°, 可 得 人 ORE@DAO! QG,0G -0 0 六 TO 


rr PE rn PE PK 
ri PG … 根 据 同样 的 道 首 理 可 证 明太 和 一 区 ,所 以 FG 一 5 下 ' 且 


EK PE Ti 
LEPK== LGPM, 就 可 得 APEKWAPGM,EWw 一 BG 一 天 根据 
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同 桩 的 道理 还 可 证 明 吉 六 一 全 ,所 以 分 析 可 以 完成 
例 103 已 知 :A4BC 内 接 于 0,AD、CE 是 高 , 互 是 垂 心 ， 
AM.CN 是 中 线 ,G 是 重心 .求证 :OG、 玉 三 点 共 线 ,GH 二 20G. 
分 析 : 本 题 要 证 明 O.G、H 三 点 共 线 ,而 已 知 N.G,C 在 一 直 
线 上 ,所 以 根据 三 点 成 一 直线 的 定义 ,将 这 三 点 分 两 次 连结 ,也 就 
。608。 








图 6。536 图 6。537 
是 连结 OG.GH 后 ,应 证 LOGN = 人 HGC. 而 已 知 N 是 48 的 中 
点 ,而 4B 是 ©O 的 弦 , 所 以 应 用 弦 的 中 点 的 性 质 ,连结 ON 后 ,应 
得 ON 14B,ONANCH LONG= 二 = 人 HCG, 所 以 要 证 明 这 两 个 角 
相等 ,就 应 证 人 OGNODAHGC. 它们 应 是 一 对 平行 线 型 相似 三 角 
形 , 而 要 证 明 OG、H 共 线 ,就 出 现 了 NC,M4 和 OH 是 相交 于 一 
点 G 的 ,所 以 就 可 应 用 位 似 型 相似 三 角形 的 基本 图 形 的 性 质 进 行 
证 明 . 于 是 连结 MN,OM. 由 M.、N 分 别 是 BC、BA 的 中 点 ,可 得 
MN/ 4C, 和 一 二 而 由 ON VCH,MN /CA, 可 得 人 ONM = 
了 HCAh ,根据 同样 的 道理 ,可 得 人 OMN= 人 HAC, 所 以 人 OMN 


ON OM MN 1 、 _ 
人 HAC, 译 C= 冶 4 一 AC 一 区 ' 而 由 G 是 人 ABC 的 重心 ,又 可 得 





GN 1 JON_GN_1 i i 
T=7' 所 MFCc= C= 2 ,月 GHO== 人 GCH, 就 可 证 明 
OGNDAHGC, LOGN= LHGC Bec-Ne- 工 从 而 可 完 
人 AOCNC “LOGN= “Hes ce 2 元 
成 分 析 . 


例 104 已 知 :0 是 人 4BC 的 外 心 ,4D.CE 是 高 ,有 是 垂 心 ， 
GF 分别 是 AB、AC 上 的 两 点 , 4G 二 AH、AF ==AO. 求 证 :GF = 
AO. 

分 析 : 本 题 条 件 中 给 出 的 4G==4H 中 的 AH 是 人 4ABC 的 项 
点 4 到 重心 已 的 距离 ,因而 就 要 应 用 三 角形 的 垂 心 的 性 质 ,也 就 
是 三 角形 的 顶点 到 垂 心 的 距离 等 于 它 的 外 心 到 对 边 距离 的 2 倍 来 
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进行 证 明 . 于 是 应 将 O 到 对 边 BC 的 距离 作 
出 ,也 就 是 过 O 作 OM BC 交 BC 于 M, 则 
AH 二 2OM. 这 是 两 条 线段 之 间 的 倍 半 关 系 ， 
且 由 OUM BC 可 得 MM 是 BC 的 中 点 ,所 以 可 
应 用 三 角形 的 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 进行 
证 明 . 车 将 半 线 段 OM 取 作 三 角形 的 中 位 线 ， 
则 应 将 三 角形 的 边 添 出 . 由 于 这 时 O 也 必须 图 6。538 








图 6。539 ”全 6.540 
成 为 中 点 ,而 已 知 O 点 是 圆心 ,所 以 应 添 过 BC 的 端点 的 直径 . 于 
是 作 直 径 CN ,并 连结 BN, 就 可 得 BN 一 20M 一 AH = 4G, 而 由 
A、.N、B.C 四 点 共 圆 ,又 可 得 LBNO= LGAF, 和 有利 NO=04= 
AF, 所 以 就 可 证 明和 八 BNO 纪 入 GAF ,于 是 就 可 证 得 GF = B0= 
AO. 
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第 七 章 ”特殊 角 三 角形 


【分 析 方 法 导 引 ] 

如 果 几 何 问题 中 出 现 了 30"、60"、120*、150°" 这 些 
特殊 角 , 或 者 线段 之 间 的 税 秆 关系 ,县 这 种 倍 竺 关系 
是 和 上 述 特 殊 角 有 联系 的 ,或 者 线段 之 间 的 V3 倍 
关系 时 ,就 可 以 想到 应 用 30" 角 的 直角 三 角形 的 性 
质 进行 证 明 . 接 下 来 就 应 从 30* 角 一 边 上 的 点 向 另 
一 边 作 垂 线 ,构成 30" 角 的 直角 三 角形 后 完成 分 析 . 

如 果 几 何 问题 中 出 现 了 45".135" 这 些 特 殊 角 ， 
或 者 15"、75" 这 些 30" 角 和 45" 角 的 组 合 关系 ,或 者 线 
段 之 间 的 V2 倍 关 系 时 ,就 可 想到 要 应 用 45" 角 的 
直角 三 角形 的 性 质 进行 证 明 . 然后 就 可 以 从 45" 角 
一 边 上 的 点 向 另 一 边 作 垂 线 ,构成 45" 角 的 直角 三 
角形 后 完成 分 析 . 

例 1 已 知 :4 是 半圆 的 直径 ,OC 是 
半径 且 OC1L4B,D 是 OC 的 中 点 ,过 DD 作 ~ 
EF // AB 交 半 圆 于 E、F. 求证 :人 CBE=2 EC- 一 F 
ZEBA. 

分 析 : 由 条 件 OB 二 OC 是 同 圆 的 两 条 “ °? 8 
半径 和 OB 1 OC, 可 得 人 OBC 是 一 个 等 腰 图 7.1 
直角 三 角形 ,CBO=45°, 从 而 要 证 CBE 一 2 人 EBA, 就 只 要 证 
明 “CBE 二 30" 就 应 证 EC 二 60", 或 者 也 就 是 要 证 EC 所 对 的 圆心 
角 是 60", 于 是 连结 OE, 应 证 DOE==60". 但 已 知 EF /AB、OD 
1 0B, 所 以 “ODE=-90", 于 是 AOED 就 是 一 个 30" 角 的 直角 三 角 
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形 , 这 样 要 证 全 POE= 60", 就 只 要 证 OD 


1 1 
二 OE,. 因 OD= 下 OC, 而 OC 二 OE, 所 以 分 ,| 
i RS 

可 以 完成 . 

例 2 已 知 :4B 是 ©O 的 直径 ,延长 4 0 B 
AB 到 C, 使 BC=OB,CD 与 OO 相 切 于 D， 
过 B 作 Q@0O 的 切线 交 CD 和 A4D 的 延长 线 
于 FE. 求 证 :人 入 DEF 是 等 边 三 角形 . 


E 
一 
CO 
多 7，3 图 7。4 
分 析 : 由 于 CD 是 @O 的 切线 ， 且 切 点 是 D， 所 以 应 用 弦 切 角 
的 基本 图 形 的 性 质 , 可 得 连结 OD 后 ,有 OPC =90". 因 OC = 
208=20D, 所 以 ACOD 就 成 为 一 个 30" 角 的 直角 三 角形 ,于 是 
LC=30", 了 COD 二 60°. 又 因为 OD=04, 且 4.O.C 成 一 直线 ， 
所 以 应 用 等 用 二 角形 的 基本 图 形 的 性 质 可 得 人 COD 二 2 人 A, 或 
LA4= 半 CCOD=30" .于 是 人 A 二 人 C=30°, 从 而 EDF 一 2 人 A4 
一 60". 又 因为 EB 与 OO 相 切 于 B,AB 是 直径 ,可 得 人 FBO= 
90°, 所 以 LE 二 90° 一 人 A==60°, 就 可 证 明 作 DEF 是 等 边 三 角形 . 
例 3 已 知 :正六 边 形 ABCDEF 内 接 于 ©@O, 等 边 人 GHK 外 
切 @O 于 A.C、E. 求 证 :SAace。 SAGHK 一 S 征 六 边 形 
分 析 : 由 本 题 的 条 件 KA4、KE 与 @O 相 切 于 4、E, 应 用 切线 
的 性 质 ,连结 04 后 ,用 OAK = 二 90*. 应 用 切线 长 定理 及 其 推论 ， 
连结 OK 交 AE 于 M 后 ,可 得 OK | 4AE,M 是 4AE 的 中 点 ， 
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图 7，5 图 7 .6 
LAKO=3 LAKE=30". 又 因为 F 是 AE 的 中 点 ,所 以 OK 过 下 
点 . 从 而 可 得 人 OKA、 作 AKM、 作 OAM 都 是 30" 角 的 直角 三 角形 . 


现 设 ©O 的 半径 04==R, 则 OM 一 十 04 一 诗 R'AM 一 


V3OM= ER,AE=AK= V3 。4O0= V3R,GK=2AK= 


~ (VIR)=3 V3p, 





2 V3R. 所 以 Se = AF’= 


V3 V3 


V3 
4 


(2 V3R)=3 V3 R2 ,SEAi 玫 一 6。 


R' 一 23 Re:, 从 而 就 可 以 证 明 结论 ， 

例 4 已 知 :D.E、F 是 等 边 人 ABC 的 三 边 BC.CA、4B 的 中 
点, 过 DD.E.C 三 点 作 ©O. 求 证 :©O 与 DF 相 切 . 

分 析 : 要 证 明 DF 与 @O 相 切 于 DD, 根 据 切 线 的 判定 定理 ,就 
应 连结 OD 后 ,证 明了 人 ODF=90". 因 DE、F 分 别 是 等 边 三 角形 
二 边 的 中 点 ,所 以 可 应 用 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 
明 . 于 是 连结 DE;, 由 DE// BA 和 DF//CA, 可 得 人 EDF 等 于 60"， 
从 而 间 题 就 转化 成 为 要 证 明和 ODE 一 30". 从 而 就 可 以 应 用 30" 角 
的 直角 三 角形 的 性 质 进行 证 明 , 于 是 延长 DO 交 CE 于 G, 由 
入 EDC 也 是 等 边 三 角形 ,可 证 明 人 DGE 一 90. EDO=30", 从 而 
,613 。 
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就 可 完成 分 析 . 

” ”本题 由 D、E、F 分 别 是 等 边 三 角形 三 边 
的 中 点 ,所 以 连结 DE 后 ,可 证 明 DE/ BA， 
DF/CA, ZEDF=60°, 所 以 人 EDF= /LC, 
从 而 应 祥 用 强 切 角 的 基本 图 形 的 性 质 就 可 以 证 
明 FD 与 GO 相 切 于 也. 

例 5 已 知 : 俯 4BC 中 , /C=90°,/A 

二 15°, 求证 ;4B’:=4BC 。AC. 


-有 一 到 


| 二 7，10 的 7，11 
分 析 :本 题 要 证 明 的 结论 48? 二 4BC。 AC 是 线段 之 间 的 比例 
关系 ,但 式 中 出 现 了 4 倍 的 关系 ,所 以 可 转化 为 要 证 十 48: 一 BC 
.4C,| 却 48] = BC ，4C. 于 是 根据 线段 借 半 关系 的 定义 , 取 
48 的 中 点 DD, 问 题 就 成 为 要 证 BD:= BC 。4C. 但 现在 出 现 了 直 
角 三 角形 负 边 的 中 点 ,所 以 可 用 添加 直角 三 角形 负 边 上 的 中 线 的 
基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 于 是 连结 CD, 可 得 CD 一 BD 一 十 48， 
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从 而 问题 就 成 为 要 证 CD:= BC. 4C. 同 


时 又 可 得 CD AD, 人 CPB=2 和 人 A= B 
30", 这 样 就 出 现 了 30* 的 特殊 角 , 所 以 可 
添加 30* 角 的 直角 三 角形 进行 证 明 . 添加 天 
的 方法 是 过 30" 角 的 一 边 DC 上 的 点 C 图 7 .12 


向 另 一 边 作 垂 线 , 所 以 过 C 作 CE 上 4B, 垂 足 是 五 , 即 可 得 CD 一 
2CE, 也 就 应 证 4CE’ 二 BC。，AC. 由 于 CE 是 直角 个 ABC 的 斜 边 
上 的 高 ,所 以 ZBCE= 人 BAC==15", 信 BCEWA 人 BAC, 是 一 对 道 
平行 线 型 相似 三 角形 ,所 以 5 有 一 ,4 。CFE 一 BC。4C, 由 于 
AB 二 2CD=4CE, 所 以 上 述 性 质 可 以 证 明 . 

例 6 已 知 :四 边 形 4BCD 中 ,DCV AB， 
LD=90",E 是 BC 的 中 点 ,县 AE 上 LBC,AB D C 
=2CD. 

求证 ;AC.AE 三 等 分 LZDAB， E 

分 析 : 由 条 件 四 边 形 ABCD 是 梯形 , 且 
AD=9%0", 可 得 人 D4B=90", 现 要 证 明 AC、 4 B 
AE 三 等 分 AD4B, 就 是 要 证 人 C4D 一 亏 。 3 
90* 一 30*, 所 以 就 要 应 用 30° 角 的 直角 三 角形 的 性 质 进行 证 明 . 由 
条 件 了 DD 二 90", 所 以 就 应 证 明 AC 二 2DC ,但 已 知 48B=2DC. 所 以 
又 应 证 4B= 二 AC. 由 条 件 AE 是 BC 的 垂直 平分 线 , 所 以 这 一 性 质 
是 可 以 证 明 的 ， 

例 7 已 知 : A4BC 中 , 4B = 4C， 


BAC==120",D 是 AB 的 中 点 ,已 是 BC p 人 
上 的 一 点 ,是 ED AB. AAA / ~ 
1 B E C 
求证 :AE 二 DE= 也 BC. 
分 析 : 由 本 题 的 条 件 AB==AC, 人 人 BAC 


图 7，14 
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一 120", 可 得 人 B 一 一 C= 伍 (180" 一 120") 一 30", 所 以 可 应 用 30° 角 
的 直角 三 角形 的 性 质 进行 证 明 . 由 条 件 人 EDB 二 90°, 可 得 BE= 
2DE. 又 因为 ED 是 AB 的 垂直 平分 线 , 所 以 EB==EA, 人 人 EAB= 
上 B==30°, 于 是 人 CAE=120° 一 30° 二 90°, 而 C= 二 30°, 所 以 再 次 
应 用 30* 角 的 直角 三 角形 的 性 质 又 可 得 CE 二 24E. 从 而 就 可 以 证 
明 4 十 D 一 二 CE 十 考 B 下 一方 BC 

例 8 已 知 :正方 形 A4BCD 中 ,分 别 以 4、 
B.C.D 为 圆心 ,以 万 4AC 的 长 为 半径 画 弧 交 四 
边 形 的 四 边 于 EF.G.HIJKL. 

求证 ; 八 边 形 EFGHIJKL 是 正八 边 形 . 

分 析 : 要 证 明 一 个 八 边 形 是 正八 边 形 ,就 
应 根据 正八 边 形 的 定义 ,证 明 它 的 八 个 内 角 和 
八条 边 都 相等 ,而 在 实际 证 明 时 ,只 要 证 明 它 
的 邻 角 和 和 邻 边 相等 即 可 . 也 就 是 只 须 证 明 人 LEF== 人 EFG,LE= 
FE. 

由 于 从 AL=AD 一 让 AC、AE 一 4B 一方 4AC、AL 一 AE 和 
LAE==90° 可 得 八 AEL 是 等 腰 直 角 三 角形 ,所 以 人 AEL= 45°， 
人 LEF =180° 一 45° 二 135°, 同 理 可 证 人 EFG 也 等 于 135°. 所 以 
LLEF== 人 EFG. 由 于 人 AEL、 信 ABO 和 人 4B8D 都 是 45" 角 的 直 


角 三 角形 ,所 以 8D = VFAB,BO— 2 AB,AE=AB~ BE 一 





图 7。15 


(一 公 |4as= 于 党 46,BL= V3 AE= v3| 2 2)48 
2 2 2 


(VE—1)A4B. BF=AE= 2 





» AB, EF = AB—2AE= 
AB 一 24B+-V2AB=(V2? 一 1)AB, 所 以 LE 二 FE ,分 析 就 可 以 
完成 . 
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本 题 在 证 明了 ZEF 一 ERFG=135" 后 ,由 BO=BF 是 两 条 
具有 公共 端点 B 的 相等 线段 ,就 可 组 成 等 腰 三 角形 ,所 以 连结 
OE, 就 可 得 人 人 BOE = 人 BEO, 而 由 人 AEL=45" 和 ABD=45°， 





图 7，16 图 7，17 
可 得 EL/ BD, 人 LEO= 人 BOE, 所 以 人 BEO== 人 LEO, 这 样 就 可 
得 EO 是 人 FEL 的 平分 线 ,也 就 是 LE 和 FE 这 两 条 要 证 明 相 等 
的 线段 是 关于 角 平 分 线 EO 成 轴 对 称 的 ,从 而 就 可 以 通过 添加 轴 
对 称 型 的 全 等 三 角形 进行 证 明 . 由 EO 是 对 称 轴 , 工 、F 是 对 称 点 ， 
所 以 连结 OL、OF ,应 证 明和 人 OEL 纺 人 OEF. 由 于 人 OEL= 人 OEF 


直人 LEF 一 9, 且 用 同 梯 的 方法 可 证 ZOLE 一 人 OPE 一 ~， 
所 以 再 由 OE=OE 就 可 以 完成 证 明 . 

例 9 已 知 :DE 是 ©O 的 直径 , 弦 AB 交 DE 于 C, 人 ACD= 
45°. R 为 圆 半 径 . 求 证 :4C2? 十 BC2: 一 2R: 


图 7。18 图 7。19 
分 析 : 本 题 条 件 中 给 出 了 一 4CD=45", 所 以 可 添加 45" 角 的 直 
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角 三 角形 进行 证 明 ,添加 的 方法 是 过 45* 角 一 边 上 的 点 向 另 一 边 
作 垂 线 . 于 是 过 O 作 OF 上 4B, 垂 足 是 王 , 那 末 AOCF 就 是 一 个 等 
腰 直 角 三 角形 ,所 以 OF=CFK. 又 因为 OF 4 所 以 4F= BF 于 
是 AC* 十 BC? 一 (AF 二 CF)?+ (BF—CF)’=AF?+2. AF 。CF 十 
CF?*+BF’—2BF * CF+CF?=2AF’++2CF’ 二 2(4AF? 十 CF?), 这 
样 问题 就 成 为 要 证 AF? 十 C= R, 而 CF==OF, 所 以 又 应 证 明 
A 天 十 OF 二 R?. 而 4AF | OF,AF 和 OF 可 以 看 作 是 直角 三 角形 
的 两 条 直角 边 ,所 以 连结 O4 后 由 A 扬 十 OF* 二 OA? 就 可 证 明 结 
论 . 

例 10 已 知 :四 边 形 ABCD 中 ,AD//BC,AB=AC. BAC 
二 90",8D=BC,BD、AC 相交 于 E. 求 证 :CE=CD. 





图 7。20 图 7.21 

分 析 : 本 题 要 证 明 CE=CD, 这 是 两 条 具有 公共 端点 的 相等 线 
段 , 它 们 可 组 成 一 个 等 腰 三 角形 , 即 要 判定 ACDE 是 一 个 等 腰 三 
角形 . 而 由 条 件 BD= BC ,可 得 人 ABCD 也 是 一 个 等 腰 三 角形 . 而 这 
两 个 等 腰 三 角形 有 一 个 公共 的 底 角 ,所 以 这 两 个 等 腰 三 角形 必定 
相似 ,是 一 对 道 平行 线 型 相似 三 角形 ,所 以 问题 转化 为 要 证 
人 人 ECD 二 人 DBC. 又 因为 4B 一 AC 和 ABLAC, 所 以 人 ABC 就 是 
一 个 等 腰 直 和 角 三 角形 , 人 ACB =45". 于 是 人 人 DBC 十 2(45° 十 
ECD)==180°, 人 DBC 十 2 人 人 ECD 一 90°, 于 是 要 证 明 人 ECD= 
DBC ,就 转化 成 为 要 证 人 DBC= 30". 由 于 现在 出 现 了 一 个 30° 
的 特殊 角 , 所 以 就 应 添加 30" 角 的 直角 三 角形 进行 证 明 ,添加 的 方 
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法 是 过 30" 角 一 边 上 的 点 向 另 一 边 作 垂 
线 .于 是 过 万 作 DF 上 BC 垂 足 是 下 , 屠 IFN 


末 要 证 明 人 人 DBC 一 30", 就 只 要 证 明 DF AAAN 
= 地 BD, 而 BD 一 BC， 所 以 又 应 证 DF iN 
=18c. 这 是 两 条 线段 之 间 的 倍 半 关 

系 且 其 中 的 售 线段 BC 是 直角 三 角形 

ABC 的 斜 边 , 所 以 可 通过 添加 直角 三 角形 斜 边 上 的 中 线 的 基本 图 
形 进行 证 明 . 于 是 取 BC 的 中 点 C, 连 结 4C ,可 得 4G= 广 BC， 从 


而 问题 就 转化 成 为 要 证 .4G 二 DF. 由 于 DF 是 4D、BC 这 组 平 
行 线 之 间 的 距离 ,而 由 AB 二 4AC 和 BG=CG, 也 可 证 明 AG_LBC， 
所 以 AG=DF 就 可 以 证 明 . 

例 11 已 知 : 信 4BC 中 ,4B=4C. 人 BAC=90°,AD/CB,， 
且 BD=BC,DB、AC 的 延长 线 相交 于 五 .求证 :CD 一 CC 五. 

分 析 : 由 条 件 BC= BD, 这 是 两 条 具有 公共 端点 的 相等 线段 ， 
所 以 它们 组 成 的 人 BDC 是 等 腰 三 角形 ,而 D.B、E 成 一 直线 ,所 以 
LCBE= 二 2 人 BDC. 再 由 BC/DA, 又 可 得 ADB= 人 CBE= 
2 了 BDC. 由 条 件 4B=AC 和 一 B4C=90", 可 得 人 4BC 是 一 个 等 
腰 直 角 三 角形 ,所 以 一 4CB 一 45*. 又 因为 ACB 是 八 BCE 的 一 人 1 
外 和 角 ,故人 A4CB= ZE+ 人 EBC 二 45", 而 问题 是 要 证 CDCE， 
LCDE = LE, 所 以 应 证 人 CDE 二 人 EBC== 人 CDE+2 人 CDE= 
3/ACDE 二 45°, 就 是 要 证 人 BDC=15°, 了 ADB 一 2 人 BDC=30". 由 
于 出 现 了 30* 的 特殊 角 , 所 以 就 可 以 添加 30" 角 的 直角 三 角形 的 基 
本 图 形 进行 证 明 ， 添加 的 方法 是 过 30° 角 的 一 边 上 的 点 向 另 一 边 
作 垂 线 . 于 是 过 B 作 BG | AD 交 4AD 于 G, 间 题 就 应 证 明 BC 一 


讨 BD, 而 BD==BC ,所 以 又 成 为 要 证 BG= 坟 BC. 这 是 两 条 线段 之 


间 的 倍 半 关系 , 且 BC 是 直角 人 4BC 的 斜 边 , 所 以 就 可 以 添加 直 
“619，。 
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图 7.23 图 7。24 

角 三 角形 斜 边 上 中 线 的 基本 图 形 进 行 证 明 . 于 是 取 BC 的 中 点 己 ， 
连结 AF ,得 4F 一 六 BC,4F 上 BC, 从 而 通过 证 明 BG 一 AF. 就 可 
以 完成 分 析 . 

例 12 已 知 :人 ABC 中 ,人 BAC==60°,O 是 外 心 ,N 是 内 心 ， 
五 是 垂 心 .求证 :IO=7N. 

分 析 : 由 了 是 A4&C 的 内 心 , 可 得 全 B47= 人 CAI. 而 这 两 个 
角 在 @O 中 都 是 圆周 角 , 所 以 应 用 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 ,延长 
A1 交 ©O 于 KK, 可 得 BK 一 CK, 或 K 是 BC 的 中 点 . 于 是 再 应 用 弧 
的 中 点 的 性 质 ,连结 OK 交 BC 于 M, 可 得 OK_| BC. 又 因为 N 是 
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Kk 
终 7。25 上 7。26 

A4BcC 的 重心 ,所 以 4D 1 BC, 于 是 OK / 4D. 又 因为 O 是 
A4BC 的 外 心 ,而 OK 是 @O 的 半径 ,4 是 @O 上 的 点 ,所 以 连结 
OA 后 ,有 OK=04, 从 而 LOAK= 人 人 K= 人 DAK. 

由 条 件 人 BAC 一 60", 可 得 BK 二 十 120°== 60", 故 连结 0B， 
可 得 BOK=60°, 而 LOMB 二 90", 所 以 应 用 30* 角 的 直角 三 角形 
的 性 质 可 得 BO= 2OM, 又 因为 AN 是 A4BC 的 一 个 顶点 4 到 重 
心 召 的 距离 ,所 以 它 应 等 于 它 的 外 心 到 对 边 的 距离 的 两 倍 ,所 以 
4N=20M, 从 而 可 得 4N= BO=- 40. 于 是 A4O7 和 人 A4NT 就 是 
一 对 轴 对 称 型 的 全 等 三 角形 ,结论 就 可 以 证 明 . 

例 13 已 知 :A4BC 中 ,BAC=60",H 是 垂 心 ,O 是 外 心 ， 
直线 OH 交 4B、4C 于 D、E. 求 证 : 八 ADE 是 等 边 三 角形 . 





图 7。27 图 7，28 
分 析 : 由 于 和 BAC==60", 所 以 要 证 明 八 ADE 是 等 边 三 角形 ， 
就 只 要 证 明 AD 二 AE 或 和 ADE 一 人 AED, 但 因 人 BAC=60"、H 
是 A4BC 的 垂 心 和 O 是 外 心 ,所 以 应 用 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 
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和 30* 角 的 直角 三 角形 的 性 质 ,连结 OA 后 ,可 得 4H=AO 和 
AHO== 人 AOH ,于 是 人 AHE= 人 AOD. 那 来 问题 就 成 为 要 证 
A4HE 和 人 入 4OD 是 一 对 轴 对 称 型 的 全 等 三 角形 : 由 于 一 D4O 和 
人 EAH 都 是 圆周 角 ， ,所 以 应 用 圆周 角 的 基本 孜 形 的 性 质 ， 延长 
40 交 @O 于 天, 并 连结 BK 后 ,可 得 人 ABK 二 90*, 人 K 一 人 C, 而 
已 知 沁 AFC=90", 所 以 LDAO= 人 人 EAH ， 
分 析 就 可 以 完成 . 

例 14 已 知 :aa 分 别 是 OO 的 内 接 
正 五 边 形 和 内 接 正 十 边 形 的 边 长 ,R 是 ©O 
的 半径 .求证 :as 一 aiotR’. 

分 析 : 因 4C 是 圆 内 接 正 十 边 形 的 边 
所 以 AOC= 2 360 一 36", 于 是 可 应 用 36" 顶 
角 的 等 大 三 角形 的 性 质 进行 证 明 ， 也 就 可 得 
LOAC==72*, 人 OAC=2 了 人 AOC, 于 是 可 根 
据 角 的 倍 半 关系 的 定义 作 人 OA4C 的 平分 线 
交 OC 于 D, 得 人 CAD= 人 O04D= 4OC 
=36°.LACD= LADC= LOAC=72°.0D 
=4D=4C=ao. 如 圆 内 接 正 五 边 形 的 边 


AB 交 OC 于 正 , 那 末 OC LA4B， AE= 广 AB 





一 香 . 而 DE = CE— < 2 ,所 以 af 一 





(2) 十 人 到 a ° aio 十 au, 也 就 是 at = 3aio 
二 2R aw 一 R*. 于 是 要 证 明 Ea?, 十 R*,， 就 可 以 转化 为 要 证 2a%o 
二 2R。，。 60— R= R’, 即 要 证 a = R(R— a). 而 由 DAC = 


hoc- 36", 可 得 人 D4C 和 入 AOC 是 一 一 对 道 平行 线 型 相似 三 角 
形 ,所 以 AC?==CO ，CD. 即 可 证 明 at 一 RCR— aio) ,分 析 完 成 . 
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第 八 章 ”有 关 三 角形 面积 的 基本 图 形 


【分 析 方 法 导 引 】 
当 几 何 问题 中 出 现 了 具有 公共 底 边 的 三 角形 的 
等 积 变形 问题 时 ,就 可 以 想到 应 用 同 底 等 高 的 三 角 
形 等 积 的 性 质 进行 证 明 . 这 时 就 应 考虑 添加 过 公共 
底 边 所 对 的 顶点 作 这 条 公共 底 边 的 平行 线 的 方法 来 
进行 和 完成 分 析 . 
当 几 何 问 题 中 出 现 了 三 角形 一 边 上 的 等 分 
点 , 且 又 与 三 角形 的 面积 有 联系 时 ,就 可 以 想到 应 用 
等 底 同 高 的 三 角形 等 积 的 性 质 进行 证 明 . 然后 就 应 
将 一 边 上 的 ”等 分 点 与 所 对 的 顶点 连 线 后 ,再 应 用 
面积 的 方法 来 完成 分 析 . 
当 几何 问题 中 出 现 了 相 比 两 线段 重 登 在 一 直线 
上 时 ,就 可 以 想到 应 用 面积 的 方法 来 进行 证 明 . 然后 
就 将 过 线段 内 分 点 的 线段 上 的 两 点 与 线段 的 两 个 端 
点 分 别 连接 起 来 ,将 线段 之 比 转化 成 相对 应 的 两 个 
三 角形 的 面积 之 比 ,从 而 完成 分 析 . 
例 1 已 知 :和信 4BC 中 ,D.E、F 分 别 是 AB、BC、CA 上 的 点 ， 
4D BE CF 1 


AD_BE_CF_1 i 的 
且 35= 臣 = 一 EL 一 了 ,4E、BF、CD 两 两 相交 于 G、H、K. 求 证 : 


SAemk 一 坟 Souac- AG:GH: HE=3:3:]1. 


分 析 : 本 题 要 证 明 的 结论 是 三 角形 面积 之 间 的 关系 , 且 条 件 中 
给 出 了 三 角形 一 边 上 的 三 分 之 一 分 点 ,所 以 可 应 用 三 角形 的 面积 
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B E Cc 





[8s*1 图 8，2 
的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 由 EE 一直 ,可 得 SZnos :Sancr 一 


1 : 2. 而 A、H 是 过 内 分 点 上 的 线段 AE 上 的 两 点 ,所 以 连结 CH 
后 ,可 得 SAHBE : Sauce=1: 2,SAHEc = 2SAHBE, SAHBC = 3S AHBE, 
而 B.H 又 是 过 内 分 点 的 线段 BF 上 的 两 点 ,所 以 SAABH : 
SAcsH 二 AF : CF 二 2 : 1, 就 可 得 Snapp 二 2SAngc 二 6Sansg,AH : 


HE=SMapy : SansE—60: 1, San = Sane. 但 SAasg : SA4ac 一 


BE: BC=1: 3, Sn = 寺 Sanac 所 以 Sanes 一 方 Sanc 一 
1 


21Saasc, 同 理 可 证 Sanmo 一 Sacrx 一 Sanse 一 让 Saascs 所 以 SAcaDp 十 
Sanss 十 Sakcr 一 Saasc 一 广 SAnscs 于 是 就 应 证 Sacap 二 Sawsg 十 
SAkcF = SAcHk: 由 于 Saaae 十 Sawr 十 Sacuo 一 二 Saaac 十 于 Saaec 十 


本 Samec 一 Sasec AHBE 十 9A4B 昌 十 SAKcF 十 SAsck 十 SAcap 十 SAcac 一 


SAasp 十 SAsck 十 SAcac 十 SAcnk ,所 以 上 述 性 质 可 以 证 明 . 

又 因 SAacG 一 6S Aacp = 6S AnBE SAACH 一 23A4ap 一 12SAnBE 9》 所 
以 SAacp 一 2SA4ccySaAacc 一 SAnccy 从 而 可 得 AG= HG, 也 就 可 证 
明 AG :GH: HE=3:3:1. 

例 2 已 知 :四 边 形 ABCD 中 ,EF 分 别 是 BC、AD 的 中 点 . 


求证 ;9 四 边 形 4ECF 一 Siac: 
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F _D 了 
A A FE 
B E C 8 = t 
图 8.3 二 5。1 


分 析 : 本 题 给 出 的 条 件 是 一 个 四 边 形 的 问题 ,所 以 可 转化 为 三 
角形 的 问题 来 进行 分 析 . 转化 的 方法 是 添 对 角 线 ,于 是 连结 4C， 
AC 就 将 这 个 四 边 形 分 成 两 个 三 角形 ,在 A4BC 中 ,由 E 是 BC 的 
中 点 ,可 得 Sauez 斑 Sanee, 而 在 A4CD 中 ， 由 F 是 AD 的 中 点 ， 


罗 1 a 、 
又 可 得 9A4cCF 一 DIAacps 从 而 就 可 证 明 4 四边 形 4ECF 一 AAACE 十 SAacr 


一 去 Sascs 十 去 Saacn 一 (Saacst SAacp) 一 六 Smiagaaco 
例 3 已 知 :四 边 形 4BCD 中 ,EF 是 AD 的 三 等 分 点 ,GH 
是 BC 的 三 等 分 点 . 求证 ;Seonr 二 言 Sager. 


D 
A E F A E 于 
B 6G H C 8B 6G HH C 
图 8，5 I se 6 


分 析 : 本 题 条 件 中 给 出 的 是 一 个 四 边 形 的 问题 ,所 以 可 转化 为 
三 角形 的 问题 来 进行 分 析 , 转 化 的 方法 是 添 对 角 线 . 于 是 连结 
BD, 在 ABCD 中 ,现在 出 现 了 G、H 是 一 条 边 BC 的 三 等 分 点 ,所 
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以 可 添加 过 分 点 的 面积 等 分 线 ,于 是 连结 DH, 就 可 得 Sapne 
一 十 SanecySaoan 一 本 Sanac 根据 同样 的 道理 ,在 人 BD4 中 连结 


A 下 了 AE FD 


B G H C 

[全 8。7 图 8 .8 
BE, 可 得 Sasns 一 二 Saspw, 所 以 Sen 十 Sanne 一 Savsc+ 
Sa 一 二 (Seo 十 Sep) 一 和 Smagaacn 而 Sav + Snpe = 
”Smugpasio. 而 结论 中 出 现 的 四 边 形 EGCHF 包含 于 四 边 形 EBHD 
之 中 ,所 以 要 证 明 Snawaomr 一 计 Smawascn, 就 转化 为 要 证 


1 3 1 
号 四边 形 EC 一 全 二 中 四 边 BEBHD 一 -人 由 边 形 EBLI1D。 
3 2 2 


现在 的 问题 仍然 是 一 个 四 边 形 的 问题 ,所 以 还 是 应 转化 成 三 


让 YY 一 a 了 Z| 1 
角形 的 问题 来 进行 分 析 ， 于 是 连结 EH ,， 可 得 SAsnc 二 DOAEHB, 
SAENF 一 六 SAsen， 所 以 人 9 四 边 展 ECHF 二 S AEHG 十 SAEHF 一 到 人 EMB 十 


Saenn= 让 (SA EHB+SAEnND) 一 Sra 分 析 完 成 . 


由 条 件 EE.F 和 GH 分 别 是 AD、BC 的 三 等 分 点 ,所 以 下 下 、 

GH 分 别 是 AF、DE、BH、CG 的 中 点 ,是 多 个 中 点 问题 ,从 而 可 

应 用 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 但 由 于 这 四 个 中 

点 所 在 的 线段 没有 公共 端点 ,不 能 组 成 三 角形 ,所 以 这 四 个 中 点 两 

两 的 连 线 都 不 是 三 角形 的 中 位 线 ,因而 要 增加 中 点 , 且 要 增加 与 已 

知 中 点 所 在 的 线段 有 公共 端点 的 线段 的 中 点 . 所 以 选取 增加 对 和 角 
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线 的 中 点 . 由 于 条 件 中 的 中 点 是 以 三 等 分 点 

的 形式 给 出 的 ,所 以 增加 的 中 点 也 可 以 以 三 a_E 4 
等 分 的 形式 来 增加 ,于 是 连结 BD, 取 BD 的 后 
三 等 分 点 M、N. 那 末 连 结 EM、FN 后 ,可 得 pH \ 
FN/EM/ ABFN;: EM: AB=1:2:3. 

SADFN : SApeM : SApaa 一 1 4: 4: 9 ,SmawBeEy 
: SApap 二 3 ; 9 二 1 : 3. 根据 同样 的 道理 , 连 
结 GM.HN 后 ,可 得 Sw 有 GHNY : Spac=1 : 3, 所 以 人 四 这 形 FEMAN 十 


Sptonny = 二 Sapas 十 二 Sapae = 二 Smapscp: 于 是 问题 就 要 证 明 
四 边 形 EGHF 的 面积 应 等 于 四 边 形 FEMN 和 四 边 形 GHNM 的 
面积 之 和 . 而 去 掉 公共 部 分 后 就 是 要 证 明 SAMEG = SANFH. 由 于 我 
们 已 证 明 FNAEM,HN/GM, 所 以 人 EMG 王 人 FNH ,这样 要 证 
明 这 两 个 三 角形 的 面积 相等 ,就 可 转化 为 证 夹 这 两 个 等 角 的 邻 边 
的 积 相等 ,也 就 是 要 证 EM。GM==FN， 已 N. 由 于 FN 是 
人 DEM 的 中 位 线 ,有 一 十, 根据 同样 的 道理 ,又 可 得 局 才 一 
二 ,所 以 天 一 号 ,从 而 完成 分 析 . 

例 4 已 知 :四 边 形 4BCD 中 ,EF 是 4D 的 三 等 分 点 ,G.H 
是 BC 的 三 等 分 点 , 玉 、 了 是 4B 的 三 等 分 点 ,J LL 是 CD 的 三 等 分 
点 ,EG、FH 分 别 于 KL、1J 相交 于 M.P、N.Q. 求 证 :Smiaewpox 一 


N89 


于 Smagancn。 


分 析 : 本题 条 件 中 给 出 了 .I 和 J 工分 别 是 四 边 形 ABCD 
的 一 组 对 边 AB 和 CD 的 三 等 分 点 ， 所 以 可 证 明 交 四 边 形 KJJ1 一 


本 Smagaacm。 于 是 问题 就 成 为 要 证 入 四 边 形 MPQN 一 Smiaweis. 这 样 
就 应 讨论 M.N.P.Q 分 别 在 KL 和 1/ 上 的 位 置 . 由 条 件 4 一 
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图 8*10 区 8。11 
去 , 答 = 寺 ,所 以 全 = ,而 这 时 出 现 的 是 相 比 线段 重大 ,所 以 
可 添加 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 于 是 连结 KE、BD, 可 得 


KE// BD,KE 一 绑 一 十 .根据 同样 的 道理 ,连结 GL 后 ,可 得 GL 


1/ BD, 一 6 各 一 子 .这 样 就 可 进一步 证 得 KE/GL, 且 这 一 组 平 
行 线段 四 个 端点 两 两 的 连 线 在 M 点 相交 ,所 以 人 EKMo 


1 
， ~—BD 
KM EK 3 1 、 _1 _ 
人 GLM,TNH 一 CF 一 5 一 一 如 所 以 KM= 2 LM= 
3BD 
KL 的 一 个 三 等 分 点 ,根据 同样 的 道理 可 证 明 N,P.Q 也 分 别 是 
KL.1J 的 三 等 分 点 ,所 以 就 可 证 明 Swagxren 二 计 Smwwxi 


例 5 已 知 :四 边 形 4BCD 中 ,SAasp : SAacp : 9Aaac 一 3 :4 


A CN 、 
: 1, 过 8 的 直线 交 4C.CD 于 M、N, 且 2 一 人 .求证 :M、N 分 


别 是 4C .CD 的 中 点 . 
分 析 : 本 题 条 件 中 给 出 的 Saasp : Sagcp : Seatc 一 3 : 4:1 是 
三 角形 的 面积 的 比 ,所 以 可 以 用 面积 的 方法 进行 证 明 . 由 SAasp 一 
3Sragcs Sascp=4Saagc， 可 得 Syw%ascp 王 SAABp 十 Sascp 二 7SAaac， 
E_ Jaasc 


aB 1 
eacp 一 6。 Saasc， 从 而 可 得 EE 一 Sc 人 又 因为 B.D 是 过 
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3KL,M 是 











N N 
A A C A~— AM C 
B 
I 8* 2 区 8。13 
AC 的 内 分 点 巨 的 直线 上 的 两 点 ,所 以 多 8 一 ee 一生 .3 全 一 
ACBD 4 SABcE 
AE_3 
CE 4° 


本 题 条 件 中 还 给 出 4C = CD ,也 就 是 人 玉 一 六. 经 过 描 图 可 


以 发 现 两 组 相 比 线段 者 分别 重大 在 一 直线 上 ,所 以 可 应 用 三 角形 
面积 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 于 是 可 得 全 人 一 Sea , 又 因为 
B、M 是 过 线段 CD 的 内 分 点 N 的 直线 上 的 两 点 ,所 以 连结 DM， 


可 得 5 六 一 Sescx .为 了 以 后 表示 上 的 方便 ,可 设 Sasew 一 S1,SAse 
AM_CN 


AAB! 
二 5S, 则 Sasou—7S1sSaces— 人 5. 于 是 由 FNy 一 户 7' 可 得 AABM _ 


SABpcm 





9ABDpM 


4 
WAacw 十 9 3 3 4 
$ 7.9， 9 


3 





2 
7S ， Si+7S1=| S—s,| ,63S «5) 





十 63S? 二 16S: 一 24SS1 十 9S?,16S? 一 87SS1 一 54S? 二 0,(S 一 6S1) 
(16S 十 9S1) 二 0, 而 S,S, 均 为 正 值 ,所 以 S=651, 则 Sagcs 二 8S1， 
SAABM= 7S1 » SaAscx 也 等 于 7S1,SAaBM 二 SApcx， 从 而 就 可 证 明 AM 
二 CM. 再 由 SAgcxy 二 Sagpx 二 7S1; 可 得 CN==DN. 
例 6 已 知 : 人 4BC 中 ,4D 是 角 平 分 线 ,AE 是 中 线 ,过 C 作 
AD 的 垂 线 , 分 别 交 AB、AE、AD 于 FG、H. 求 证 :GD// 4C. 
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分 析 : 本 题 要 证 明 GD//AC, 所 以 可 考虑 
用 三 角形 面积 的 方法 进行 证 明 , 即 问题 可 转 A 
化 为 要 证 9Aacp 一 9A4cc。 
由 条 件 AD 是 A4BC 的 内 角 平 分 线 ,所 








MCD_AC CD__ AC seo_ CD 7 
BD AB'BC AB+AC’~S"cs BC 8B E5 c 
JaAacn _AC 4C x 
所 以 5 cs ABTAC' SA ABTAC sn 
SAacB: 
又 因 CF 是 向 角 平 分 线 4D 所 作 的 垂 A 
线 , 所 以 AC 二 AF, 所 以 鲁 = 丛 -外 ,这 


BD AB AB’ 
样 就 出 现 了 AF 和 48 这 一 组 相 比 线段 现在 下 
重 亚 在 一 直线 上 ,所 以 可 添加 平行 线 型 相似 8 -一作 C 
三 角形 进行 证 明 . 若 取 过 内 分 点 下 的 线段 机 


FG 为 平行 方向 线段 , 则 平行 线 可 过 端点 B sD 
作 ,也 就 是 过 五 作 BK/FG 交 AE 的 延长 线 于 天 ,就 可 得 A4FC 
AF FG 


WAABK ,B= FE: 由 条 件 BE 二 CE ,BC、GK 相交 于 ,所 以 再 


由 BK /GC, 就 可 得 人 BEK 和 ACEG 是 一 对 中 心 对 称 型 全 等 三 
加 .AF FGCG 4BCG_ 48 
角形 ,就 可 证 明 BK=CG. 1 一 56 天 一 1 二 TMG' 但 


CC_ eacc 、 上 AB 、 SAacF _ AF _ 
CE Sar ,所 以 SAace = AB+AC SAace. 又 因 为 Gc, AB 


AC AC 一、 AB AC 
全 ,Sascr 一 人，Sane, 从 而 就 可 证 明 Sanco= 4B 二 AC "AB 











5 。 Su“acs, 分 析 完 成 . 

例 7 已 知 : 人 4BC 中 ,4CB=90°,CH 是 斜 边 4B 上 的 
高 , ACH 的 角 平 分 线 交 4B 于 DD,E 是 AC 的 中 点 ,ED、CH 的 
延长 线 相交 于 FF. 求 证 :CD/ BF : 

分 析 : 本 题 要 证 明 CD// BF ,所 以 可 考虑 用 三 角形 面积 的 方法 
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多 8，16 图 8.。17 
进行 证 明 , 即 问题 转化 为 要 证 SAsro 一 Searc 
由 条 件 AE=CE,D、F 是 过 内 分 点 ,也 就 是 中 点 E 的 直线 上 
的 两 点 ,所 以 连结 FA 后 ,可 得 Se 一 全 一 1,Seroo 一 Sa 从 
而 问题 可 转化 为 要 证 SArna 十 Sasrp 一 SaArpc 十 Sasrc, 就 是 要 证 


SAraag 一 Smau 开 Brpcy 由 条 件 CF 上 MA 已 ,所 以 出 Sarp 一 立 48 »。 HF, 


Smwxaroc 一 了 BD CF, 可知 问题 成 为 要 证 4AB* HF 一 BD * CF， 


A -gh 由 迪 4CB==90°" 和 CHJ」A4B, 可 应 用 直角 三 角形 斜 边 上 


的 高 的 基本 图 形 的 性 质 ,得 人 BCH = 人 BAC, 而 已 知人 ACD= 


LHCD, 所 以 LBCD= 人 BDC, BD= BC. 所 以 全 = 租 ; 而 由 


AM4BCopA4CH, 又 可 得 4 一生 ,应 用 三 角形 的 内 角 平分 线性 
AC 4D AB_AD 2 mCh 
质 又 有 一 和 5' 所 以 BD 一 5' 那 末 问 题 又 成 为 要 证 二 二 
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人 ,4D . HF=CF。 HD. 由 于 AD* HF=2SaarpsCF ， HD= 
2SAcrp;, 而 前 面 已 证 SAarp 一 SAcro, 所 以 分 析 就 可 以 完成 . 

本 题 的 条 件 中 给 出 了 AE=CE， 
是 相等 两 线段 重 登 在 一 直线 上 , 且 过 
端点 A.C 和 内 分 点 ,也 就 是 中 点 五 
的 三 直线 共 点 于 D, 所 以 可 添加 平行 
线 型 相似 三 角形 的 组 合 图 形 进行 证 
明 . 添加 的 方法 是 作 同 与 共 点 三 直线 
相交 的 4C 的 平行 线 ,所 以 过 五 作 
KG/ AC, 分 别 交 CD、AD 的 延长 线 
于 K.G, 即 可 得 舍 = 敌 = 语 ' 得 图 8.18 
AE 二 CE, 所 以 GF 一 KF. 又 因为 和 LACK 一 人 FCK, 且 CANFA4， 
所 以 可 得 人 FCK 二 人 LFKC,FK 一 FC 一 FG, 从 而 就 可 应 用 直角 三 
角形 斜 边 上 的 中 线 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 , 也 就 是 连结 CG 
后 ,可 得 人 KCG = 90", 这 样 要 证 明 CD/ BF ,就 要 证 明 BF 也 和 
CG 垂直 ,根据 垂 线 的 定义 ,延长 FB 交 CG 于 M, 应 证 FM 上 CC， 
而 已 知 GHJDLCF, 所 以 GH 和 FM 应 是 这 个 三 角形 , 即 人 GCF 的 
两 条 高 ,那么 它们 的 交点 B 就 应 是 这 个 三 角形 的 垂 心 ,但 FM 这 
条 高 是 要 证 的 结论 ,不 能 用 ,所 以 就 要 应 用 第 三 条 高 ,于 是 延长 
CB 交 FG 于 和 N 则 因 4CAKG, 且 已 知 NCT4C, 所 以 CN 天 C， 
B 就 是 作 GCF 的 垂 心 ,分 析 完 成 . 

本 题 已 知 CD 是 二 ECF 的 角 平分 线 ,所 以 应 用 角 平 分 线 的 性 
质 可 得 绍 一 绎 ,而 CE 一 4E, 就 有 人 一 稳 - 但 经 描 图 可 发 现 
ED 和 FD 这 一 组 相 比 线段 现在 重合 在 一 直线 上 ,所 以 可 添加 平 
行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 若 取 过 端点 瑟 的 线段 EA 为 平行 方 
向 线段 , 则 平行 线 可 过 另 一 个 端点 下 作 ,; 于 是 过 下 作 FG/ AE 交 
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48 的 延长 线 于 G, 就 可 得 


ED AE 
人 AEDW AGFD, FD™ GFE? 


于 是 可 证 明 FC=FG. 这 是 两 
条 具有 公共 端点 的 相等 线段 . 
它们 可 组 成 一 个 等 腰 三 角形 ， 
于 是 连结 CG. 又 因为 已 知 BC 
AC, 而 AC YFG, 所 以 BC 
上 FG, 根 据 垂 线 的 定义 ,延长 
CB 交 FG 于 MM, 可 得 CM | FG,GH .CM 是 人 CFG 的 两 条 高 , 它 
们 的 交点 B 就 是 人 CFG 的 垂 心 ,所 以 延长 FB 交 CG 于 天 ,可 得 
FK | CG, 那 末 再 应 用 等 腰 三 角形 中 的 重要 线段 的 基本 图 形 的 性 
质 ,可 得 KF 是 人 GFC 的 角 平 分 线 . 而 我 们 已 作 AC// FG, 可 得 
降 4CF= 二 人 GFC, 而 DC 是 人 ACF 的 角 平 分 线 , 所 以 DCVFBE, 得 
证 . 
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